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ІСНУВАННЯ ЛОКАЛІЗОВАНИХ СТОЯЧИХ ХВИЛЬ В ДИСКРЕТНОМУ 

РІВНЯННІ  КЛЕЙНА-ҐОРДОНА ІЗ НАСИЧУВАНИМИ 

НЕЛІНІЙНОСТЯМИ  
 

Анотація. В статті вивчається дискретне нелінійне рівняння Клейна-Ґордона, яке 
описує динаміку нескінченного ланцюга лінійно зв’язаних нелінійних осциляторів. За 
відповідних умов в таких рівняннях існують розв’язки у вигляді стоячих хвиль. За допомогою 
методу періодичних апроксимацій і варіаційної техніки технік встановлено умови існування 
локалізованих стоячих хвиль в таких рівняннях.   

Ключові слова: дискретне рівняння Клейна-Ґордона, стоячі хвилі, локалізовані 
розв’язки, критичні точки, насичувані нелінійності.  

 
Дискретні нескінченновимірні гамільтонові системи широко 

використовуються для моделювання складних квантових і оптичних явищ. Серед 

таких систем найбільш відомими є системи типу Фермі–Пасти–Улама, дискретне 

нелінійні рівняння Шредінгера, дискретне рівняння Клейна-Ґордона.   

Важливими класами розв’язків таких рівнянь є біжучі і стоячі хвиль. В 

статтях [1-3; 5-7; 9; 10] досліджено питання існування біжучих хвиль різних 

видів в рівняннях типу Клейна-Ґордона. В статтях [4; 12-16] досліджувалось 

питання існування стоячих хвиль в дискретних нелінійних рівняннях типу 

Шредінгера. Питання існування і стійкості стоячих хвиль для рівнянь типу 

Клейна-Ґордона вивчалося в працях [8; 11; 17; 18].  

Метою цієї статті є встановлення умов існування стоячих хвиль в 

дискретному рівнянні Клейна-Ґордона із насичуваною нелінійністю. 

Постановка задачі. Будемо вивчати дискретне нелінійне рівняння 

Клейна-Ґордона:  

    2 0, ,      n n nn
q q m q f q n  (1) 

де  n nq q t  – узагальнена координата n -го осцилятора в момент часу t , 

  1 1 2    n n nnq q q q  – одновимірний дискретний оператор Лапласа. Рівняння 

(1) представляє собою нескінченну систему звичайних диференціальних рівнянь. 
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У цій статті будемо вивчати рівняння (1) з так званими насичуваними 

нелінійностями ( )f z , тобто на нескінченності ( )f z  ростуть як const z . 

Зокрема, прикладами таких нелінійностей є  

 ( ) , 0, 0, 1,
1

p

p

u
f u u p

u


 


   


 (2) 

та 

   ( ) 1 exp , 0, 0, 0.pf u a u u a p        (3) 

 Будемо шукати розв’язки системи (1) у вигляді стоячих хвиль 

    exp  n nq t u i t , (4) 

де   nu  називається амплітудою стоячої хвилі, а   – частотою. 

Підставляючи стоячу хвилю (4) в рівняння (1), одержуємо систему  

    2 ,  n nn
Lu u f u n , (5) 

де     2   nn n
Lu u m u . 

Будемо вивчати стоячі хвилі з амплітудою, яка збігається до нуля 

(локалізовані хвилі), тобто  

 lim 0


nn
u . (6) 

Основний результат. Позначимо через  F t  первісну функцію для 

функції  f t . Тоді всюди далі припустимо, що виконуються такі умови: 

 i     , 0; f t o t t  

 ii   lim ;


  
t

f t
l

t
  

 iіі   1 f C  і     2 , 0; f t t f t t t  

 iv     1lim ;
2

    
 t

f t t F t  
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або 

 v  функція ( ) ( ) g t f t lt  обмежена. 

Легко перевірити, що нелінійності (2) і (3) задовольняють умови    .і ііі

Крім того, (2) задовольняє  iv  при 1 2p   та  v  при 2p  . Нелінійність (3) 

задовольняє  v  для всіх 0p  . 

З системою (5) пов’язується функціонал 

     21 , ,
2




  


n
n

J u Lu u u F u  

визначений на гільбертовому просторі  2 2 l l  зі скалярним добутком  

 ,





n n
n

u v u v  

та нормою  
1
22
.



 
  
 



n
n

u u  

Зазначимо, що кожний елемент простору 2l  автоматично задовольняє умову (6). 

Критичні точки цього функціоналу є локалізованими розв’язками системи (5).
 За допомогою методу періодичних апроксимацій в поєднанні з 

варіаційною технікою із використанням многовиду Нехарі в статті [17] одержано 

такий результат: 

Теорема 1. Нехай виконуються умови    i iv , 2 2 4  m  та 2 2 4   l m . 

Тоді рівняння (5) має нетривіальний розв’язок 2u l . Більше того, якщо функція 

f  непарна, то рівняння (5) має два нетривіальні розв’язки 2 u l , один з яких 

невід’ємний. 

У цій статті за допомогою методу періодичних апроксимацій в поєднанні 

з варіаційною технікою із використанням теореми про гірський перевал 

одержано такий результат: 
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Теорема 2. Нехай виконуються умови    i iіі  та  v . І нехай 2 2 4  m  та 

2 2 4   l m . Тоді рівняння (5) має нетривіальний розв’язок 2u l . Більше 

того, якщо функція f  непарна, то рівняння (5) має два нетривіальні розв’язки 

2 u l , один з яких невід’ємний. 

З теорем 1 і 2 випливає основний результат статті: 

Теорема 3. Нехай виконуються умови    i iіі  та  іv  або  v . І нехай 

2 2 4  m  та 2 2 4   l m . Тоді рівняння (5) має нетривіальний розв’язок 
2u l . Більше того, якщо функція f  непарна, то рівняння (5) має два 

нетривіальні розв’язки 2 u l , один з яких невід’ємний. 

Наслідок. Нехай 2 2 4  m  та 2 2 4   l m . Тоді рівняння (5) з 

нелінійностями (2) та (3) має два нетривіальні розв’язки 2 u l , один з яких 

невід’ємний. 

Таким чином, у цій статті встановлено умови існування локалізованих 

стоячих хвиль в дискретному рівнянні Клейна-Ґордона із насичуваними 

нелінійностями. Одержані результати поглиблюють результати, одержані в 

статті [17]. 
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EXISTENCE OF LOCALIZED STANDING WAVES IN THE DISCRETE KLEIN-

GORDON EQUATION WITH SATURABLE NONLINEARITIES 
 
Abstract. The paper studies the discrete nonlinear Klein-Gordon equation, which describes 

the dynamics of an infinite chain of linearly coupled nonlinear oscillators. Under appropriate 
conditions, there exist solutions in the form of standing waves in such equations. Using the method 
of periodic approximations and variational techniques, the conditions for the existence of localized 
standing waves in such equations with saturable nonlinearities are established. 

Keywords: discrete Klein-Gordon equation, standing waves, localized solutions, critical 
points, saturable nonlinearities. 

 
 
 
 


