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Анотація. У статті встановлено умови існування періодичних біжучих хвиль в системі 
типу Фермі-Пасти-Улама із насичуваними нелінійностями на двовимірній ґратці. 
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Розглянемо систему типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй ґратцi: 
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де , ( )n mq t  – координата ( , )n m - ї частинки в момент часу ,t  1
1 2, ( )W W C   – потенціали 

взаємодії сусідніх частинок. Будемо вивчати такі системи із так званими насичуваними 
нелінійностями. Це означає, що на нескінченності ( )іW r ростуть як const r , тобто 
потенціали ( )іW r  є асимптотично квадратичними на нескінченності ( 1,2)і  . 

Будемо шукати розв’язки системи (1) у вигляді біжучих хвиль: 
 , ( ) ( cos sin ),n mq t u n m ct     (0) 

де (cos ,sin )l   


фіксований хвильовий вектор, який задає напрям поширення хвилі.   
Нагадаємо, що функція ( )u s неперервного аргументу s  називається профілем 
біжучої хвилі. Стала с представляє собою швидкість хвилі. Якщо 0,с  то хвиля 
зміщується вправо, якщо 0,с  то вліво. Підставляючи біжучу хвилю (2) в систему (1), 
для профілю ( )u s біжучої хвилі маємо рівняння 

 
2

1 1

2 2

( ) ( ( cos ) ( )) ( ( ) ( cos ))
( ( sin ) ( )) ( ( ) ( sin )),

c u s W u s u s W u s u s
W u s u s W u s u s

 
 

        
      

 (0) 

де cos sin .s n n ct     
Всюди далі під розв’язком рівняння (3) розуміється функція 2 ( ; ),u C    яка 

задовольняє це рівняння. 
Періодична хвиля має періодичні профілі відносних зміщень, тобто періодичну 

похідну профілю: 
 ( 2 ) ( ),u s k u s s    , (0) 
де 0k   деяке число. Нагадаємо, що профіль такої хвилі не обов’язково періодичний. 

Всюди далі припускається, що виконуються такі умови: 
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Зауваження 1.  Зроблені припущення зокрема означають, що функції ( )if r  зростаючі 
при 0r   і спадні при 0, ( ) 0ir a G r   для всіх  0, 1, 2.r i   
 Для спрощення записів покладемо 

( ) : ( ) ( ), 1, 2,i i ih r f r lr g r i     
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і додатково припустимо, що виконується одна з двох умов: 
2( )iv  ( ) ( 1, 2);iG r при r i     
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Позначимо через kЕ  гільбертів простір 
1{ ( ) : ( 2 ) ( ), (0) 0}k locE u H u s k u s u       

зі скалярним добутком 
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і відповідною нормою 
1
2( , ) .

k
u u u  Нагадаємо, що за теоремою вкладення 

([ , ),kE C k k   
де ([ , ])C k k  простір неперервних функцій на [ , ].k k  Через ,k 

  позначимо норму на 

просторі ,kE який є спряженим (дуальним) до простору .kE  Фактично kE  є 1-ковимірним 
підпростором гільбертового простору 
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у якості скалярного добутку. На цьому просторі означимо оператори 
cos

( )( ) : ( cos ) ( ) ( ) ,
s

s

Au s u s u s u d


  


      

sin

( )( ) : ( sin ) ( ) ( ) .
s

s

Bu s u s u s u d


  


      

Ці оператори є обмеженими лінійними операторами, зо задовольняють нерівності 
(див.|3|, Лема 6.1) 
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де 1
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ціла частина 1
2k
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 На просторі kЕ  розглянемо функціонал 
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Зауваження 2. Неважко переконатися, що kJ   функціонал класу 1С  на kЕ , а його 
похідна визначається формулою 
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1 2( ( )) ( ) ( ( )) ( )f Au s Ah s f Bu s Bh s ds    
для , .ku h E  Більше того, критичні точки функціоналу kJ  є розв’язками рівняння (3), 
що задовольняють умову (4). 
 Таким чином, для встановлення існування розв’язків рівняння (3), що 
задовольняють умову (4), достатньо довести існування нетривіальних критичних точок 
функціоналу kJ . Для цього використано спеціальну форму теореми про гірський перевал 
 (див. |1,2|). 

Далі нам знадобиться така величина: 
2 2 2 2

0 0 1 2( ) : cos sin .c c c c      
Основним результатом статті є теорема. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови ( ) ( )i iіі  та ( )iv  або ( )v . Тоді, якщо 

, ,
2

n n      
 ,n  0k   і 2 2 2

0 0 ,c c c l    то рівняння (3) має несталі як неспадні, 

так і незростаючі розв’язки, які задовольняють умову (4). 
Таким чином, у статті встановлено існування періодичних біжучих хвиль з 

неспадними і незростаючими профілями в системі типу Фермі-Пасти-Улама із 
насичуваними нелінійностями. 
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PERIODIC TRAVELING WAVES IN  

FERMI-PASTA-ULAM TYPE SYSTEMS  WITH SATURABLE 
NONLINEARITIES ON A TWO-DIMENSIONAL LATTICE 

 
Abstract. The article establishes the conditions for the existence of periodic traveling waves in a 

system of the Fermi-Pasta-Ulam type with saturable nonlinearities on a two-dimensional lattice. 
Keywords: Fermi-Pasta-Ulam system, two-dimensional lattice, periodic traveling waves, critical points, 

saturable nonlinearities. 
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