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Передмова

Курс «Лiнiйна алгебра» є однiєю з найважливiших скла-
дових у математичнiй пiдготовцi спецiалiстiв рiзних спецiаль-
ностей завдяки його широким i глибоким застосуванням. За-
сновником лiнiйної алгебри фактично є нiмецький математик
Герман Гюнтер Грасман (1809–1877), який народився i прожив
майже все своє життя у мiстi Щецiнi (Нiмеччина). У своїх пра-
цях Г. Г. Грасман першим розглядав вектори без зв’язку їх з
точками (як у геометрiї) чи з силою, швидкiстю або прискоре-
нням (як у фiзицi). Основним предметом вивчення у лiнiйнiй
алгебрi є векторнi простори та їх лiнiйнi перетворення, якi
тiсно пов’язанi з матрицями. Рушiйною силою всiх цих дослi-
джень є розв’язування систем лiнiйних рiвнянь. Лiнiйна алгебра
знайшла свої застосування у фiзицi, хiмiї, бiологiї, економiцi,
статистицi, теорiї кодування i криптографiї, теорiї графiв, лiнiй-
ному програмуваннi та iнших науках завдяки математичному
моделюванню рiзних ситуацiй за допомогою векторiв i систем
рiвнянь.

Даний курс забезпечений квалiфiкованою лiтературою на
українськiй та росiйських мовах, в якiй глибоко висвiтленi пи-
тання теорiї [1–7]. Проте у бiльшостi з цих посiбникiв мало при-
дiляється уваги навiть найпростiшим застосуванням лiнiйної
алгебри в рiзних галузях знань. Тому випускники унiверситетiв
мають слабку уяву про такi застосування, або представляють її
однобоко (наприклад, тiльки в iнженерiї чи економiцi або iншiй
конкретнiй науцi). У зарубiжнiй лiтературi питанню застосу-
вань лiнiйної алгебри придiляється багато мiсця, що дозволяє
випускникам бакалаврату мати досить широку уяву про мiсце
лiнiйної алгебри у пiдготовцi квалiфiкованого спецiалiста.

Метою даного посiбника є наблизити теоретичний курс
лiнiйної алгебри до його застосувань та надати можливiсть
студентам рiзних спецiальностей насолодитися можливостями
лiнiйної алгебри. Тому тут досить мало теоретичних викладок,
якi можна знайти у посiбниках [1–7, 10–12]. Проте автори вва-
жали за необхiдне на початку роздiлу або параграфа коротко
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викласти основнi поняття теорiї, якi будуть застосовуватися у
ньому. Це полегшить читання матерiалу i популяризує його.

Матерiал посiбника подiлено на 5 роздiлiв. Кожний з них
об’єднує ситуацiї, якi математично моделюються подiбним чи-
ном. Математичнi моделi широко застосовуються у фiзицi, хiмiї,
iнженерiї, бiзнесi, економiцi, суспiльних науках i навiть у дослi-
дженнi полiтичних процесiв. Вони кориснi для бiльш повного
розумiння таких процесiв та можуть бути використанi для про-
гнозування їх поведiнки у майбутньому. Математичнi моделi,
якi ми будемо розглядати, у бiльшостi випадкiв є лiнiйними,
тобто кожна задача описується за допомогою лiнiйного рiв-
няння, як правило, у векторнiй або матричнiй формi. Лiнiйнi
моделi важливi тому, що природнi явища часто є лiнiйними
або близькими до лiнiйних. Лiнiйнi моделi також бiльш легко
адаптовуються для комп’ютерних обчислень, нiж комплекснi
нелiнiйнi моделi.

На написання цього посiбника авторiв надихнуло знайомство
з книгою [10]. У процесi його пiдготовки були використанi також
iншi доступнi в лiтературi та Iнтернетi джерела.



Роздiл 1

Застосування систем лiнiйних
рiвнянь

Теоретичнi вiдомостi

Як вiдомо, систему 𝑚 лiнiйних рiвнянь з 𝑛 невiдомими
можна записати у загальному виглядi так:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + · · · + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + · · · + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚,

де 𝑎𝑖𝑗 – коефiцiєнти при невiдомих 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, а 𝑏𝑖 – вiльнi
члени.

Введемо позначення:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , x⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥1
𝑥2
...
𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , b⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑏1
𝑏2
...
𝑏𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Тодi цю систему можна записати у матричнiй формi:

𝐴x⃗ = b⃗.
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Розширеною матрицею системи називають матрицю отриману
дописуванням до головної матрицi 𝐴 стовпця вiльних членiв.
Його прийнято вiддiляти вертикальною рискою.

Якщо у системi кiлькiсть рiвнянь i невiдомих однаковi (тобто
при 𝑚 = 𝑛), то для її розв’язування можна застосувати такi
методи.

1. Метод Гаусса (метод послiдовного виключення невiдо-
мих).

2. Правило Крамера у випадку, коли |𝐴| ̸= 0. В цьому
випадку 𝑥𝑖 = Δ𝑖

|𝐴| , де детермiнант ∆𝑖 отримано з |𝐴| шляхом
замiни 𝑖-ого стовпця на стовпець вiльних членiв.

3. Обчислення оберненої матрицi до 𝐴 (якщо вона iснує).
В цьому випадку розв’язок системи знаходять за формулою
x⃗ = 𝐴−1b⃗.

Детально цi способи розв’язування викладено у [1, 2, 4, 7, 10].
Вiдзначимо тiльки, що цi способи не залежать вiд поля, з якого
беруться коефiцiєнти рiвнянь системи. Це можуть бути довiльнi
числа i навiть елементи скiнченних полiв виду Z𝑝.

Якщо 𝑚 ̸= 𝑛, то систему розв’язують методом Гаусса.

1. Температурний розподiл на тонкiй пластинцi

Як вiдомо, однiєю з головних складових кожної гiдроеле-
ктростанцiї є гребля, яка перегороджує рiчку. Межi такої греблi
перебувають пiд дiєю таких трьох температурних факторiв:
температура води, температура землi, яка є основою греблi, та
температурою повiтря. Проектуальникам та iнженерам потрi-
бно знати температурний розподiл всерединi греблi для того,
щоб розумiти який температурний стрес дiє на греблю у рiзнi
перiоди часу. Якщо температури на поверхнi дамби є стабiль-
ними протягом деякого часу, то температура всерединi дамби
досягає певної рiвноваги протягом деякого часу. Знаходження
врiвноваженого температурного розподiлу у рiзних точках дам-
би є бажаним, але надзвичайно важким. Дiаграма на рис. 1.1
представляє цю ситуацiю.

Для проектуальникiв лiтакiв та космiчних апаратiв (супу-
тникiв, кораблiв, станцiй, мiсяцеходiв, марсоходiв i т. iн.) дуже
важливо знати, як розподiляється температура в обшивцi таких
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Рис. 1.1. Розподiл температур на межi пластини

апаратiв для безпеки їхньої дiяльностi. Архiтекторам рiзних
промислових об’єктiв слiд знати температурний розподiл все-
рединi стiн доменних печей, реакторiв, балок рiзноманiтних
перекриттiв. Для вивчення такого розподiлу допомагає розгляд
перерiзу поверхнi, який можна уявити собi як тонку пластинку.

𝑃𝐶

Важливим питанням при вивчен-
нi розподiлу температур є визна-
чення стацiонарного режиму тем-
пературного розподiлу на тонкiй
пластинцi в тих випадках, коли вi-
дома температура на її межi. Вияв-
ляється, що приблизна оцiнка у рi-
зних точках такої пластинки ґрун-
тується на важливiй фiзичнiй вла-
стивостi, яку називають властивi-
стю середнього значення:

Якщо пластинка досягла температурної рiвноваги,
𝑃 — точка на пластинцi, 𝐶 — коло з центром у точцi 𝑃 ,
яке повнiстю мiститься на пластинцi, то температура
у точцi 𝑃 є середнiм значенням температур у точках
цього кола.

Для спрощення обчислень пластинку покривають сiткою
квадратикiв i тодi точки 𝑃 є вершинами квадратiв, якi лежать
всерединi тонкої пластинки.
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Приклад 1. Припустимо, що пластинка, яка показана на
рисунку нижче, представляє перерiз секцiї металiчної балки
з незначним потоком нагрiву у напрямi перпендикулярному
до пластинки. Нехай 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 позначають температури в
чотирьох вузлах однiєї клiтини в сiтцi на рисунку. Температура
у вузлi приблизно рiвна середнiй з чотирьох найближчих
вузлiв — лiвого, верхнього, правого i нижнього1.

10∘

10∘

30∘

𝑥4

𝑥1

20∘

30∘

𝑥3

𝑥2

20∘

40∘

40∘

Встановити, якими є температури у точках 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4.

Розв’язання. Для визначення температури у кожнiй точцi
складемо вiдповiднi рiвняння. Так, за згаданим принципом, для
точки 𝑥1 отримуємо рiвняння

𝑥1 =
10 + 20 + 𝑥2 + 𝑥4

4
,

тобто 4𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥4 = 30.
Аналогiчнi рiвняння для iнших точок будуть такими:

−𝑥1+4𝑥2−𝑥3 = 60, −𝑥2+4𝑥3−𝑥4 = 70 та −𝑥1−𝑥3+4𝑥4 = 40.

Складаємо i розв’язуємо систему рiвнянь:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥4 = 30,
−𝑥1 + 4𝑥2 − 𝑥3 = 60,
−𝑥2 + 4𝑥3 − 𝑥4 = 70,
−𝑥1 − 𝑥3 + 4𝑥4 = 40.

1Дивись Frank M. White, Heat and Mass Transfer (Reading, MA: Addison-
Wesley Publishing, 1991), pp. 145–149.
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У матричнiй формi її можна записати так:⎡⎢⎢⎣
4 −1 0 −1
−1 4 −1 0

0 −1 4 −1
−1 0 −1 4

⎤⎥⎥⎦ x⃗ =

⎡⎢⎢⎣
30
60
70
40

⎤⎥⎥⎦ .
При цьому вектор x⃗ називають вектором температурного роз-
подiлу або вектором врiвноважених температур.

Застосуємо метод Гаусса:⎡⎢⎢⎣
4 −1 0 −1 30
−1 4 −1 0 60

0 −1 4 −1 70
−1 0 −1 4 40

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣
−1 0 −1 4 40

1 −4 1 0 −60
0 −1 4 −1 70
4 −1 0 −1 30

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 0 1 −4 −40
0 4 0 −4 20
0 −1 4 −1 70
0 −1 −4 15 190

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 0 1 −4 −40
0 1 0 −1 5
0 −1 4 −1 70
0 −1 −4 15 190

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 0 1 −4 −40
0 1 0 −1 5
0 0 4 −2 75
0 0 −4 14 195

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 0 1 −4 −40
0 1 0 −1 5
0 0 4 −2 75
0 0 0 12 270

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 0 1 −4 −40
0 1 0 −1 5
0 0 4 −2 75
0 0 0 1 22, 5

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 0 1 0 50
0 1 0 0 27, 5
0 0 4 0 120
0 0 0 1 22, 5

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 0 0 0 20
0 1 0 0 27, 5
0 0 1 0 30
0 0 0 1 22, 5

⎤⎥⎥⎦ .
Отже, 𝑥1 = 20∘, 𝑥2 = 27, 5∘, 𝑥3 = 30∘, 𝑥4 = 22, 5∘. �
Вектор температурного розподiлу може бути знайдений

бiльш точно, якщо ми розглянемо сiтку, яка має бiльше клiти-
нок.

Вправи
1. Визначити вектор температурного розподiлу у внутрi-

шних точках попередньої пластинки, якщо вiдома температура
на її межi:
а) злiва – 25∘, зверху – 20∘, справа – 20∘, знизу – 30∘;
б) злiва – 15∘, зверху – 10∘, справа – 10∘, знизу – 20∘.
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2. Розв’язок задачi стацiонарного розповсюдження нагрi-
вання для пластинки на наступному рисунку

5∘

5∘

10∘

𝑥2

𝑥1

0∘

10∘

𝑥4

𝑥3

0∘

10∘

𝑥6

𝑥5

0∘

10∘

𝑥8

𝑥7

0∘

20∘

20∘

апроксимується через розв’язок рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗, де

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 −1 −1
−1 4 0 −1
−1 0 4 −1 −1

−1 −1 4 0 −1
−1 0 4 −1 −1

−1 −1 4 0 −1
−1 0 4 −1

−1 −1 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i b⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5
15
0
10
0
10
20
30

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Пропущенi елементи у 𝐴 є нулями. Ненульовi елементи 𝐴 ле-
жать у межах смуги вздовж головної дiагоналi1. Знайти темпе-
ратури у вiдмiчених точках.

3. Нехай у сiтцi з вправи 1(а) кожна сторона квадратної
сiтки роздiлена навпiл. Тодi ми отримаємо на тiй же пластинцi
сiтку, яка має 25 внутрiшних точок (рис. 1.2). Визначити век-
тор температурного розподiлу у цих 25-и точках та порiвняти
𝑥7, 𝑥9, 𝑥17, 𝑥19 з температурами у цих точках, отриманими у
вправi 1(а).

4. Вивчити, як змiни температури на межi стальної
пластинки впливають на температури у внутрiшнiх точках
пластинки.

1Такi смуговi матрицi з’являються у рiзних застосуваннях i часто
є екстремально великими (з тисячами рядкiв i стовпцiв, але вiдносно
вузькими смугами).



14 Застосування систем лiнiйних рiвнянь

25∘

25∘

25∘

25∘

25∘

30∘

𝑥21

𝑥16

𝑥11

𝑥6

𝑥1

20∘

30∘

𝑥22

𝑥17

𝑥12

𝑥7

𝑥2

20∘

30∘

𝑥23

𝑥18

𝑥13

𝑥8

𝑥3

20∘

30∘

𝑥24

𝑥19

𝑥14

𝑥9

𝑥4

20∘

30∘

𝑥25

𝑥20

𝑥15

𝑥10

𝑥5

20∘

20∘

20∘

20∘

20∘

20∘

Рис. 1.2.

А. Почнiть оцiнювати температури 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 у кожнiй з
поставлених чотирьох точок на стальнiй пластинцi по ри-
сунку нижче. У кожному випадку, значення 𝑥𝑘 приблизно
дорiвнює середнiй температурi чотирьох сусiднiх точок. Ди-
вись попереднiй приклад, де величини у вказаному порядку
виявляється будуть (20; 27,5; 30; 22,5). Як цей список значень
спiввiдноситься з вашими результатами для розставлених
точок у (a) i (б)?

Б. Без проведення будь-яких обчислень здогадайтеся, якi вну-
трiшнi температури у (a), коли всi температури на межi
пластинки помноженi на 3. Перевiрте вашу здогадку.

0∘
0∘

20∘

𝑥4

𝑥1

20∘

20∘

𝑥3

𝑥2

20∘

0∘
0∘

а)

10∘
10∘

10∘

𝑥4

𝑥1

0∘

10∘

𝑥3

𝑥2

0∘

40∘
40∘

б)

5. Нехай гребля на рiчцi має висоту 30 м та ширину 10 м.
По верху греблi проходить автомобiльна дорога. Перерiз греблi
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має форму прямокутника i вода пiднiмається до вiдмiтки 27 м
у водосховищi та 7 м у нижньому б’єфi.

Знайти наближений розподiл температур в точках
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 (через 5 м), якщо вектор температур (вода,
земля, дорога, повiтря) є таким:
а) взимку— (5∘, 10∘,−5∘,−10∘);
б) навеснi — (10∘, 10∘, 15∘, 10∘);
в) влiтку — (18∘, 10∘, 30∘, 25∘);
г) восени— (10∘, 10∘, 18∘, 12∘). 𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥5

2. Застосування у хiмiї

Системи лiнiйних рiвнянь знаходять застосування при
розв’язуваннi рiзних хiмiчних задач. Розглянемо два приклади,
якi iлюструють, як це вiдбувається.

Створення нових речовин.

Приклад 1. Для утворення певної нової хiмiчної речовини
необхiднi три рiзних iнгредiєнти: А, В та С. Перед реакцiєю
взаємодiї цих складових їх необхiдно розчинити у водi кожну
окремо. Нехай ми утворили розчини речовини А з концентрацi-
єю 1,5 г/см3, речовини В з концентрацiєю 3,6 г/см3 та речовини
С з концентрацiєю 5,3 г/см3. У процесi реакцiї взаємодiї цих
розчинiв отримали 25,07 г нової хiмiчної речовини.

Якщо концентрацiї речовин А, В та С у розчинах будуть
2,5, 4,3 та 2,4 г/см3 вiдповiдно, то при взаємодiї таких самих
об’ємiв цих розчинiв отримаємо 22,36 г нової хiмiчної речовини.

Нарештi, якщо концентрацiї речовин А, В та С у розчинах
будуть 2,7, 5,5 та 3,2 г/см3 вiдповiдно, то при взаємодiї таких
самих об’ємiв цих розчинiв отримаємо 28,14 г нової хiмiчної
речовини.

Якi об’єми (у кубiчних сантиметрах) розчинiв речовин А, В
та С використовували у процесi цих реакцiй?

Розв’язання. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 — об’єми розчинiв речовин вiд-
повiдно А, В та С, якi взаємодiяли у процесi згаданих в умовi
задачi реакцiй. Тодi у першому випадку маса речовини А буде
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1,5𝑥, речовини В буде 3,6𝑦 та речовини С— 5,3𝑧. Додаючи цi
всi три маси ми отримали 25,07 г нової хiмiчної речовини. Тому
маємо рiвняння

1,5𝑥+ 3,6𝑦 + 5,3𝑧 = 25,07.

Проведемо аналогiчнi мiркування у двох iнших випадках та
отримаємо ще два рiвняння, якi разом утворюють систему трьох
лiнiйних рiвнянь з трьома невiдомими:⎧⎨⎩ 1, 5𝑥 + 3, 6𝑦 + 5, 3𝑧 = 25, 07,

2, 5𝑥 + 4, 3𝑦 − 2, 4𝑧 = 22, 36,
2, 7𝑥 + 5, 5𝑦 + 3, 2𝑧 = 28, 14.

Випишемо розширену матрицю цiєї системи:⎡⎣ 1, 5 3, 6 5, 3 25, 07
2, 5 4, 3 2, 4 22, 36
2, 7 5, 5 3, 2 28, 14

⎤⎦ .
Розв’язуючи дану систему одним з вiдомих способiв (методом
Гаусса, за правилом Крамера чи за допомогою обчислення
оберненої матрицi) ми отримаємо розв’язок системи:

𝑥 = 1,5, 𝑦 = 3,1, 𝑧 = 2,2.

�

Збалансування хiмiчних рiвнянь.
Хiмiчнi рiвняння описують кiлькостi субстанцiй, якi витра-

чаються i виробляються у хiмiчних реакцiях.

Приклад 2. Коли згорає газ пропан, то пропан (C3H8)
змiшується з киснем (O2), утворюючи двоокис вуглецю (CO2) i
воду (H2O), у вiдповiдностi з рiвнянням виду

(𝑥1)C3H8 + (𝑥2)O2 → (𝑥3)CO2 + (𝑥4)H2O.

Для «балансу» цього рiвняння хiмiк повинен знайти всi цiлi
числа 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 такi, щоб загальне число атомiв вуглецю
(C), водню (H) i кисню (O) на лiвiй сторонi узгоджувалося з
вiдповiдними числами атомiв на правiй (тому, що атоми не
зникають i не виникають у реакцiї).
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Розв’язання. Систематичний метод для збалансування
хiмiчного рiвняння полягає у складаннi векторного рiвняння,
яке описує число атомiв кожного типу, представлених у реакцiї.
Оскiльки дане рiвняння залучає три типи атомiв (вуглець, во-
день i кисень), то побудуємо вектор у R3 для кожного складника
(реактанта) реакцiї i випишемо такi списки чисел «атомiв на
молекулу», як показано нижче:

C3H8 :

⎡⎣ 3
8
0

⎤⎦ ,O2 :

⎡⎣ 0
0
2

⎤⎦ ,CO2 :

⎡⎣ 1
0
2

⎤⎦ ,H2O :

⎡⎣ 0
2
1

⎤⎦ ← Вуглець
← Водень
← Кисень

Для балансу даного хiмiчного рiвняння коефiцiєнти 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4
повиннi задовольняти векторне рiвняння

𝑥1

⎡⎣ 3
8
0

⎤⎦ + 𝑥2

⎡⎣ 0
0
2

⎤⎦ = 𝑥3

⎡⎣ 1
0
2

⎤⎦ + 𝑥4

⎡⎣ 0
2
1

⎤⎦ .
Для розв’язання перенесемо всi члени в лiву частину (змiнюючи
знаки у третього i четвертого векторiв):

𝑥1

⎡⎣ 3
8
0

⎤⎦ + 𝑥2

⎡⎣ 0
0
2

⎤⎦ + 𝑥3

⎡⎣ −1
0
−2

⎤⎦ + 𝑥4

⎡⎣ 0
−2
−1

⎤⎦ =

⎡⎣ 0
0
0

⎤⎦ .
Рядкова редукцiя розширеної матрицi для цього рiвняння при-
водить до загального розв’язку

𝑥1 =
1

4
𝑥4, 𝑥2 =

5

4
𝑥4, 𝑥3 =

3

4
𝑥4 з вiльною змiнною 𝑥4.

Оскiльки коефiцiєнти у хiмiчних рiвняннях повиннi бути цiлими,
вiзьмемо 𝑥4 = 4, i в такому випадку, 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 5 i 𝑥3 = 3.
Збалансоване рiвняння має вигляд

C3H8 + 5O2 → 3CO2 + 4H2O.

�
Рiвняння залишається збалансованим, якщо, наприклад,

кожний коефiцiєнт подвоїти. У бiльшостi випадкiв хiмiки нада-
ють перевагу використанню балансового рiвняння, коефiцiєнти
якого є найменш можливими цiлими числами.
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Вправи
1. Збалансувати хiмiчне рiвняння

C2H6 + O2 → CO2 + H2O.

У наступних вправах 2 – 7 збалансувати хiмiчнi рiвняння,
якщо це можливо.

2. Борний сульфiд реагує з водою, утворюючи борну кисло-
ту i газ сiрчаний водень (запах тухлих яєць). Незбалансоване
рiвняння має вигляд

B2S3 + H2O → H3BO3 + H2S.

3. Коли фосфат натрiю i нiтрат барiю змiшанi, то результа-
том є фосфат барiю (як осад) i натрiєва селiтра. Незбалансоване
рiвняння має вигляд

Na3PO4 + Ba(NO3)2 → Ba3(PO4)2 + NaNO3.

4. Лiкарський засiб «Алка-зельтцер» мiстить двовуглекислу
соду (NaHCO3) i лимонну кислоту (H3C6H5O7). Коли таблетку
розчиняють у водi, наступна реакцiя видiляє содовий цитрат,
воду i вуглекислий газ:

NaHCO3 + H3C6H5O7 → Na3C6H5O7 + H2O + CO2.

5. Наступна реакцiя мiж перманганатом калiю (KMnO4) i
сульфатом марганцю у водi продукує двоокис марганцю, калiй-
ний сульфат i сiрчану кислоту:

KMnO4 + MnSO4 + H2O → MnO2 + K2SO4 + H2SO4.

6. Якщо можливо, використайте точний арифметичний або
рацiональний формат для обчислень у збалансуваннi наступної
хiмiчної реакцiї:

PbN6 + CrMn2O8 → Pb3O4 + Cr2O3 + MnO2 + NO.

7. Наступна хiмiчна реакцiя може бути використана у де-
яких виробничих процесах, таких як виробництво миш’яку
(арсену) (AsH3).

MnS+As2Cr10O35+H2SO4 → HMnO4+AsH3+CrS3O12+H2O.
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3. Дослiдження потокових мереж

Системи лiнiйних рiвнянь природно виникають, коли вченi,
iнженери або економiсти вивчають потоки певних величин через
мережу. Наприклад, мiськi планувальники i дорожнi iнженери
контролюють структуру транспортних потокiв у мережi мiських
вулиць. Iнженери водоканалу постiйно здiйснюють монiторинг
мережi водопроводiв мiста. Iнженери-електрики обчислюють
струми, якi протiкають через електричнi кола, а економiсти
аналiзують розподiл продукцiї з виробництв до споживачiв че-
рез мережу оптової i роздрiбної торгiвлi. Для багатьох мереж
системи рiвнянь залучають сотнi i навiть тисячi змiнних i рiв-
нянь.

Мережа складається з точок, якi називають з’єднаннями
(або вузлами), та з прямих або дуг, якi називають гiлками
(або ланками), що пов’язують деякi або всi вузли. При цьому
вказується напрям потоку у кожнiй гiлцi i сумарний потiк (або
ступiнь, швидкiсть) також показується або позначається через
змiнну.

Базисними припущеннями для потокiв у мережi: 1) загаль-
ний потiк у мережi дорiвнює загальному потоку на виходi з
мережi; 2) загальний потiк на входi у вузол дорiвнює загаль-
ному потоку на виходi з вузла. Наприклад, рис. 1.3 показує 30
одиниць речей, якi течуть у вузол через одну гiлку та, позначенi
через 𝑥1 i 𝑥2 потоки, якi витiкають з вузла через iншi гiлки.

𝑥1

𝑥2

30

Рис. 1.3. З’єднання (вузол).

Оскiльки потiк зберiгається у кожному з’єднаннi, то вико-
нується рiвнiсть 𝑥1 + 𝑥2 = 30. Подiбним чином потiк у кожному
з’єднаннi описується лiнiйним рiвнянням. Проблемою аналiзу
мереж є визначення потоку у кожнiй гiлцi, коли вiдома певна
часткова iнформацiя (така як вхiд у сiтку).
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Мережi транспортних потокiв.

Приклад 1. Мережа на рис. 1.4 показує транспортний
потiк (у транспортних засобах за годину) через кiлька вулиць з
одностороннiм рухом у центрi мiста протягом другої половини
дня. Визначити структуру загального потоку для мережi.

400𝑥4
300

300 𝑥1
600

500

𝑥2

𝑥3 100

𝑥5
𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

Рис. 1.4. Транспортний потiк вулицями мiста.

Розв’язання. Запишемо рiвняння, якi описують потiк, i
тодi знайдемо загальний розв’язок системи. Позначимо пере-
хрестя вулиць i невiдомi потоки у гiлках так, як показано на
рис. 1.4. На кожному перехрестi, «потiк у» i «потiк з» однаковi.

Перехрестя Потiк в Потiк з
A 300 + 500 = 𝑥1 + 𝑥2
B 𝑥2 + 𝑥4 = 300 + 𝑥3
C 100 + 400 = 𝑥4 + 𝑥5
D 𝑥1 + 𝑥5 = 600

Також, загальний потiк у сiтцi (500+300+100+400) дорiвнює
загальному потоку виходу з сiтки (300 + 𝑥3 + 600), який спро-
щують до 𝑥3 = 400. Комбiнуючи це рiвняння з перетвореними
першими чотирма рiвняннями, отримуємо наступну систему
рiвнянь:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 + 𝑥2 = 800,

𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 = 300,
𝑥4 + 𝑥5 = 500,

𝑥1 + 𝑥5 = 600,
𝑥3 = 400.

Рядкова редукцiя асоцiйованої розширеної матрицi веде до⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥1 + 𝑥5 = 600,

𝑥2 − 𝑥5 = 200,
𝑥3 = 400,

𝑥4 + 𝑥5 = 500.

Загальний потiк моделi для сiтки описано так⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 = 600− 𝑥5,
𝑥2 = 200 + 𝑥5,
𝑥3 = 400,
𝑥4 = 500− 𝑥5,
𝑥5 — вiльна.

Вiд’ємний потiк у гiлцi сiтки вiдповiдає потоковi у протилежно-
му напрямi до того, який показано на моделi. Оскiльки вулицi
у цiй задачi з одностороннiм рухом, то жодна змiнна тут не
може приймати вiд’ємного значення. Цей факт веде до вiдомих
обмежень на можливi значення змiнних. Наприклад, 𝑥5 6 500,
оскiльки 𝑥4 не може бути вiд’ємним. Можуть накладатись i iншi
обмеження, пов’язанi, наприклад, з ремонтом дорiг та iншими
непередбаченими обставинами. �

Приклад 2. Дiаграма на рис. 1.5 представляє транспорт-
ний потiк через деякий вiдомий блок вулиць. Числа середнiх
потокiв у транспортних засобах за годину «в» i «з» мережi по-
казанi у пiковi години руху транспорту. Розрахувати загальний
потiк.
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Рис. 1.5.

Розв’язання. Складаючи рiвняння для кожного з пере-
хресть, отримаємо систему рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 + 𝑣 = 800,
𝑥 − 𝑦 + 𝑢 = 400,

𝑦 − 𝑧 = 600,
𝑧 − 𝑡 = −1200,

𝑡 − 𝑢 − 𝑤 = 0,
𝑣 + 𝑤 = 1000.

Розв’язок цiєї системи можна записати так:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 = 𝑤 − 200,
𝑦 = 𝑡− 600,
𝑧 = 𝑡− 1200,
𝑢 = 𝑡− 𝑤,
𝑣 = 1000− 𝑤
𝑡 — вiльна,
𝑤 — вiльна.

Якщо тепер, наприклад, 𝑡 = 1300 та 𝑤 = 300, то 𝑥 = 100,
𝑦 = 700, 𝑧 = 100, 𝑢 = 1000, 𝑣 = 700.

Припустимо тепер, що вулицi вiд 𝐴 до 𝐵 i вiд 𝐵 до 𝐶 повиннi
бути закритi через ремонтнi роботи, тобто 𝑥 = 0, 𝑦 = 0. Як
можна реорганiзувати рух транспорту?
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Для вiдповiдi на це запитання покладемо 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 у
розв’язок i отримаємо 𝑡 = 600, 𝑤 = 200, 𝑧 = −600, 𝑢 = 400, 𝑣 =
800. Очевидно, що вiд’ємне значення для 𝑧 є ненормальним. Для
уникнення вiд’ємного потоку ми повиннi змiнити на протилежнi
напрями руху на вулицях, якi зв’язують 𝐶 i𝐷. Ця змiна приведе
до значення 𝑧 = 600 замiсть 𝑧 = −600. �

Електричнi мережi.
Струм у електричнiй мережi може бути описано системою

лiнiйних рiвнянь. Джерело струму таке, як сучаснi силовi ба-
тареї, викликає потiк електронiв через мережу. Коли струм
проходить через резистор (такий як лампочка або мотор), деяка
напруга струму «падає»; за законом Ома, це «падiння напруги»
через резистор визначається рiвнянням

𝑈 = 𝑅𝐼,

де напруга 𝑈 вимiрюється у вольтах, опiр 𝑅 у омах (позначено
через Ω), сила струму 𝐼 у амперах.

Розглянемо електричну мережу на рис. 1.6, яка мiстить три
замкнутих контури. Струми, якi протiкають у контурах 1, 2
i 3 позначенi 𝐼1, 𝐼2 i 𝐼3, вiдповiдно. Вибранi напрями контур-
них струмiв є довiльними. Якщо напрям струму змiнити на
протилежний, то тодi дiйсний напрям електричного струму є
протилежним до вибраного на рисунку. Якщо напрям струму,
показаного на рисунку вiд позитивної (довгої) сторони батареї
до негативної (короткої) сторони, то напруга є додатною; у
протилежному випадку вона є вiд’ємною.

Електричнi мережi складаються з ланок (контурiв) i вузлiв
аналогiчно до вуличних мереж, де ланками є вулицi, а вузлами—
перехрестя. Багато електричних проблем можуть бути змоде-
льованi системами лiнiйних рiвнянь. При цьому застосовуються
вiдомi фiзичнi закони.

Базисними законами для електричних мереж є:

Закон Ома: Падiння напруги при проходженнi
струму через резистор дорiвнює добутку струму на
опiр: 𝑈 = 𝐼𝑅.
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Перший закон Кiрхгофа: Сума струмiв, якi течуть
у вузол, дорiвнює сумi струмiв, якi витiкають з вузла.

Другий закон Кiрхгофа: Алгебраїчна сума падiння
напруги 𝑅𝐼 у одному напрямi навкруги контура дорiв-
нює алгебраїчнiй сумi напруги джерел у тому ж напря-
мi навкруги контура.

Приклад 3. Визначити сили струму контурiв у мережi на
рис. 1.6.

1Ω
5В 1Ω

1Ω

20В

𝐶

1Ω
3Ω

1Ω

𝐷

𝐵

4Ω

30В

4Ω

𝐴

𝐼3

𝐼2

𝐼1

Рис. 1.6.

Розв’язання. У контурi 1, струм 𝐼1 протiкає через три
резистори, i сума падiння напруги 𝑅𝐼 дорiвнює

4𝐼1 + 4𝐼1 + 3𝐼1 = (4 + 4 + 3)𝐼1 = 11𝐼1.

Струм з контуру 2 також тече у частину контура 1, через
коротку ланку мiж точками 𝐴 i 𝐵. Вiдповiдне падiння напруги
𝑅𝐼 є 3𝐼2 вольт. Разом з тим, напрям струму для ланки 𝐴𝐵 у
контурi 1 є протилежним до того, що вибраний для потоку у
контурi 2, тому алгебраїчна сума всiх падiнь напруги 𝑅𝐼 для
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контура 1 є 11𝐼1−3𝐼2. Оскiльки напруга у контурi 1 є +30 вольт,
то за законом Кiрхгофа маємо, що

11𝐼1 − 3𝐼2 = 30.

Рiвняння для контуру 2 має вигляд

−3𝐼1 + 6𝐼2 − 𝐼3 = 5.

Доданок −3𝐼1 вказує на протiкання струму у контурi 1 через
ланку 𝐴𝐵 (вiд’ємне падiння напруги, тому що потiк струму є
протилежним до потоку у контурi 1). Доданок 6𝐼2 є сумою всiх
опорiв у контурi 2, яку помножено на контурний струм. Доданок
−𝐼3 = (−1)𝐼3 «приходить» з контуру 3 протiкання струму через
1-омний резистор ланки 𝐶𝐷 у напрямi протилежному до потоку
у контурi 2. Рiвняння контуру 3 має вигляд

−𝐼2 + 3𝐼3 = −25.

Вiдзначимо, що 5-вольтна батарея у ланцi 𝐶𝐷 пiдрахована як
частина обох контурiв 2 i 3, але вона для контуру 3 є −5 вольт,
оскiльки вибраний напрям для струму у контурi 3 вiд − до +.
20-вольтова батарея є вiд’ємною з подiбних мiркувань.

Струми контуру знаходяться розв’язуванням системи⎧⎨⎩ 11𝐼1 − 3𝐼2 = 30,
−3𝐼1 + 6𝐼2 − 𝐼3 = 5,

− 𝐼2 + 𝐼3 = −25.

Рядковi перетворення над розширеною матрицею приводять до
розв’язку: 𝐼1 = 3 А, 𝐼2 = 1 А i 𝐼3 = −8 А. Вiд’ємне значення для
𝐼3 вказує, що дiйсний струм у контурi 3 тече в протилежному
напрямi до показаного на рис. 1.6. �

Повчально бачити у попереднiй системi векторне рiвняння:

𝐼1

⎡⎣ 11
−3
0

⎤⎦
↑
r⃗1

+ 𝐼2

⎡⎣ −3
6
−1

⎤⎦
↑
r⃗2

+ 𝐼3

⎡⎣ 0
−1
3

⎤⎦
↑
r⃗3

=

⎡⎣ 30
5
−25

⎤⎦
↑
v⃗

(1.1)
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Перша координата кожного вектора вiдповiдає першому кон-
туру, друга — другому, а третя— третьому. Перший вектор r⃗1
перелiчує опори у рiзних контурах, через якi протiкає струм
𝐼1. Опори записанi вiд’ємними, коли 𝐼1 протiкає проти напряму
протiкання у iншому контурi. Те ж саме стосується векторiв r⃗2
i r⃗3. Матрична форма цiєї системи має вигляд

𝑅i = v⃗, де 𝑅 = [⃗r1 r⃗2 r⃗3] i i⃗ =

⎡⎣ 𝐼1
𝐼2
𝐼3

⎤⎦
i задає векторну форму закону Ома. Якщо всi контури струмiв
вибранi у однаковому напрямi (скажiмо, проти годинникової
стрiлки), то всi координати поза головною дiагоналлю матрицi
𝑅 будуть вiд’ємними.

Матричне рiвняння робить лiнiйнiсть цiєї моделi легко ви-
димою. Наприклад, якщо вектор напруги подвоєно, то вектор
струму також повинен подвоїтися. Також, виконується принцип
суперпозицiї. Тому, розв’язок цього рiвняння є сумою розв’язкiв
рiвнянь

𝑅i =

⎡⎣ 30
0
0

⎤⎦ , 𝑅i =

⎡⎣ 0
5
0

⎤⎦ i 𝑅i =

⎡⎣ 0
0

−25

⎤⎦ .
Кожне рiвняння тут вiдповiдає контуру тiльки з одним дже-
релом струму (iншi джерела будуть замiненi на провiд, що
замикає контур). Модель для електричного струму є лiнiйною
тому, що закони Ома i Кiрхгофа є лiнiйними: напруга падає
на резисторi пропорцiйно до струму, який протiкає через нього
(Ом) i сума падiнь напруги у контурi дорiвнює сумi напруг
джерел у контурi (Кiрхгоф).

Контурнi струми у мережi можуть бути використанi для
визначення струму у кожнiй ланцi мережi. Якщо тiльки один
контурний струм проходить через ланку (наприклад як вiд 𝐵 до
𝐷 на рис. 1.6), то струм ланки дорiвнює струму контуру. Якщо
бiльше нiж один контурний струм проходить через ланку, так
як вiд 𝐴 до 𝐵, то струм ланки є алгебраїчною сумою контурних
струмiв у ланцi (закон струмiв Кiрхгофа). Наприклад, струм у
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ланцi 𝐴𝐵 дорiвнює 𝐼1 − 𝐼2 = 3− 1 = 2 ампери, у напрямi для
𝐼1. Струм у ланцi 𝐶𝐷 дорiвнює 𝐼2 + 𝐼3 = 9 ампер.

Простi електричнi кола дiляться на два типи: послiдовнi та
паралельнi. Для обох типiв розбиваємо кола на частини послi-
довних i паралельних кiл, пiсля чого обчислюємо значення для
цих частин i використовуємо їх для обчислення опору вихiдного
кола. Тобто спочатку обчислюємо опiр для кожної окремої ча-
стини послiдовностi. Далi, використовуючи знайденi значення,
вважають, що кожна частина є окремим опором i обчислюють
загальний опiр кола.

Приклад 4. Знайти струми у електричному колi для кола
на рисунку 1.7.

𝑅2 = 5Ω

𝐸1 = 30В𝑅1 = 4Ω

𝑅5 = 10Ω

𝐸3 = 60В

𝑅3 = 10Ω 𝑅4 = 30Ω

𝐸2 = 120В

Рис. 1.7.

Розв’язання. Нехай струми протiкають у кожнiй частинi
кола мiж вузловими точками. Ми маємо двi вузловi точки. Буде-
мо вважати, що струми протiкають за годинниковою стрiлкою.

Нехай струм на дiлянцi 𝐸𝐹𝐴𝐵 (рис. 1.8) дорiвнює 𝐼1, на
дiлянцi 𝐵𝐶𝐷𝐸 — 𝐼3, а на дiлянцi 𝐸𝐵 — 𝐼2.

Використовуючи закон Кiрхгофа для струму в вузлi 𝐵,
отримаємо рiвняння

𝐼1 + 𝐼2 = 𝐼3.
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Рис. 1.8.

Для вузла 𝐸 отримуємо аналогiчне рiвняння. Далi ми викори-
стаємо закон Кiрхгофа для напруги

−4𝐼1 + (−30)− 5𝐼1 − 10𝐼1 + 60 + 10𝐼2 = 0.

Коли струм вiд батареї тече вiд (−) до (+) на дiлянцi 𝐸𝐹 , то
рiзниця потенцiалiв дорiвнює −30 i на дiлянцi 𝐹𝐴, проходячи
через резистор 5 Ом, напруга буде падати на −5𝐼1. Аналогiчно
ми можемо знайти падiння напруги на контурi 𝐸𝐹𝐴𝐵.

На контурi 𝐵𝐶𝐷𝐸 закон Кiрхгофа для напруги дає рiвнян-
ня

−30𝐼3 + 120− 10𝐼2 + 60 = 0.

Тепер ми маємо систему трьох рiвнянь з трьома невiдомими:⎧⎨⎩ 𝐼1 + 𝐼2 − 𝐼3 = 0,
−19𝐼1 + 10𝐼2 − = −30,

− 10𝐼2 − 30𝐼3 = −180.

Ця система може бути розв’язана методами лiнiйної алгебри.
Вона має такий розв’язок: 𝐼1 = 2,8302, 𝐼2 = 2,3774, 𝐼3 = 5,2075.

�
Зауважимо, що методи лiнiйної алгебри є бiльш корисними,

коли мережа є дуже складною i кiлькiсть невiдомих велика.

Приклад 5. Визначити струми 𝐼1, 𝐼2 i 𝐼3 для такої еле-
ктричної сiтки:
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Розв’язання. Застосовуючи перший закон Кiрхгофа до
вузлiв або отримаємо 𝐼1 = 𝐼2 + 𝐼3, або

𝐼1 − 𝐼2 − 𝐼3 = 0.

Застосовуючи другий закон Кiрхгофа до контурiв 𝐵𝐷𝐶𝐵 i
𝐵𝐶𝐴𝐵 ми отримаємо рiвняння −10𝐼2+10𝐼3 = 10 та 20𝐼1+10𝐼2 =
5. Отже, маємо систему трьох лiнiйних рiвнянь:⎧⎨⎩ 𝐼1 − 𝐼2 − 𝐼3 = 0,

−10𝐼2 + 10𝐼3 = 10,
20𝐼1 + 10𝐼2 = 5.

Розширена матриця системи⎡⎣ 1 −1 −1 0
0 −10 10 10

20 10 0 5

⎤⎦
може бути приведена до зведеної схiдчастої форми⎡⎣ 1 0 0 0.4

0 1 0 −0.3
0 0 1 0.7

⎤⎦ .
Тому струми дорiвнюють 𝐼1 = 0,4, 𝐼2 = −0,3 та 𝐼3 = 0,7. Оскiль-
ки 𝐼2 є вiд’ємним, то струм протiкає вiд 𝐶 до 𝐵, а не вiд 𝐵 до
𝐶, як попередньо прогнозувалося на схемi. �

Вправи
1. Знайти загальний потiк схеми мережi, показаної на рисун-

ку нижче. Припускаючи, що всi потоки є невiд’ємними, знайти
найбiльше можливе значення для 𝑥3.
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20
𝐴

𝑥1

𝐶
80

𝑥3
𝐵

𝑥2

𝑥4

2. А. Знайти загальний рух у схемi на мережi дорiг, що пока-
зана на наступному рисунку (потiк вимiрюється у автомобiлях
за хвилину).

Б. Описати загальний рух у схемi, коли дорога з потоком
𝑥4 є закритою.

В. Якщо 𝑥4 = 0, то якого мiнiмального значення може
набувати 𝑥1?

200
𝐵

𝑥1
𝐴

40
𝑥4

𝐷

60

𝑥3 𝐶
100

𝑥5

𝑥2

3. А. Знайти загальний потiк транспорту схеми мережi,
показаної на рисунку.

Б. Вважаючи, що потiк повинен бути у вказаних напрямах,
знайти мiнiмальнi потоки у гiлках позначених 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 та 𝑥5.

30

𝐴
80

𝑥1

𝐸
60

20

𝑥3

𝐵
𝑥2

𝑥4
𝐷

40

90
𝑥6

𝐶
100

40

𝑥5
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4. Перехрестя у Англiї часто побудованi як одностороннi
«круговi» так, як показано на рисунку. Припустимо, що транс-
порт повинен рухатися у показаному напрямi. Знайти загальний
розв’язок сiтки потоку. Знайти найменше можливе значення
для 𝑥6.

𝐷

50

𝐶

120

𝐸
80

𝐹
100

𝐵
50

𝐴
100

𝑥4 𝑥5

𝑥6

𝑥1

𝑥2

𝑥3

5. Наступна мережа вулиць iснувала у столицi США Ва-
шингтонi до 1995 року. Iнтенсивнiсть руху транспортних засобiв
у цiй мережi вулиць протягом дня показана на наступному ри-
сунку у тисячах одиниць.

12,5

18,8

13,0

13,5

10,5

10,0

16,6

3,5

4,0

13,5

4,5
Вулиця H

Пенсiльванiя авеню

Бiлий дiм

20,0

3,6

1,5

7,0

6,5

Вулиця E

17
-а

ву
ли

ця
15-а

вулиця

А. Знайдiть потiк на кожнiй вулицi цiєї мережi.
Б. У 1995 роцi уряд закрив рух транспортних засобiв по

вулицi Пенсiльванiя авеню перед Бiлим домом. Як це закриття
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вплинуло на iнтенсивнiсть руху транспортних засобiв на iнших
вулицях?

6. Знайти невiдомi струми у електричному колi, зображе-
ному на рисунку.

20В

𝐴

4Ω

𝐵

3Ω

𝐶

𝐹
30В

𝐷

10В
1Ω

𝐸

2Ω

7. Знайти невiдомi струми, напруги i опори для рiзних
частин наступного електричного кола.

𝐹

U

𝐴

5Ω

𝐵

1Ω
𝐸

20В

𝑅2

10В

𝐶

𝑅1

𝐷

3𝐴

5𝐴

10𝐴

8. Знайти невiдомi струми, напруги i опори для рiзних
частин наступного електричного кола.

𝐹

𝑈2

𝐴

5Ω

𝐵

𝑅2

𝐶

1Ω

𝐸

20В

𝐷

10В

𝑈1

𝑅
3𝐴

5𝐴

6𝐴

10𝐴

У вправах 9–12 записати матричне рiвняння, яке визначає
заданi контури. Розв’язати систему для заданих контурiв з
допомогою комп’ютерних програм, призначених для складних
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математичних обчислень (MATLAB, Wolfram Mathematica i
т. iн.).

9, 10. Знайти струми у електричних колах:

7Ω
4Ω 5В

7Ω

7Ω20В

5Ω

3Ω15В

5Ω

3Ω
2Ω 15В

3Ω

1Ω

1Ω25В

1Ω

𝐼4

𝐼3

𝐼2

𝐼1

2Ω

7Ω
3Ω

10В

5Ω

2Ω

20В

3Ω

1Ω

30В

5Ω

2Ω

40В

𝐼4

𝐼3

𝐼2

𝐼1

11, 12. Знайти струми у електричних колах:

7Ω

4Ω

40В

1Ω
4Ω

10В

5Ω
30В

2Ω

6Ω

20В

3Ω

𝐼1 𝐼4

𝐼2 𝐼3

5Ω

1Ω

5Ω

40В

4Ω

10В

1Ω

5Ω
4Ω

2Ω

5Ω

30В

3Ω
3Ω

20В

2Ω

𝐼1 𝐼4

𝐼2 𝐼3

𝐼5

13. Працiвники водоканалу постiйно проводять монiторинг
водопровiдної сiтки мiського мiкрорайону, зображеного на на-
ступному рисунку. Ця мережа пiдземних труб має перетини, де
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труби вiдходять до будинкiв, утворюючи сiтку. Кожна секцiя
водопроводу має свою iнтенсивнiсть потоку води, яка вимiрює-
ться у кубометрах за деякий часовий iнтервал. Ця iнтенсивнiсть
для деяких труб позначена на рисунку.

Будинки у цьому мiкрорайонi споживають вiд 0,1875 до
3,3125 кубометра води за день.

973,8125

3,0625 3,3125 2,75 0,75 0,1875

965,5

2

1,3125

2,625

2,25

1,5

964,75

1,8125 2,1875 2,3125

1005,25

1,375

1,4375

1,8125

А. Розгляньте заданi потоки та знайдiть iнтенсивнiсть пото-
ку у кожнiй секцiї водопроводу.

Б. Припустимо, що водопровiд вийшов з ладу у точцi, яка
вiдмiчена на рисунку знаком . Як ця подiя вплине на iнтен-
сивнiсть потоку в iнших трубах даної сiтки?

4. Розрахунок харчових дiєт

Формула для кембрiджської дiєти — популярної дiєти у 80-х
роках XX столiття — ґрунтується на багатьох роках дослiджень.
Команда вчених у Кембрiджському унiверситетi, очолювана
доктором Аланом Г. Говардом, запропонувала цю дiєту пiсля
багаторiчної клiнiчної роботи з пацiєнтами з надмiрною вагою.
Дуже низькокалорiйна формула дiєти комбiнує точний баланс
вуглеводiв, високоякiсного протеїну i жиру разом з вiтамiнами,
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мiнералами та вiдслiдковуванням мiкроелементiв i електролi-
тiв. Мiльйони людей використовували цю дiєту, щоб досягти
швидкої втрати ваги.

Для досягнення бажаних обсягiв i пропорцiй поживних ре-
човин доктор Говард включав у дiєту велике розмаїття про-
дуктiв харчування. Кожний продукт харчування забезпечував
декiлька потрiбних складових, але не в коректнiй пропорцiї. На-
приклад, обезжирене молоко було головним джерелом протеїну,
але мiстило надто багато кальцiю. Через це частину протеїну
використовували з соєвого борошна, оскiльки воно мiстить мен-
ше кальцiю. Однак соєве борошно мiстить вiдносно багато жиру.
Тому була додана сироватка, оскiльки вона мiстила менше жиру
у вiдношеннi до кальцiю. На жаль, сироватка мiстить багато
вуглеводiв... Тому задача точного пiдбору поживних речовин є
достатньо складною.

Наступний приклад iлюструє цю задачу у маленькому мас-
штабi. Запишемо у таблицю три складовi, якi потрiбнi у дiєтi,
разом з сумами звичайних потреб поживних речовин на 100
грам кожної складової.

Обсяг (у грамах) на 100 г
харчового продукту

Поживнi
речовини

Нежирне
молоко

Соєве
борошно

Сироватка Обсяг потреби по
кембрiджськiй дiєтi

на один день (г)

Протеїн 36 51 13 33
Вуглеводи 52 34 74 45

Жир 0 7 1,1 3

Приклад 1. Якщо можливо, знайти деяку комбiнацiю не-
жирного молока, соєвого борошна i сироватки для того, щоб
забезпечити точну кiлькiсть протеїну, вуглеводiв i жиру потрi-
бних у дiєту на один день вiдповiдно з наведеною таблицею.

Розв’язання. Нехай 𝑥1, 𝑥2 i 𝑥3 позначають кiлькостi оди-
ниць (вiд 100 г) цих продуктiв вiдповiдно. Один з пiдходiв до
розв’язання цiєї задачi полягає в наступному: одержати рiвнян-
ня для кожної поживної речовини окремо. Наприклад, добуток
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𝑥1 одиниць

нежирного молока

}︂
·
{︂

протеїну на одиницю
нежирного молока

}︂
визначає кiлькiсть протеїну, що надходить до органiзму з 𝑥1
одиницями нежирного молока. До цiєї кiлькостi ми могли б
тодi додати подiбнi добутки для соєвого борошна i сироватки та
встановити остаточну суму, що дорiвнює обсягу протеїну, який
нам потрiбен. Аналогiчнi обчислення могли б бути зробленi для
кожної поживної речовини.

На нашу думку бiльш ефективний i концептуально простi-
ший метод полягає в тому, щоб розглянути «вектор поживних
речовин» для кожного харчового продукту i побудувати тiльки
одне векторне рiвняння. Обсяг речовин поставлених 𝑥1 оди-
ницями нежирного молока при цьому є добуток скаляра на
вектор

Скаляр Вектор{︂
𝑥1одиниць
молока

}︂
·
{︂
поживних речовин на

одиницю молока

}︂
= 𝑥1a⃗1,

(1.2)

де a⃗1 —перший стовпець у наведенiй таблицi. Нехай a⃗2 i a⃗3
будуть вiдповiднi вектори для соєвого борошна i сироватки, b⃗—
вектор, координати якого перелiчують загальнi суми потрiбних
речовин (останнiй стовпець таблицi). Тодi 𝑥2a⃗2 i 𝑥3a⃗3 дають
обсяги поживних речовин, що мiстяться в 𝑥2 одиницях соєвого
борошна i 𝑥3 одиницях сироватки, вiдповiдно. Тодi отримаємо
векторне рiвняння

𝑥1a⃗1 + 𝑥2a⃗2 + 𝑥3a⃗3 = b⃗. (1.3)

Рядкова редукцiя розширеної матрицi для вiдповiдної си-
стеми рiвнянь показує, що⎡⎣ 36 51 13 33

52 34 74 45
0 7 1,1 3

⎤⎦ ∼ . . . ∼
⎡⎣ 1 0 0 0,277

0 1 0 0,392
0 0 1 0,233

⎤⎦
Таким чином, до трьох значущих цифр дiєта вимагає 0,277

порцiї нежирного молока, 0,392 порцiй соєвого борошна i 0,233
порцiї сироватки для того, щоб отримати бажанi обсяги протеїну,
вуглеводiв i жиру. �
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Важливим є те, що значення змiнних 𝑥1, 𝑥2 i 𝑥3, знайденi
вище, є невiд’ємними. Це необхiдно для розв’язку, щоб бути
фiзично можливим. З великим числом поживних речовин, якi
потрiбнi в дiєту, може бути необхiдно використати велике число
харчових продуктiв, щоб отримати бажану систему рiвнянь з
«невiд’ємним» розв’язком. Тому, багато рiзних комбiнацiй про-
дуктiв можуть потребувати перевiрки для знаходження систем
рiвнянь з таким розв’язком. Фактично, виробник кембрiдж-
ської дiєти був спроможний постачати 31 поживну речовину в
точному обсязi, використовуючи тiльки 33 харчових продукти.

Задача побудови дiєти веде до лiнiйного рiвняння (1.3) тому,
що обсяг речовин, поставлених кожним продуктом харчування,
може бути записаний у виглядi добутку скаляра на вектор, як
в (1.2). Тому, поживнi речовини, поставленi через продукти хар-
чування пропорцiйнi до обсягу продукту харчування, доданого
в дiєту для змiшування. Також, кожна речовина у сумiшi є
сумою обсягiв цiєї речовини з кожного продукту харчування.

Задачi формулювання спецiалiзованих дiєт для людей i до-
машнiх тварин трапляються часто. Як правило, вони обробля-
ються технiкою лiнiйного програмування. Наш метод побудови
векторних рiвнянь часто спрощує завдання формулювання та-
ких задач.

Вправи

1. Вмiст снiданку з харчових пластiвцiв зазвичай пере-
раховує число калорiй i кiлькостi протеїну, вуглеводiв i жиру
вмiщеного в одну порцiю пластiвцiв. Кiлькостi для двох з них
данi нижче у таблицi.

Поживнi Харчова iнформацiя
речовини для порцiї пластiвцiв (100 г)

1 2

Калорiї 110 130
Протеїн (г) 4 3

Вуглеводи (г) 20 18
Жир (г) 2 5
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Припустимо, що сумiш цих двох пластiвцiв було зроблено так,
що вона мiстить точно 295 калорiй, 9 г протеїну, 48 г вуглеводiв
i 8 г жиру.

А. Скласти векторне рiвняння для цiєї задачi та пояснити, що
введенi змiннi представляють.

Б. Записати еквiвалентне матричне рiвняння i визначити, чи
можна приготувати очiкувану сумiш пластiвцiв, i у випадку
позитивної вiдповiдi вказати, як це слiд зробити.

2. Одна порцiя (28 г) вiвсяних пластiвцiв «Краклiн» по-
стачає 110 калорiй, 3 г протеїну, 21 г вуглеводiв i 3 г жиру.
Одна порцiя (28 г) вiвсяних пластiвцiв «Хрусткi» постачає 110
калорiй, 2 г протеїну, 25 г вуглеводiв i 0,4 г жиру.

А. Створити матрицю 𝐵 i вектор u⃗ такi, що 𝐵u⃗ визначає кiль-
кiсть калорiй, протеїну, вуглеводiв i жиру, якi мiстяться у
сумiшi трьох порцiй вiвсяних пластiвцiв «Краклiн» i двох
порцiй «Хрустких».

Б. Припустимо, що ви хочете сумiш з бiльшою кiлькiстю проте-
їну, нiж у «Хрустких», але з меншою кiлькiстю жиру, нiж
у вiвсяних пластiвцях «Краклiн». Чи можливо для такої су-
мiшi пластiвцiв очiкувати 110 калорiй, 2,25 г протеїну, 24 г
вуглеводiв i 1 г жиру? Якщо так, то якою є сумiш?

3. Одна порцiя (100 г) вiвсяних пластiвцiв «Екстра №1» Но-
воукраїнського комбiнату хлiбопродуктiв постачає 305 калорiй,
11,0 г бiлкiв, 6,2 г жирiв i 51,0 г вуглеводiв. Одна порцiя (100
г) кукурузних пластiвцiв «Веселий Роджер» постачає 346,1 ка-
лорiй, 6,3 г бiлкiв, 2,9 г жирiв i 74,3 г вуглеводiв. Чи можлива
сумiш двох видiв таких пластiвцiв, щоб вона забезпечила 975
калорiй, 20 г бiлкiв, 8 г жирiв i 200 г вуглеводiв?

4. Кембрiджська дiєта постачає 0,8 г кальцiю на день в
додаток до поживних речовин, перелiчених у таблицi до наве-
деного вище прикладу. Кiлькiсть кальцiю, яка поставляється
однiєю порцiєю (100 г) трьох складових у Кембрiджськiй дiєтi є
наступною: 1,26 г з нежирного молока, 0,19 г з соєвого борошна
i 0,8 г з сироватки. Iншим складовим продуктом у дiєтичнiй
сумiшi є вiдокремлений соєвий протеїн, який поставляє наступнi
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поживнi речовини у однiй порцiї: 80 г протеїну, 0 г вуглеводiв,
3,4 г жиру i 0,18 г кальцiю.
А. Скласти матричне рiвняння, розв’язок якого визначає кiль-

костi нежирного молока, соєвого борошна, сироватки i вiд-
окремленого соєвого протеїну необхiдних для того, щоб забез-
печити точнi кiлькостi протеїну, вуглеводiв, жиру i кальцiю
у кембрiджськiй дiєтi.

Б. Розв’язати складене в п. A рiвняння.
5. Дiєтолог планує страву, яка постачає вiдомi кiлькостi

вiтамiну 𝐶, кальцiю i магнiю. Використовуються три продукти;
їх кiлькостi вимiрюються у певних одиницях. Поживнi речовини,
якi поставляються цими продуктами, i дiєтичнi вимоги заданi у
таблицi.

Мiлiграми (мг) поживних Сума
Поживна речовин у одиницi продукту потрiбних пожив-
речовина Прод. 1 Прод. 2 Прод. 3 них речовин

Вiтамiн 𝐶 10 20 20 100
Кальцiй 50 40 10 300
Магнiй 30 10 40 200

Записати векторне рiвняння для цiєї задачi та розв’язати його.

5. Рiзницевi рiвняння у демографiї

У багатьох сферах дiяльностi, зокрема екологiї, економiцi,
iнженерiї, виникає потреба у математичних моделях динамiчних
систем, якi змiнюються з часом. Декiлька властивостей систе-
ми, кожна з яких вимiряна у дискретних часових iнтервалах,
утворюють послiдовнiсть векторiв x⃗0, x⃗1, x⃗2, . . .. Координати
вектора x⃗𝑘 дають iнформацiю про стан системи у час 𝑘-ого
вимiрювання.

Якщо iснує матриця 𝐴 така, що x⃗1 = 𝐴x⃗0, x⃗2 = 𝐴x⃗1 i,
загалом,

x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 𝑘 = 0, 1, 2, . . . (1.4)
то (1.4) називають лiнiйним рiзницевим рiвнянням (або
рекурентним вiдношенням). Для такого рiвняння можна
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обчислити вектори x⃗1, x⃗2 i т. д. за умови, що x⃗0 вiдоме. При
розглядi маркiвських ланцюгiв у роздiлi 4 ми будемо опису-
вати, що може трапитися з x⃗𝑘, якщо 𝑘 зростає нескiнченно.
Наступний приклад iлюструє як виникає рiзницеве рiвняння
при розв’язаннi конкретної проблеми.

Приклад 1. Важливою проблемою демографiї є дослiдже-
ння мiграцiй населення— перемiщення груп людей з одного
регiону в iнший. Розглянемо просту модель змiн у чисельностi
населення сучасного мiста i прилеглих до нього примiських ра-
йонiв упродовж декiлькох рокiв. Зафiксуємо початковий рiк —
наприклад, 2010 — i позначимо населення мiста i передмiсть у
цей рiк через 𝑟0 i 𝑠0 вiдповiдно. Нехай x⃗0 — вектор населення

x⃗0 =

[︂
𝑟0
𝑠0

]︂
Мiське населення у 2010 роцi
Примiське населення у 2010 роцi

Для 2011 i наступних рокiв, позначимо населення мiста i
передмiсть векторами

x⃗1 =

[︂
𝑟1
𝑠1

]︂
, x⃗2 =

[︂
𝑟2
𝑠2

]︂
, x⃗3 =

[︂
𝑟3
𝑠3

]︂
, . . . .

Наша мета описати математично, як цi вектори можуть бути
пов’язанi мiж собою.

Розв’язання. Припустимо в результатi дослiдження бу-
ло встановлено, що кожен рiк близько 5% мiського населення
переїжджає у передмiстя (95% залишається у мiстi), тодi як
3% примiського населення переїжджає у мiсто (i, отже, 97%
залишається у передмiстi, див. рис. 1.9).

Мiсто Передмiстя
0,05

0,03

0,95 0,97

Рис. 1.9. Рiчна процентна мiграцiя мiж мiстом i передмiстям.
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Через рiк початковi 𝑟0 людей у мiстi тепер розподiлилися
мiж мiстом i передмiстям так[︂

0,95𝑟0
0,05𝑟0

]︂
= 𝑟0

[︂
0,95
0,05

]︂
Залишилися у мiстi
Виїхали у передмiстя. (1.5)

𝑠0 людей з передмiстя у 2010 роцi перерозподiлилися пiсля
першого року так

𝑠0

[︂
0,03
0,97

]︂
Виїхали у мiсто
Залишилися у передмiстi. (1.6)

Вектори з (1.5) i (1.6) додаються для обчислення всього
населення у 2011 роцi.1 Тому[︂

𝑟1
𝑠1

]︂
= 𝑟0

[︂
0,95
0,05

]︂
+ 𝑠0

[︂
0,95
0,05

]︂
=

[︂
0,95 0,03
0,05 0,97

]︂ [︂
𝑟0
𝑠0

]︂
.

Останню рiвнiсть можна записати в такому виглядi

x⃗1 = 𝑀 x⃗0, (1.7)

де матриця𝑀 (назвемо її мiграцiйною матрицею) визначена
з наступної таблицi:

Виїхали з: Переїхали
мiста передмiстя у:
0,95 0,03 мiсто
0,05 0,97 передмiстя

Рiвняння (1.7) описує як чисельнiсть населення змiнюється
з 2010 по 2011 р. Якщо мiграцiйнi вiдсотки залишаються по-
стiйними впродовж кiлькох рокiв, то змiна населення з 2011 до
2012 буде задана рiвнiстю

x⃗2 = 𝑀 x⃗1,

i аналогiчно з 2012 до 2013 i в наступнi роки. Загалом,

x⃗𝑘+1 = 𝑀 x⃗𝑘 для 𝑘 = 0, 1, 2, . . . (1.8)

Послiдовнiсть векторiв x⃗0, x⃗1, x⃗2, . . .. описує населення ре-
гiону мiсто/передмiстя перiодично протягом рокiв.

1Для спрощення нами не враховуються такi важливi складники руху
населення як народжуванiсть, смертнiсть i мiграцiя «в» i «з» регiонiв у
дослiджуванi мiсто/передмiстя.
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Обчислимо населення описаного регiону для 2011 i 2012
рокiв, якщо вiдомо, що на початку 2010 року 600 000 жителiв
жили у мiстi i 400 000 — у передмiстi.

Вихiдне населення у 2010 роцi є x⃗0 =

[︂
600 000
400 000

]︂
. Для 2011

року

x⃗1 =

[︂
0,95 0,03
0,05 0,97

]︂ [︂
600 000
400 000

]︂
=

[︂
582 000
418 000

]︂
.

Для 2012 року

x⃗2 = 𝑀 x⃗1 =

[︂
0,95 0,03
0,05 0,97

]︂ [︂
582 000
418 000

]︂
=

[︂
565 440
434 560

]︂
.

Як бачимо, мiське населення з часом зменшується, а примi-
ське — збiльшується. Цiкаво, що буде з цiєю тенденцiєю через
багато рокiв. �

Модель для руху населення у (1.8) є лiнiйною, оскiльки
вiдповiднiсть x⃗𝑘 ↦→ x⃗𝑘+1 є лiнiйним перетворенням.

Вправи
1. У деякому регiонi кожного року близько 5% мiського

населення переїжджає в передмiстя i близько 4% примiського
населення переїжджає у мiсто. На початку 2000 року у мiстi
проживало 800 000 жителiв, а у передмiстi — 200 000. Скласти
рiзницеве рiвняння, яке описує цю ситуацiю, позначивши через
x⃗0 вихiдне населення у 2000 роцi. Спрогнозувати населення у
мiстi та передмiстi на початок 2002 року. (Iншi фактори, що
можуть впливати на чисельнiсть населення, не враховувати).

2. У деякому регiонi кожного року близько 7% мiського
населення переїжджає в передмiстя i близько 4% примiського
населення переїжджає у мiсто. У 2000 роцi проживало 700 000
жителiв у мiстi i 500 000 у передмiстi. Скласти рiзницеве рiв-
няння, яке описує цю ситуацiю, позначивши через x⃗0 вихiдне
населення у 2000 роцi. Встановити населення у мiстi i в перед-
мiстi через два роки.

3. На 1.01.2010 р. населення України склало 45,963 млн. осiб,
в т.ч. населення Вiнницької областi — 1,643 млн. осiб. Протягом
року 10 216 осiб переїхали з Вiнницької областi до iнших регiонiв
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України. Водночас до Вiнницької областi з iнших областей
прибуло 8879 осiб.

А. Встановiть мiграцiйну матрицю для цiєї ситуацiї, використав-
ши 5 десяткових знакiв пiсля коми для мiграцiйного руху
«в» та «з» Вiнницької областi. Як Ви створюєте мiграцiйну
матрицю?

Б. Використовуючи математичнi програмнi засоби, спрогнозуй-
те чисельнiсть населення Вiнницької областi станом на 2020
рiк, припускаючи, що мiграцiйнi темпи не будуть змiнюватись
впродовж 10 рокiв. Цi обчислення не враховують показники
природного руху населення (народжуваностi, смертностi) та
зовнiшньої (мiждержавної) мiграцiї.

4. Парк прокату автомобiлiв однiєї фiрми у американському
мiстi Канзас має у своєму розпорядженнi 450 автомобiлiв у трьох
мiсцях: аеропорту, схiдному та захiдному офiсах. Арендований
автомобiль в одному мiсцi може бути повернений у будь-яке з
трьох мiсць. Спостереження показують, що рiзна кiлькiсть авто-
мобiлiв повертається у кожне мiсце так як показано у наступнiй
таблицi.

Автомобiлi орендованi з
Аеропорту Схiдного Захiдого Поверненi у

офiсу офiсу
0,97 0,05 0,10 Аеропорт
0,00 0,90 0,05 Схiдний офiс
0,03 0,05 0,85 Захiдний офiс

Припустимо, що в понедiлок 304 автомобiлi знаходяться у ае-
ропорту (або орендованi з нього), 48 автомобiлiв — у схiдному
офiсi i 98 автомобiлiв — у захiдному офiсi. Який буде орiєнтов-
ний розподiл автомобiлiв у середу?

5. Нехай матриця 𝑀 i x⃗0 такi, як у наведеному прикладi.

А. Обчислiть вектори населення x⃗𝑘 для 𝑘 = 1, . . . , 20. Якi зако-
номiрностi ви помiтили?

Б. Повторiть завдання А з вихiдною чисельнiстю населення
350 000 у мiстi i 650 000 у передмiстях.
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6. Однорiднi системи i модель закритої економiки

Для того, щоб розумiти i здiйснювати належне керiвництво
економiкою країни або окремого регiону необхiдно познайоми-
тися з вiдомими моделями, якi базуються на рiзних секторах
економiки. Модель Леонтьєва є однiєю зi спроб у цьому на-
прямку. Вона ґрунтується на припущеннi, що кожна iндустрiя у
економiцi має два типи попиту: зовнiшний попит (з систем зов-
нi) i внутрiшний попит (попит однiєї iндустрiї на iншi у цiй же
системi). Модель Леонтьєва представляє економiку як систему
лiнiйних рiвнянь. Її запропонував у 30-х роках минулого столi-
ття професор Гарвардського унiверситету В.Леонтьєв1, який
розробив математичну модель економiки Сполучених Штатiв
Америки, роздiливши економiку країни на 500 економiчних се-
кторiв. За свiй успiх професор В.Леонтьєв був нагороджений
Нобелiвською премiєю в галузi економiки 18 жовтня 1973 року.

Закрита модель Леонтьєва. Розглянемо економiку, яка
складається з 𝑛 незалежних галузей (секторiв) 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛. Це
означає, що кожна галузь витрачає деякi виробленi товари на
iншi галузi, включаючи себе (наприклад, енергогенеруюча ком-
панiя для виробництва електроенергiї витрачає її на свої власнi
потреби). Така економiка є закритою, бо вона задовольняє свої
власнi потреби, тобто немає товарiв, якi входять або виходять з

1Василь Леонтьєв (05.08.1905–05.02.1999) вирiс у сiм’ї професора еко-
номiки Василя Васильовича Леонтьєва i Євгенiї Борисiвни (Злати Бен-
цiонiвни) Бекер. У 1925 роцi завершив вивчення фiлософiї i соцiологiї в
Ленiнградському унiверситетi. Пiзнiше вивчав економiчнi науки у Берлiнi i
за дисертацiю «Кругообiг економiки» отримав докторську ступiнь. У 1928–
31 роках працював у Китаї радником мiнiстра залiзничного транспорту.
У 1931 роцi переїхав у США та став спiвробiтником Нацiонального бюро
економiчних дослiджень. Пiсля одруження на американськiй громадянцi у
1932 роцi через рiк отримав американське громадянство. Пiзнiше працював
викладачем Гарвадського та Нью-Йоркського унiверситетiв, створив i керу-
вав американським iнститутом економiчного аналiзу. Пiсля початку Другої
свiтової вiйни працював консультантом з економiчного планування для
вiйськово-повiтряних сил США. Дослiдження Леонтьєва стосуються про-
цесiв замiщення одних частин суспiльного продукту iншими (за вартiстю
й натуральною формою). Автор методу економiчного аналiзу «витрати–
випуск».
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системи. Нехай 𝑚𝑖𝑗 —це число умовних одиниць продукцiї, що
виробляється галуззю 𝑆𝑖, яка необхiдна для виробництва однiєї
одиницi продукцiї галузi 𝑆𝑗 . Якщо 𝑝𝑘 —це рiвень виробництва
iндустрiї 𝑆𝑘, то 𝑚𝑖𝑘𝑝𝑘 представляє кiлькiсть одиниць продукцiї
вироблених галуззю 𝑆𝑖, що витрачено на потреби галузi 𝑆𝑘. То-
дi загальна кiлькiсть продукцiї, що виробляється галуззю 𝑆𝑖,
дорiвнює

𝑝1𝑚𝑖1 + 𝑝2𝑚𝑖2 + · · ·+ 𝑝𝑛𝑚𝑖𝑛.

Загальне вартiсне значення (у будь-яких грошових одини-
цях) валового (загального) випуску сектору є цiною цього
випуску. Леонтьєв довiв наступний результат.

Iснує рiвновага цiн, яка може бути поставлена у
вiдповiднiсть до валових (загальних) випускiв рiзних
секторiв таким шляхом, що прибуток кожного сектору
точно балансує з його витратами.

Для того, щоб мати баланс закритої економiки (тобто, щоб
iснувала рiвновага цiн по Леонтьєву), загальна вартiсть проду-
кцiї кожної галузi повинна дорiвнювати загальним витратам.
Це призводить до системи лiнiйних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑚11𝑝1 + 𝑚12𝑝2 + · · · + 𝑚1𝑛𝑝𝑛 = 𝑝1,
𝑚21𝑝1 + 𝑚22𝑝2 + · · · + 𝑚2𝑛𝑝𝑛 = 𝑝2,

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
𝑚𝑛1𝑝1 + 𝑚𝑛2𝑝2 + · · · + 𝑚𝑛𝑛𝑝𝑛 = 𝑝𝑛.

Якщо позначити

𝐶 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚11 𝑚12 · · · 𝑚1𝑛

𝑚21 𝑚22 · · · 𝑚2𝑛
...

...
...

...
𝑚𝑛1 𝑚𝑛2 · · · 𝑚𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ i p⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑝1
𝑝2
...
𝑝𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
то остання система може бути записана у виглядi 𝐶p⃗ = p⃗. При
цьому 𝐶 називається матрицею «витрати-випуск» (спо-
живчою матрицею або матрицею прямих витрат). Век-
тор 𝐶p⃗ фактично є вектором витрат для виробництва продукцiї
рiвня p⃗.
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На вектор p⃗, який задовольняє рiвняння 𝐶p⃗ = p⃗, накладає-
ться природна умова: вiн повинен мати невiд’ємнi координати,
i принаймнi одна з них повинна бути додатнiм числом (iна-
кше iндустрiя не працює). У такому випадку ми будемо писати
p⃗ > 0.

Приклад 1. Припустимо, що економiка деякого регiону
перебуває у залежностi вiд трьох галузей: сфери обслуговування,
енергетики i видобутку нафти. Вивчаючи дiяльнiсть цих трьох
галузей за перiод у один рiк, дослiдники помiтили наступне:
1. Для створення однiєї одиницi належного обслуговування

галузь сервiсу повинна затратити 0,3 одиницi власного про-
дукту, 0,4 одиницi енергетики i 0,3 одиницi нафти для прове-
дення своєї дiяльностi.

2. Для створення однiєї одиницi енергетики енергогенеруюча
фабрика повинна купити 0,3 одиницi сервiсу, 0,1 одиницi
власного продукту i 0,6 одиницi нафти.

3. Нарештi, видобуток нафти вимагає 0,3 одиницi сервiсу, 0,5
одиницi енергетики i 0,2 одиницi власного продукту для
виробництва однiєї одиницi нафти.
Знайти рiвень виробництва кожної з цих галузей для задо-

волення внутрiшних i зовнiшних запитiв, вважаючи, що модель
є закритою, тобто нiякi товари не приходять i не виходять з
системи.

Розв’язання. Данi задачi можна записати у наступну
таблицю.
Галузi як вироб- Галузi як споживачi ресурсiв
ники продуктiв Сервiс Енергетика Видобуток нафти
Сервiс 0,3 0,3 0,3
Енергетика 0,4 0,1 0,5
Видобуток нафти 0,3 0,6 0,2
Введемо такi змiннi:
𝑝1 —рiвень виробництва для iндустрiї сервiсу;
𝑝2 —рiвень виробництва для енергогенеруючої фабрики (iн-

дустрiї енергетики);
𝑝3 —рiвень виробництва для iндустрiї видобутку нафти.
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Оскiльки модель є замкнутою, то загальнi витрати кожної
iндустрiї повиннi дорiвнювати загальному виробництву. Це при-
зводить до такої лiнiйної системи:⎧⎨⎩ 0, 3𝑝1 + 0, 3𝑝2 + 0, 3𝑝3 = 𝑝1,

0, 4𝑝1 + 0, 1𝑝2 + 0, 5𝑝3 = 𝑝2,
0, 3𝑝1 + 0, 6𝑝2 + 0, 2𝑝3 = 𝑝3.

Матриця «витрати-випуск» має вигляд:

𝐶 =

⎡⎣ 0,3 0,3 0,3
0,4 0,1 0,5
0,3 0,6 0,2

⎤⎦
i система 𝐶p⃗ = p⃗ може бути записана у виглядi (𝐶 − 𝐼)p⃗ = 0⃗,
де 𝐼 – одинична матриця. Вiдзначимо, що ця однорiдна система
має безлiч розв’язкiв (i, зокрема, нетривiальний розв’язок).
Розширена матриця цiєї однорiдної системи⎡⎣ −0,7 0,3 0,3 0

0,4 −0,9 0,5 0
0,3 0,6 −0,8 0

⎤⎦
зводиться до матрицi⎡⎣ 1 0 −0, 82 0

0 1 −0, 92 0
0 0 0 0

⎤⎦ .
Покладемо 𝑝3 = 𝑡 i тодi загальний розв’язок системи⎧⎨⎩ 𝑝1 = 0, 82𝑡,

𝑝2 = 0, 92𝑡,
𝑝3 = 𝑡.

Як зазначалося вище, значення змiнних у цiй системi повиннi
бути невiд’ємними для того, щоб модель мала змiст. Iншими
словами, 𝑡 > 0. Беручи для прикладу 𝑡 = 100, будемо мати
такий частинний розв’язок⎧⎨⎩ 𝑝1 = 82 (од.),

𝑝2 = 92 (од.),
𝑝3 = 100 (од.)

�
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Лiнiйна модель мiжнародної торгiвлi.
Розглянемо 𝑛 країн, якi торгують мiж собою. Для кожного

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 позначимо через 𝑥𝑖 торговий бюджет 𝑖-ої країни,
тобто частину грошових ресурсiв, якi 𝑖-а країна витрачає на
купiвлю товарiв у цих 𝑛 країн.

Нехай 𝑎𝑖𝑗 – частина бюджету 𝑥𝑗 , яку 𝑗-а країна витрачає на
закупiвлю товарiв у 𝑖-iй країнi. Розглянемо матрицю, утворену
цими числами

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Якщо торговий бюджет витрачається тiльки на закупiвлю все-
рединi країни та за її межами, то виконується рiвнiсть:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Матриця, у якої сума елементiв кожного стовпця дорiвнює
одиницi називається структурною матрицею торгiвлi.

Для 𝑖-ої країни загальний дохiд вiд внутрiшньої i зовнiшньої
торгiвлi виражається формулою

𝑃𝑖 = 𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 + · · ·+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛.

Торгiвля 𝑛 країн вважається бездефiцитною (збалансо-
ваною) для 𝑖-ої країни, якщо вона витрачає на закупiвлю не
бiльше, нiж отримує виручки вiд проданих товарiв, тобто якщо
𝑃𝑖 > 𝑥𝑖. Торгiвля 𝑛 країн називається збалансованою для всiх
країн, якщо 𝑃𝑖 > 𝑥𝑖 для будь-якого 𝑖. У розгорнутому виглядi
ця умова є такою:

𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 + · · ·+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 > 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Доведемо, що коли торгiвля бездефiцитна для всiх країн, то всi
цi нерiвностi можуть бути тiльки рiвностями.
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Запишемо останню умову для кожної країни у виглядi си-
стеми нерiвностей:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + · · · + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 > 𝑥1,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + · · · + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 > 𝑥2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 > 𝑥𝑛.

Всi нерiвностi можна додати. Отримаємо:

(𝑎11+𝑎21+· · ·+𝑎𝑛1)𝑥1+· · ·+(𝑎1𝑛+𝑎2𝑛+· · ·+𝑎𝑛𝑛)𝑥𝑛 > 𝑥1+𝑥2+· · ·+𝑥𝑛.

Кожна сума в дужках останньої нерiвностi є стовпцевою сумою
структурної матрицi торгiвлi i дорiвнює 1. Тому

𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛 > 𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛,

а це можливо тiльки тодi, коли всi нерiвностi є рiвностями.
Таким чином, умова збалансованостi торгiвлi для всiх країн
приймає вигляд системи рiвнянь:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + · · · + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑥1,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + · · · + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑥2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑥𝑛.

У матричнiй формi її можна записати у виглядi

𝐴x⃗ = x⃗ або (𝐴− 𝐼)x⃗ = 0⃗,

де 𝐼 – одинична матриця.

Приклад 2. Нехай 𝐴— структурна матриця торгiвлi чоти-
рьох країн:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
0,1 0,2 0,4 0,3
0,3 0,5 0,1 0,1
0,5 0,1 0,3 0,1
0,1 0,2 0,2 0,5

⎤⎥⎥⎦ .
Яким повинно бути спiввiдношення мiж бюджетами цих країн,
щоб їх торгiвля була бездефiцитною? Знайти цi бюджети, якщо
сума всiх бюджетiв дорiвнює 58 140 грошових одиниць.
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Розв’язання. Головна матриця системи рiвнянь (𝐴−𝐼)x⃗ =

0⃗ дорiвнює

𝐴− 𝐼 =

⎡⎢⎢⎣
−0,9 0,2 0,4 0,3
0,3 −0,5 0,1 0,1
0,5 0,1 −0,7 0,1
0,1 0,2 0,2 −0,5

⎤⎥⎥⎦ .
Застосуємо метод Гаусса.⎡⎢⎢⎣
−0,9 0,2 0,4 0,3 0
0,3 −0,5 0,1 0,1 0
0,5 0,1 −0,7 0,1 0
0,1 0,2 0,2 −0,5 0

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣
−9 2 4 3 0
3 −5 1 1 0
5 1 −7 1 0
1 2 2 −5 0

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 2 2 −5 0
0 −13 7 6 0
0 −11 −5 16 0
0 −9 −17 26 0

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 2 2 −5 0
0 −2 12 −10 0
0 −11 −5 16 0
0 2 −12 10 0

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

1 2 2 −5 0
0 1 −6 5 0
0 0 −71 71 0
0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎦ ∼ . . . ∼
⎡⎢⎢⎣

1 0 0 −1 0
0 1 0 −1 0
0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎦ .
Повертаючись до системи, маємо: 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4, тобто

бюджети цих країн однаковi. Отже, 4𝑥4 = 58 140 i 𝑥4 = 14 535.
�

Вправи
1. Припустимо, що економiка має тiльки два сектори: Това-

ри i Послуги. Щороку Товари продають 80% свого випуску в
Послуги, а решту залишають собi. В свою чергу Послуги прода-
ють 70% свого виходу в Товари i решту залишають собi. Знайти
рiвновагу цiн для рiчного виходу секторiв Товари i Послуги так,
щоб зробити кожному сектору прибуток рiвний його витратам.

Товари Послуги
0,8

0,7

0,2 0,3
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2. Розглянемо економiку, що складається з видобутку вугiл-
ля, електроенергетики i металургiї, а валовий випуск кожного
сектору розподiлений серед рiзних секторiв так, як у наступнiй
таблицi (елементи в рядках таблицi є часткою вiд загального
випуску секторiв та їх розподiл мiж iншими секторами).

Галузi як виробники Галузi як споживачi ресурсiв
продуктiв Видобуток Електро- Металургiя

вугiлля енергетика
Видобуток вугiлля 0 0,6 0,4
Електро- 0,4 0,1 0,5
енергетика
Металургiя 0,6 0,2 0,2

Якщо можливо, то знайдiть рiвновагу цiн так, щоб зробити
прибуток кожного сектору узгодженим з його витратами.

3. Припустимо, що економiка має три сектори: сiльське
господарство, гiрничо-видобувна галузь та обробна промисло-
вiсть. Сiльське господарство продає 5% своєї продукцiї гiрничо-
видобувному сектору i 30%— обробнiй промисловостi та зберiгає
решту. Гiрничо-видобувний сектор продає 20% своєї продукцiї
сiльському господарству, 30%— обробнiй промисловостi i зберi-
гає решту. Обробна промисловiсть продає 20% своєї продукцiї
сiльському господарству, 30%— гiрничо-видобувному сектору i
зберiгає решту. Скласти обмiнну таблицю для цiєї економiки,
де стовпцi описують, як загальний випуск кожного сектора
обмiнюється серед трьох секторiв та встановити рiвновагу цiн.

4. Розглянемо закриту економiку з трьома секторами: хiмi-
ко-металургiйний, паливно-енергетичний та машинобудiвний.
Хiмiя i металургiя продають 30% свого продукту у паливно-
енергетичний i 50%— у машинобудiвний сектор, решту зали-
шають собi. Паливно-енергетичний сектор продає 80% своєї
продукцiї у хiмiко-металургiйний i 10% у машинобудiвний та
решту залишає собi. Машинобудування продає 40% у хiмiко-
металургiйний i 40% в паливно-енергетичний сектор та решту
залишає собi.

А. Побудувати таблицю обмiну для цiєї економiки.
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Б. Скласти систему рiвнянь, якi для кожного сектора при-
рiвнюють прибуток з витратами.

В. Знайти рiвновагу цiн, коли цiна для продукцiї машино-
будування дорiвнює 100 у. о.

5. Припустимо, що закрита економiка має чотири сектори:
сiльське господарство (А), енергетика (Е), легка промисловiсть
(L) i транспорт (Т). Сектор А продає 10% своєї продукцiї у Е
i 25%— у L та решту залишає собi. Сектор Е продає 30% у А,
35%— у L, 25%— у Т та решту залишає собi. Сектор L продає
30% своєї продукцiї у А, 15%— у Е, 40%— у Т та решту залишає
собi. Сектор Т продає 20% своєї продукцiї у А, 10%— у Е, 30%—
у L та решту залишає собi.
А. Побудувати таблицю обмiну для цiєї економiки.
Б. Знайти установлену рiвновагу цiн для цiєї економiки.

6. Дано структурну матрицю торгiвлi трьох країн:

𝐴 =
1

12

⎡⎣ 1 7 4
4 3 5
7 2 3

⎤⎦ .
Яким повинно бути спiввiдношення мiж бюджетами цих країн,
щоб їх торгiвля була бездефiцитною?

7. Дано структурну матрицю торгiвлi чотирьох країн:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
0,2 0,3 0,2 0,2
0,4 0,3 0,1 0,2
0,3 0,3 0,5 0,2
0,1 0,1 0,2 0,4

⎤⎥⎥⎦ .
Яким повинно бути спiввiдношення мiж бюджетами цих країн,
щоб їх торгiвля була бездефiцитною? Знайти цi бюджети, якщо
сума всiх бюджетiв дорiвнює 6270 у. о.

7. Лiнiйна алгебра та iгровi задачi

Методи лiнiйної алгебри допомагають при розв’язаннi iгро-
вих задач. Розглянемо деякi приклади таких задач.

Магiчним квадратом 𝑛-го порядку прийнято називати ква-
дратну таблицю, у якiй розмiщенi натуральнi числа вiд 1 до
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𝑛2 з такою властивiстю: суми всiх чисел якi стоять у кожному
рядку, стовпцi та обох дiагоналях однаковi.

Магiчний квадрат розмiру 𝑛 фактично є матрицею 𝑛-го
порядку. Легко встановити, що суми чисел у кожному рядку,
стовпцi та обох дiагоналях магiчного квадрата дорiвнює (𝑛2+1)𝑛

2 .
Простим перебором розмiщень чисел 1, 2, 3 та 4 бачимо, що не
iснує магiчного квадрата другого порядку. Виникає питання:
чи iснують магiчнi квадрати вищого порядку? Вiдповiдь на це
запитання дають методи лiнiйної алгебри!

Приклад 1. Побудувати магiчний квадрат 3× 3.

Розв’язання. Позначимо шуканi числа з магiчного
квадрата третього порядку буквами латинського алфавiту:

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

У цьому випадку суми чисел у кожному рядку, стовпцi та обох
дiагоналях повиннi дорiвнювати 15. Тодi ми отримуємо таку
систему, що мiстить 8 рiвнянь та 9 невiдомих:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 15,
𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 15,
𝑔 + ℎ + 𝑖 = 15,
𝑎 + 𝑑 + 𝑔 = 15,
𝑏 + 𝑒 + ℎ = 15,
𝑒 + ℎ + 𝑖 = 15,
𝑎 + 𝑒 + 𝑖 = 15,
𝑐 + 𝑒 + 𝑔 = 15.

Розв’яжемо її методом Гаусса.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 0 0 0 0 0 0 15
0 0 0 1 1 1 0 0 0 15
0 0 0 0 0 0 1 1 1 15
1 0 0 1 0 0 1 0 0 15
0 1 0 0 1 0 0 1 0 15
0 0 1 0 0 1 0 0 1 15
1 0 0 0 1 0 0 0 1 15
0 0 1 0 1 0 1 0 0 15

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 0 0 0 0 0 0 15
0 0 0 1 1 1 0 0 0 15
0 0 0 0 0 0 1 1 1 15
0 −1 −1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 15
0 0 1 0 0 1 0 0 1 15
0 0 0 −1 1 0 −1 0 1 0
0 0 1 0 1 0 1 0 0 15

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 0 0 0 0 0 0 15
0 1 0 0 1 0 0 1 0 15
0 0 −1 1 1 0 1 1 0 15
0 0 1 0 0 1 0 0 1 15
0 0 1 0 1 0 1 0 0 15
0 0 0 1 1 1 0 0 0 15
0 0 0 0 0 0 1 1 1 15
0 0 0 −1 1 0 −1 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0 1 10
0 1 0 0 0 0 0 1 0 10
0 0 1 0 0 0 0 −1 −1 −5
0 0 0 1 0 0 0 −1 −2 −10
0 0 0 0 1 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 1 0 1 2 20
0 0 0 0 0 0 1 1 1 15

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Таким чином, розв’язком системи є⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎 = 10− 𝑖,
𝑏 = 10− ℎ,
𝑐 = −5 + ℎ+ 𝑖,
𝑑 = −10 + ℎ+ 2𝑖,
𝑒 = 5,
𝑓 = 20− ℎ− 2𝑖,
𝑔 = 15− ℎ− 𝑖,
ℎ, 𝑖 — вiльнi невiдомi.

Вiзьмемо, наприклад, ℎ = 3 та 𝑖 = 4. Тодi 𝑎 = 6, 𝑏 = 7, 𝑐 = 2,
𝑑 = 1, 𝑒 = 5, 𝑓 = 9 та 𝑔 = 8. При цьому квадрат є таким

6 7 2
1 5 9
8 3 4

�
Вiдзначимо, що складання магiчних квадратiв вищих поряд-

кiв є досить кропiткою роботою. З публiкацiй вiдомий магiчний
квадрат 25× 25, який склав Harm Derksen1 (див. рис. 1.10).

Цей квадрат володiє такими властивостями:
∙ Елементами квадрата є числа вiд 1 до 625.
∙ Суми елементiв кожного стовпця, рядка i обох дiагона-
лей дорiвнюють 7825.

1http://www.math.lsa.umich.edu/~hderksen/magic.html

http://www.math.lsa.umich.edu/~hderksen/magic.html


Лiнiйна алгебра та iгровi задачi 55
1

4
4
3
2
3
5
5
4
7
3
3
9

2
8
3
1
0
0
3
8
7
1
7
9
6
1
6

5
6
5
3
5
2

4
4

4
5
6
1
4
8

2
1
7
5
0
9
3
2
1
1
1
3
4
0
5

4
9
9
1
6
1
5
7
8
2
7
0

5
7

1
5
7
5
9
9
2
6
1

5
3

4
9
5

4
3
9
2
2
6
5
4
3
3
3
5

2
2

9
1

3
8
3
2
0
0
6
1
2
2
7
9

3
7
3

4
0

4
5
2
1
4
4
5
5
6

5
0
5
3
1
7
1
0
9
4
2
1
2
1
3

3
1
3
1
0
5
4
1
7
2
0
9
5
2
1

5
9
5
2
5
7

7
4

4
8
6
1
5
3

2
4
7
5
3
9
3
2
6

1
8

4
3
5

3
7
9
1
9
1
6
0
8
3
0
0

8
7

3
1

4
7
3
1
4
0
5
5
2
3
6
9

4
6
9
1
3
1
5
7
3
3
6
5

2
7

1
2
1
4
1
3
2
0
5
5
1
7
3
0
9

2
5
3

7
0

4
8
2
1
7
4
5
8
6

5
3
5
3
4
7

1
4

4
2
6
2
4
3

1
8
7
6
0
4
2
9
1

8
3

4
0
0

6
2
5
2
8
7

7
9

3
9
1
1
8
3

1
2
7
5
6
9
3
5
6

4
8

4
6
5

4
0
9
2
2
1
5
1
3
3
0
5
1
1
7

6
1

4
7
8
1
7
0
5
8
2
2
7
4

3
4
3

1
0

4
4
7
2
3
9
5
2
6

5
8
7
2
5
4

6
6

4
8
3
1
7
5

2
4
4
5
3
1
3
4
8

1
5

4
2
7

3
9
6
1
8
8
6
0
5
2
9
2

8
4

2
8

4
7
0
1
3
2
5
7
4
3
6
1

3
1
0
1
2
2
4
1
4
2
0
1
5
1
8

1
1
8
4
1
0
2
2
2
5
1
4
3
0
1

2
7
5

6
2

4
7
9
1
6
6
5
8
3

5
2
7
3
4
4

6
4
4
8
2
4
0

1
8
4
6
2
1
2
8
8

8
0

3
9
2

4
6
1
1
2
8
5
7
0
3
5
7

4
9

1
4
9
5
6
1
3
5
3

4
5

4
5
7

4
0
1
2
1
8
5
1
0
3
2
2
1
1
4

5
8

5
0
0
1
6
2
5
7
9
2
6
6

3
4
0

2
4
4
4
2
3
1
5
4
8

6
1
7
2
8
4

9
6

3
8
8
1
8
0

2
8
0

9
2

3
8
4
1
9
6
6
1
3

5
5
7
3
7
4

3
6

4
5
3
1
4
5

2
1
4
5
0
1
3
1
8
1
1
0
4
2
2

4
9
1
1
5
8
6
0
0
2
6
2

5
4

2
3

4
4
0
2
2
7
5
4
4
3
3
1

4
3
1
2
4
8
5
4
0
3
2
7

1
9

8
8

3
8
0
1
9
2
6
0
9
2
9
6

3
7
0

3
2

4
7
4
1
3
6
5
5
3

5
2
2
3
1
4
1
0
1
4
1
8
2
1
0

1
5
4
5
9
1
2
5
8

7
5

4
8
7

4
2
3
2
1
5
5
0
2
3
1
9
1
0
6

5
5

4
9
2
1
5
9
5
9
6
2
6
3

3
3
2

2
4

4
3
6
2
2
8
5
4
5

6
1
4
2
7
6

9
3

3
8
5
1
9
7

1
4
1
5
5
8
3
7
5

3
7

4
5
4

5
5
4
3
6
6

3
3

4
7
5
1
3
7

2
0
6
5
2
3
3
1
5
1
0
2
4
1
9

4
8
8
1
5
5
5
9
2
2
5
9

7
1

2
0

4
3
2
2
4
9
5
3
6
3
2
8

2
9
7

8
9

3
7
6
1
9
3
6
1
0

8
5

3
9
7
1
8
9
6
0
1
2
9
3

3
6
2

2
9

4
6
6
1
3
3
5
7
5

5
1
9
3
0
6
1
2
3
4
1
5
2
0
2

1
7
1
5
8
8
2
5
5

6
7

4
8
4

4
2
8
2
4
5
5
3
2
3
4
9

1
1

2
3
6
5
2
8
3
4
5

7
4
4
9

3
9
3
1
8
5
6
2
2
2
8
9

7
6

5
0

4
6
2
1
2
9
5
6
6
3
5
8

3
0
2
1
1
9
4
0
6
2
2
3
5
1
5

5
8
4
2
7
1

6
3

4
8
0
1
6
7

2
6
7

5
9

4
9
6
1
6
3
5
8
0

5
4
9
3
3
6

3
4
4
5
2
3
2

1
7
6
6
1
8
2
8
5

9
7

3
8
9

4
5
8
1
5
0
5
6
2
3
5
4

4
1

1
1
5
4
0
2
2
1
9
5
0
6
3
2
3

3
5
9

4
6

4
6
3
1
3
0
5
6
7

5
1
1
3
0
3
1
2
0
4
0
7
2
2
4

1
6
8
5
8
5
2
7
2

6
4

4
7
6

4
5
0
2
3
7
5
2
9
3
4
1

8
7
7

3
9
4
1
8
1
6
2
3
2
9
0

3
9
0
1
7
7
6
1
9
2
8
1

9
8

4
2

4
5
9
1
4
6
5
6
3
3
5
5

3
2
4
1
1
1
4
0
3
2
2
0
5
0
7

5
7
6
2
6
8

6
0

4
9
7
1
6
4

2
3
3
5
5
0
3
3
7

4
4
4
1

5
4
1
3
3
3

2
5

4
3
7
2
2
9

1
9
8
6
1
5
2
7
7

9
4

3
8
1

4
5
5
1
4
2
5
5
9
3
7
1

3
8

1
0
7
4
2
4
2
1
1
5
0
3
3
2
0

2
6
4

5
1

4
9
3
1
6
0
5
9
7

7
2

4
8
9
1
5
1
5
9
3
2
6
0

3
2
9

1
6

4
3
3
2
5
0
5
3
7

6
0
6
2
9
8

9
0

3
7
7
1
9
4

1
3
8
5
5
5
3
6
7

3
4

4
7
1

4
2
0
2
0
7
5
2
4
3
1
1
1
0
3

2
0
3
5
2
0
3
0
7
1
2
4
4
1
1

4
8
5
1
7
2
5
8
9
2
5
1

6
8

1
2

4
2
9
2
4
1
5
3
3
3
5
0

2
9
4

8
1

3
9
8
1
9
0
6
0
2

5
7
1
3
6
3

3
0

4
6
7
1
3
4

1
9
5
6
0
7
2
9
9

8
6

3
7
8

4
7
2
1
3
9
5
5
1
3
6
8

3
5

1
0
4
4
1
6
2
0
8
5
2
5
3
1
2

2
5
6

7
3

4
9
0
1
5
2
5
9
4

5
3
8
3
3
0

1
7

4
3
4
2
4
6

3
4
6

1
3

4
3
0
2
4
2
5
3
4

6
0
3
2
9
5

8
2

3
9
9
1
8
6

1
3
5
5
7
2
3
6
4

2
6

4
6
8

4
1
2
2
0
4
5
1
6
3
0
8
1
2
5

6
9

4
8
1
1
7
3
5
9
0
2
5
2

4
7
7
1
6
9
5
8
1
2
7
3

6
5

9
4
4
6
2
3
8
5
3
0
3
4
2

2
8
6

7
8

3
9
5
1
8
2
6
2
4

5
6
8
3
6
0

4
7

4
6
4
1
2
6

2
2
5
5
1
2
3
0
4
1
1
6
4
0
8

5
0
8
3
2
5
1
1
2
4
0
4
2
1
6

1
6
5
5
7
7
2
6
9

5
6

4
9
8

4
4
2
2
3
4
5
4
6
3
3
8

5
9
9

3
8
6
1
7
8
6
2
0
2
8
2

3
5
1

4
3

4
6
0
1
4
7
5
6
4

3
9

4
5
1
1
4
3
5
6
0
3
7
2

3
1
6
1
0
8
4
2
5
2
1
2
5
0
4

5
9
8
2
6
5

5
2

4
9
4
1
5
6

2
3
0
5
4
2
3
3
4

2
1

4
3
8

3
8
2
1
9
9
6
1
1
2
7
8

9
5

Р
ис

.1
.1
0.

М
аг
iч
ни

й
кв

ад
ра

т
25
×

25
.



56 Застосування систем лiнiйних рiвнянь

∙ Якщо квадрат роздiлити на 25 квадратiв п’ятого поряд-
ку, то усi вони також є магiчними в тому розумiннi, що
суми всiх елементiв стовпцiв, рядкiв i обох дiагоналей
кожного з них дорiвнюють по 1565.
∙ Якщо всi елементи цього квадрата пiднести до квадра-
ту, то квадрат залишиться магiчним: усi рядковi, стов-
пцевi та дiагональнi суми будуть дорiвнювати 3 263 025.

Приклад 2. Є панель, що мiстить 25 кнопок, якi розмiщено
у виглядi квадрата 5× 5:

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

Кожна кнопка може перебувати у двох станах: ввiмкненому
(тодi вона пiдсвiчується) або вимкненому. Натискання кожної
кнопки призводить до того, що окрiм неї переключаються (тобто
змiнюють свiй стан) також i сусiднi з нею кнопки (сусiднiми
назвемо кнопки, що знаходяться безпосередньо згори, знизу,
лiворуч або праворуч вiд заданої).

Спочатку деякi кнопки панелi пiдсвiчуються. Встановити,
чи можна з допомогою певної комбiнацiї натискань кнопок до-
сягти того, щоб усi кнопки панелi стали вимкненими. У випадку
позитивної вiдповiдi виконати це, використовуючи найменше
число натискань кнопок.

Розв’язання. Нашою метою буде знайти унiверсальний
розв’язок для цiєї задачi, тобто знайти загальний алгоритм,
який буде говорити, якi кнопки слiд натискати на заданiй по-
чатковiй конфiгурацiї. Загальними питаннями, якi стосуються
цього унiверсального розв’язку є:

1. Чи iснує розв’язок для будь-якої початкової конфiгурацiї?
Якщо нi, то чому? Якщо так, то описати множину початкових
конфiгурацiй, якi мають розв’язок.

2. Допускаючи, що розв’язок iснує для даної конфiгурацiї опи-
сати як вiн може бути отриманий для цiєї ситуацiї.
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Побудуємо математичну модель для дослiдження цiєї задачi-
гри. Знайдемо рiвняння, яке описує як натискання кнопок буде
впливати на стан кнопок. Зручно i корисно позначити кнопку,
яка не свiтиться, числом 0, а кнопку, яка свiтиться, числом
1. Далi, пронумеруємо 25 кнопок злiва направо, починаючи з
верхнього кута.

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Тодi кожна конфiгурацiя станiв кнопок буде представлена упо-
рядкованою 𝑛-кою з 25 нулiв i одиниць, тобто буде елементом
множини Z25

2 . Будемо позначати таку 𝑛-ку як вектор.
Механiзм натискання кнопки можна подати у виглядi суми

двох векторiв, де один доданок представляє стан панелi до
натискання, а iнший характеризує чи змiнився стан кнопки
пiсля виконаної дiї. Додавання у Z25

2 виконується покомпонентно
за правилом додавання у Z2. Наприклад якщо була натиснута
𝑖-та кнопка, то другий доданок (позначимо його a⃗𝑖) мiститиме
одиницi на 𝑖− 5-му, 𝑖− 1-му, 𝑖-му, 𝑖+ 1-му та 𝑖+ 5-му мiсцях, а
на рештi позицiях — нулi, зокрема

a⃗2 = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

a⃗19 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0).

Спробуємо скласти рiвняння, яке характеризувало б ви-
мкнення всiх кнопок. Нехай y⃗ є елементом Z25

2 , який вiдповiдає
початковiй конфiгурацiї панелi. Розпочнемо гру з кнопками,
наприклад, натиснувши 23-ю кнопку. Цим самим ми трансфор-
муємо свiтлову конфiгурацiю y⃗ в 𝑎23+ y⃗. Далi можна натиснути
15-ту кнопку i отримати результат 𝑎15 +(𝑎23 + y⃗) = 𝑎15 +𝑎23 + y⃗.
I так далi. Нашою метою є знайти (скiнченну!) послiдовнiсть
𝑛(1), 𝑛(2), ..., 𝑛(𝑁) таку, що

a⃗𝑛(𝑁) + a⃗𝑛(𝑁−1) + ...+ a⃗𝑛(1) + y⃗ = (0, 0, ..., 0). (1.9)

Оскiльки додавання в Z25
2 є комутативним, то без втрати

загальностi послiдовнiсть 𝑛(1), 𝑛(2), . . . , 𝑛(𝑁) може бути обрана
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неспадною. Бiльше того, оскiльки a⃗𝑖 + a⃗𝑖 = 0⃗ для всiх 𝑖 =
1, . . . , 25, то послiдовнiсть навiть може бути вибраною так, щоб
вона була строго зростаючою. Отже, немає кнопки, на яку
потрiбно натискати бiльше, нiж один раз. Це означає, що𝑁 6 25.
З цього також слiдує, що рiвняння (1.9) можна переписати у
виглядi

𝑥1a⃗1 + . . .+ 𝑥25a⃗25 + y⃗ = (0, 0, ..., 0)

для деякого x⃗ = (𝑥1, ..., 𝑥25) з Z25
2 . Додаючи y⃗ до обох частин

рiвняння отримуємо

𝑥1a⃗1 + . . .+ 𝑥25a⃗25 = y⃗.

Тепер запишемо лiву частину останнього рiвняння у видi
матричного добутку. При цьому будемо мати на увазi, що усi
вектори записано як стовпцi, навiть якщо до цiєї пори вони
для зручностi записувались у рядки. Якщо через 𝑀 позначити
матрицю

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
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𝑖-им стовпцем якої є вектор-стовпець a⃗𝑖, то рiвняння прийме
вигляд 𝑀 x⃗ = y⃗, де y⃗ визначає початкову конфiгурацiю панелi.

Легко бачити, що матриця 𝑀 є блочною:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴 𝐼 𝑂 𝑂 𝑂
𝐼 𝐴 𝐼 𝑂 𝑂
𝑂 𝐼 𝐴 𝐼 𝑂
𝑂 𝑂 𝐼 𝐴 𝐼
𝑂 𝑂 𝑂 𝐼 𝐴

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Таке подання матрицi𝑀 спрощує розв’язання рiвняння𝑀 x⃗ = y⃗
на комп’ютерi.

Тепер ми можемо завершити завдання знаходження рiв-
няння для вимкнення кнопок панелi. Послiдовнiсть натиску
кнопок, яка описана вектором x⃗ = (𝑥1, . . . , 𝑥25) з Z25

2 , перево-
дитиме конфiгурацiю y⃗ з Z25

2 в «нульову» (тобто в стан, коли
кнопки вимкнутi) тодi i тiльки тодi, коли 𝑀 x⃗ = y⃗.

Обчислення показують, що:
1. Ранг матрицi 𝑀 дорiвнює 23.

Це означає, що iснують початковi конфiгурацiї, якi не
можуть бути розв’язанi. Тi, що можуть бути розв’язаними,
мають 4 рiзних розв’язки, оскiльки вiльнi змiннi 𝑥24 та 𝑥25
можна вибрати довiльно з Z2

2.
2. Розв’язнiсть рiвняння𝑀 x⃗ = y⃗ еквiвалентна тому, що y⃗ лiнiй-

но виражається через вектори-стовпцi матрицi 𝑀 . Перевiрка
цього приводить до критерiю iснування розв’язку. З вектора-
ми

k⃗1 = (1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1),

k⃗2 = (1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1)

критерiй може бути записаний як ⟨y⃗, k⃗1⟩ = ⟨y⃗, k⃗2⟩ = 0, де
⟨⃗𝑎, �⃗�⟩ позначає стандартний скалярний добуток у Z25

2 . Справа
в тому, що {k⃗1, k⃗2} є базисом пiдпростору Z25

2 , для якого рiв-
няння 𝑀 x⃗ = y⃗ не має розв’язкiв. Це у свою чергу (оскiльки
𝑀 симетрична) еквiвалентно тому, що y⃗ буде ортогональним
до цього пiдпростору.

�
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Вправи
1. Знайти всi магiчнi квадрати третього порядку.
2. Знайти всi магiчнi квадрати четвертого порядку.
3. Розв’язати задачу з прикладу 2 для панелi 2×2. Описати

всi можливi початковi конфiгурацiї кнопок, при яких можна
виключити усi кнопки, та вказати послiдовностi їх натиску.

4. Розв’язати задачу, аналогiчну до прикладу 2, для панелi
з 3× 3 кнопок.

4. Розв’язати задачу, аналогiчну до прикладу 2, для панелi
з 4× 4 кнопок.

5. Показати, що для будь-якої початкової конфiгурацiї у
прикладi 2 iснує послiдовнiсть натиску кнопок, якi зменшують
конфiгурацiю до першої лiнiї.

6. Допускаючи розв’язнiсть рiвняння 𝑀 x⃗ = y⃗ у прикладi
2, показати, що iснує 7 нетривiальних конфiгурацiй, якi мають
свiтло тiльки у першiй лiнiї.



Роздiл 2

Застосування матриць i
детермiнантiв

Теоретичнi вiдомостi

У попередньому роздiлi посiбника ми вже працювали з по-
няттям 𝑚 × 𝑛 матрицi 𝐴 як числової таблицi, яка пов’язана
з деякою системою рiвнянь. Проте матрицi є предметом само-
стiйного вивчення. Детально з цим можна познайомитися по
будь-якому посiбнику з лiнiйної алгебри. Нагадаємо тiльки, що
додавати можна матрицi з однаковим числом рядкiв i стовпцiв
та виконується воно додаванням вiдповiдних елементiв. Для
множення матрицi на число слiд кожен її елемент помножити
на це число. Вiдносно цих операцiй множина 𝑀𝑚×𝑛(𝑃 ) всiх
𝑚× 𝑛 матриць над числовим полем 𝑃 є векторним простором.

Операцiя множення матриць визначена лише для матриць
специфiчних розмiрiв. Добуток матриць 𝐴 та 𝐵 визначений
тодi, коли кiлькiсть стовпцiв матрицi 𝐴 дорiвнює кiлькостi ряд-
кiв матрицi 𝐵. Множення здiйснюється за правилом «рядок
на стовпець»: кожний елемент вибраного 𝑖-го рядка матрицi 𝐴
множиться на вiдповiдний елемент 𝑗-го стовпця матрицi 𝐵 i су-
ма цих добуткiв є елементом 𝑐𝑖𝑗 результуючої матрицi 𝐶 = 𝐴𝐵.
Операцiя множення матриць у множинi 𝑀𝑛(𝑃 ) всiх квадратних
𝑛× 𝑛 матриць (коротко: матриць 𝑛-го порядку) над числовим
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полем 𝑃 має властивiсть асоцiативностi та дистрибутивна злiва
i справа вiдносно операцiї додавання.

По аналогiї з поняттям оберненого числа для матриць з
𝑀𝑛(𝑃 ) визначається поняття оберненої матрицi. Матриця 𝐼 ∈
𝑀𝑛(𝑃 ) називається одиничною, якщо усi елементи її головної дi-
агоналi дорiвнюють 1, а решта — нулi. Матриця𝐵 ∈𝑀𝑛(𝑃 ) нази-
вається оберненою до матрицi 𝐴 ∈𝑀𝑛(𝑃 ), якщо 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼
(тут потрiбнi обидвi рiвностi, оскiльки множення матриць не
має властивостi комутативностi). Якщо обернена до 𝐴 iснує,
то вона єдина i позначається через 𝐴−1. Матрицю 𝐴−1 можна
обчислювати шляхом елементарних перетворень рядкiв матри-
цi 𝐴 або за вiдомою формулою. Нагадаємо також, що рангом
матрицi називають максимальне число її лiнiйно незалежних
рядкiв або стовпцiв.

Блочнi матрицi з’являються у бiльшостi сучасних застосу-
вань лiнiйної алгебри. Якщо матрицi є достатньо великими, щоб
помiститися у пам’ять високошвидкiсного комп’ютера, розби-
вання на блоки дозволяє комп’ютеру працювати з двома або
трьома пiдматрицями одночасно. Особливо це зручно, коли
матрицi мiстять багато нулiв.

Однiй командi програмiстiв у США довелося розв’язувати
систему, яка мала 837 рiвнянь i понад 12 750 000 невiдомих1!
Близько 100 мiльйонiв, з бiльше як 10 мiльярдiв елементiв у
матрицi коефiцiєнтiв, були ненульовими. Їм вдалося спростити
задачу розбиттям матрицi на 837 рядкiв i 51 стовпець. Таке роз-
биття дозволило набагато швидше розв’язувати систему. Деякi
високошвидкiснi комп’ютери проводять матричнi обчислення
бiльш ефективно, коли алгоритми використовують блочнi мат-
рицi. З принципами розбиття матриць на блоки i операцiями
над ними можна ознайомитися в монографiї [7].

Нехай маємо арифметичний векторний простiр R𝑛 (тобто
множину всiх 𝑛-вимiрних векторiв з вiдомими операцiями до-
давання i множення на скаляр). Вiдображення 𝑇 : R𝑛 → R𝑛

1Bixby R. E. Very Large-Scale Linear Programming: A Case Study in
Combining Interior Point and Simplex Methods / Bixby R. E., Gregory J.
W., Lustig I. J., Marsten R. E. // Operations Research, 40, No. 5 (1992). —
P. 885–897.
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називається лiнiйним перетворенням цього простору, якщо
виконуються умови:

1. 𝑇 (u⃗+ v⃗) = 𝑇 (u⃗) +𝑇 (v⃗) для всiх u⃗, v⃗ з областi визначення
R𝑛;

2. 𝑇 (𝑐u⃗) = 𝑐𝑇 (u⃗) для всiх u⃗ з R𝑛 i всiх скалярiв 𝑐.
Має мiсце теорема, яка встановлює зв’язок мiж лiнiйними

перетвореннями R𝑛 i матрицями з 𝑀𝑛(R):

Нехай 𝑇 : R𝑛 → R𝑚 є лiнiйне перетворення. Тодi
iснує єдина матриця 𝐴 така, що

𝑇 (x⃗) = 𝐴x⃗ для всiх x⃗ ∈ R𝑛.

Фактично, 𝐴 є 𝑚× 𝑛 матриця, 𝑗-ий стовпець якої є век-
тор 𝑇 (⃗e𝑗), де e⃗𝑗 є 𝑗-ий стовпець одиничної матрицi у R𝑛:

𝐴 = [𝑇 (⃗e1) . . . 𝑇 (⃗e𝑛)].

Матриця 𝐴 називається стандартною матрицею лiнiй-
ного перетворення 𝑇 .

1. Вiдхилення еластичної балки

Проiлюструємо застосування оберненої матрицi при вивчен-
нi деформацiї еластичної балки.

Приклад 1. Горизонтальна еластична балка пiдтримується
на кожному кiнцi i знаходиться пiд дiєю сил в точках 1, 2, 3, як
показано на рис. 2.1. Нехай вектор f⃗ з R3 перераховує сили у цих
трьох точках i нехай y⃗ з R3 перераховує величини вiдхилення
(тобто перемiщення) балки у цих трьох точках. Використовуючи
закон Гука з фiзики, можна показати, що

y⃗ = 𝐷f⃗ ,

де 𝐷 є матриця гнучкостi(еластичностi). Обернена до неї
називається матрицею жорсткостi (пружностi). Описати
фiзичний змiст стовпцiв матриць 𝐷 i 𝐷−1.

Розв’язання. Запишемо одиничну матрицю 𝐼3 =
[⃗e1 e⃗2 e⃗3] i отримаємо, що

𝐷 = 𝐷𝐼3 = [𝐷e⃗1 𝐷e⃗2 𝐷e⃗3].
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1
𝑦1

𝑓1

2

𝑦2
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3
𝑦3
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Рис. 2.1. Вiдхилення еластичної балки

Iнтерпретуємо вектор e⃗1 = (1, 0, 0) як одиницю сили прикла-
деної вниз у точцi 1 на балку (з нульовою силою в iнших двох
точках). Тодi 𝐷e⃗1 —перший стовпець 𝐷— визначає вiдхилення
балки внаслiдок дiї одиницi сили в точцi 1. Аналогiчно опи-
суються застосування у другому i третьому стовпцях матрицi
𝐷.

Для вивчення матрицi жорсткостi 𝐷−1 помiтимо, що рiв-
няння f⃗ = 𝐷−1y⃗ визначає вектор сили f⃗ при заданому векторi
вiдхилення y⃗. Запишемо

𝐷−1 = 𝐷−1𝐼3 = [𝐷−1e⃗1 𝐷−1e⃗2 𝐷−1e⃗3].

Будемо iнтерпретувати e⃗1 як вектор вiдхилення. Тодi 𝐷−1e⃗1
перераховує сили, якi створюють вiдхилення. Тому перший стов-
пець матрицi 𝐷−1 перелiчує сили, якi повиннi бути прикладенi
у трьох точках для створення одиницi вiдхилення у точцi 1 i ну-
льового вiдхилення у iнших точках. Аналогiчно другий i третiй
стовпцi матрицi 𝐷−1 перелiчують сили необхiднi для створення
одиницi вiдхилення у точках 2 i 3 вiдповiдно. У кожному стовпцi
одна або двi сили повиннi бути вiд’ємними (сила спрямована
вгору) для створення одиницi вiдхилення у потрiбнiй точцi i
нульового вiдхилення у iнших двох точках. Якщо жорсткiсть
вимiряна, наприклад, у сантиметрах вiдхилення на кiлограм
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вантажу, то елементи матрицi жорсткостi заданi у кiлограмах
вантажу на сантиметр вiдхилення. �

Формула для обчислення оберненої матрицi рiдко використо-
вується для розв’язування рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗, оскiльки рядкова
редукцiя [𝐴 | b⃗] майже завжди є швидшою. Крiм цього, рядкова
редукцiя є бiльш точною, особливо, коли обчислення залучають
округленi числа. Одним виключенням можливо є 2 × 2 випа-
док. У цьому випадку обчислення для розв’язування рiвняння
𝐴x⃗ = b⃗ простiшi з використанням формули для 𝐴−1.

Вправи

1. Нехай

𝐷 =

⎡⎣ 0,005 0,002 0,001
0,002 0,004 0,002
0,001 0,002 0,005

⎤⎦
є матрицею гнучкостi гнучкiстю вимiряною у сантиметрах на
кiлограм. Припустимо, що сили 30, 50 i 20 кiлограм прикладенi
у точках 1, 2 i 3 вiдповiдно, на рис. 2.1. Знайти вiдповiднi
вiдхилення.

2. Обчислити матрицю жорсткостi 𝐷−1 для 𝐷 з вправи 1.
Перелiчiть сили, якi необхiднi для створення вiдхилення 0,04 у
точцi 3, з нульовим вiдхиленням у iнших точках.

3. Нехай

𝐷 =

⎡⎢⎢⎣
0,0040 0,0030 0,0010 0,0005
0,0030 0,0050 0,0030 0,0010
0,0010 0,0030 0,0050 0,0030
0,0005 0,0010 0,0030 0,0040

⎤⎥⎥⎦
є матрицею гнучкостi для еластичної балки з чотирма точка-
ми прикладання сил. Одиницями вимiрювання є сантиметри
на ньютон сили. Вимiрювання у чотирьох точках показують
вiдхилення 0,08, 0,12, 0,16 i 0,12 (див. рис. 2.2). Визначити сили
в чотирьох точках.

4. З матрицею 𝐷 такою, як у вправi 3, визначити сили, якi
створюють вiдхилення 0,24 см у точцi 2 на балцi при нульових
вiдхиленнях у iнших трьох точках. Якою є вiдповiдь вiдносно
елементiв у 𝐷−1?
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1
0,08

𝑓1

2

0,12

𝑓2

3

0,16

𝑓3

4

0,12

𝑓4

Рис. 2.2. Вiдхилення еластичної балки у вправах 3 i 4.

Вказiвка. Спочатку вiдповiсти на питання, коли вiдхилення у другiй
точцi дорiвнює 1 см.

2. Матрична факторизацiя в електричнiй iнженерiї

Пiд факторизацiєю матрицi 𝐴 розумiють рiвнiсть, яка подає
матрицю 𝐴 у виглядi добутку двох або бiльше матриць. Тодi
як матричне множення залучає синтез даних (комбiнуючи дiю
двох або бiльше лiнiйних перетворень у простiй матрицi), то
матрична факторизацiя є аналiзом даних. На мовi комп’ютер-
ної науки, подання матрицi 𝐴 у виглядi добутку зводиться до
оволодiння даними у 𝐴 шляхом органiзацiї цих даних в двi або
бiльше частин, структури яких бiльш кориснi в деяких випадках
або, можливо, бiльш доступнi для обчислень.

Подання 𝑚× 𝑛 матрицi 𝐴 у виглядi 𝐴 = 𝐿𝑈 , де 𝐿—𝑚×𝑚
нижня трикутна матриця з одиницями на дiагоналi i 𝑈 —𝑚×𝑛
схiдчаста форма матрицi 𝐴 називається LU-факторизацiєю
матрицi 𝐴. Ця факторизацiя лежить в серцi декiлькох важли-
вих комп’ютерних програм, якi широко використовуються при
розв’язуваннi аеродинамiчних задач, що виникають при кон-
струюваннi лiтакiв i космiчних апаратiв. Вона дозволяє звести
розв’язування матричного рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗ до розв’язування
двох значно простiших рiвнянь.
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Якщо 𝐴 = 𝐿𝑈 , то рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗ може бути записане
як 𝐿(𝑈 x⃗) = b⃗. Позначивши 𝑈 x⃗ через y⃗, ми можемо знайти x⃗
шляхом розв’язування пари рiвнянь

𝐿y⃗ = b⃗ та 𝑈 x⃗ = y⃗.

Спочатку розв’яжемо 𝐿y⃗ = b⃗ вiдносно y⃗, а потiм 𝑈 x⃗ = y⃗ вiд-
носно x⃗. Кожне рiвняння легко розв’язувати, оскiльки матрицi
𝐿 та 𝑈 мають достатньо просту форму.
Алгоритм LU-факторизацiї матрицi 𝐴
1. Звести 𝐴 до ступiнчатої форми 𝑈 шляхом рядкових пере-
творень замiщення (тобто додавання до рядка матрицi iншого
рядка, помноженого на деяке число), якщо це можливо.
2. Помiстити елементи у 𝐿 такi, щоб та сама послiдовнiсть
рядкових перетворень зводила 𝐿 до 𝐼.

Обґрунтування для даного алгоритму можна знайти в [7,
10].

Приклад 1. Знайти LU-факторизацiю матрицi

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
2 4 −1 5 −2
−4 −5 3 −8 1
2 −5 −4 1 8
−6 0 7 −3 1

⎤⎥⎥⎦ .
Розв’язання. Оскiльки 𝐴 має 4 рядки, то 𝐿 буде матрицею

4× 4. Перший стовпець 𝐿 є першим стовпцем 𝐴, подiленим на
видiлений елемент (тут 2):

𝐿 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
−2 1 0 0

1 1 0
−3 1

⎤⎥⎥⎦ .
Порiвняємо перший стовпець 𝐴 i 𝐿. Рядковi перетворення, що
створюють нулi у першому стовпцi 𝐴, будуть також ство-
рювати нулi у першому стовпцi 𝐿. Ми хочемо цю однакову
вiдповiднiсть для рядкових перетворень пiдтримувати для ре-
шти 𝐿. Для цього ми проглянемо зведення 𝐴 до схiдчастої



68 Застосування матриць i детермiнантiв

форми 𝑈 :

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
2 4 −1 5 −2
−4 −5 3 −8 1

2 −5 −4 1 8
−6 0 7 −3 1

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

2 4 −1 5 −2

0 3 1 2 −3
0 −9 −3 −4 10
0 12 4 12 −5

⎤⎥⎥⎦ ∼

∼

⎡⎢⎢⎣
2 4 −1 5 −2

0 3 1 2 −3

0 0 0 2 1
0 0 0 4 7

⎤⎥⎥⎦ ∼
⎡⎢⎢⎣

2 4 −1 5 −2

0 3 1 2 −3

0 0 0 2 1

0 0 0 0 5

⎤⎥⎥⎦ = 𝑈

Видiленi елементи визначають зведення (рядкову редукцiю) 𝐴
до 𝑈 . Елементи, якi стоять пiд видiленим елементом промiжних
матриць, дiляться на видiленi елементи, i результат записується
у 𝐿:⎡⎢⎢⎣

2
−4
2
−6

⎤⎥⎥⎦
÷2
↓⎡⎢⎢⎣
1
−2
1
−3

⎡⎣ 3
−9
12

⎤⎦
÷3
↓

1
−3
4

[︂
2
4

]︂
÷2
↓

1
2

[︀
5
]︀

÷5
↓

1

⎤⎥⎥⎦ тобто 𝐿 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
−2 1 0 0
1 −3 1 0
−3 4 2 1

⎤⎥⎥⎦
Безпосереднiм обчисленням легко перевiрити, що знайденi мат-
рицi 𝐿 i 𝑈 задовольняють рiвнiсть 𝐿𝑈 = 𝐴. �

Матрична факторизацiя тiсно пов’язана з проблемою кон-
струювання електричної мережi з спецiальними властивостями.
Наступне обговорення дає тiльки короткий погляд на зв’язок
мiж факторизацiєю i дизайном електричного кола.

Припустимо, що коробка на рис. 2.3 представляє деякий тип
електричного кола з входом i виходом. Позначимо вхiд напруги

i струму через вектор
[︂
𝜈1
𝑖1

]︂
(з напругою 𝜈 у вольтах i струмом
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𝑖1 𝑖2

Електричне
коло

Вхiднi
термiнали 𝑣1 𝑣2

Вихiднi
термiнали

Рис. 2.3. Електричне коло з вхiдними та вихiдними термiналами.

𝑖 у амперах), та вихiд напруги i струму через вектор
[︂
𝜈2
𝑖2

]︂
.

Часто, перетворення
[︂
𝜈1
𝑖1

]︂
↦→

[︂
𝜈2
𝑖2

]︂
є лiнiйним, тобто, iснує

матриця 𝐴, яка називається трансферною матрицею така, що[︂
𝜈2
𝑖2

]︂
= 𝐴

[︂
𝜈1
𝑖1

]︂
.

На рисунку 2.4 зображена ланцюгова сiтка (мережа), де
два кола (могло б бути бiльше) зв’язанi в серiю так, що вихiд
одного кола стає входом наступного кола. Лiве коло на рис. 2.4
називається впускним (вхiдним) колом з опором 𝑅1 (в омах).

𝑅1

𝑅2

𝑖1 𝑖2 𝑖2 𝑖3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

Рис. 2.4. Багатоланкова (ланцюгова) сiтка.

Праве коло на рис. 2.4 є вiдвiдним (вихiдним, шунтуючим)
колом з опором 𝑅2. Використовуючи закон Ома i закони Кiрхго-
фа можна показати, що трансфернi матрицi першого i другого
кiл вiдповiдно є
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1 −𝑅1

0 1

]︂
i

[︂
1 0

− 1
𝑅2

1

]︂
.

Трансферна матриця Трансферна матриця
впускного кола шунтуючого (вихiдного) кола

Приклад 2. a) Обчислити трансферну матрицю ланцюго-
вої сiтки на рис. 2.4.

б) Розрахувати ланцюгову сiтку, трансферна матриця якої
дорiвнює [︂

1 −8
−0,5 5

]︂
.

Розв’язання. a) Нехай 𝐴1 i 𝐴2 трансфернi матрицi впу-
скного i вiдвiдного кiл, вiдповiдно. Тодi вхiдний вектор x⃗ спо-
чатку перетворено у 𝐴1x⃗ i потiм у 𝐴2(𝐴1x⃗). Ряду послiдовно
зв’язаних електричних кiл вiдповiдає композицiя лiнiйних пе-
ретворень i трансферна матриця ланцюгової лiнiї дорiвнює
(звернiть увагу на порядок)

𝐴2𝐴1 =

[︂
1 0

− 1
𝑅2

1

]︂ [︂
1 −𝑅1

0 1

]︂
=

[︂
1 −𝑅1

− 1
𝑅2

1 + 𝑅1
𝑅2

]︂

б) Ми шукаємо розклад матрицi
[︂

1 −8
−0, 5 5

]︂
в добуток

трансферних матриць, як в (а). Так, ми шукаємо 𝑅1 i 𝑅2 на
рис. 2.4, якi задовольняють[︂

1 −𝑅1

− 1
𝑅2

1 + 𝑅1
𝑅2

]︂
=

[︂
1 −8

−0, 5 5

]︂
.

З рiвностi вiдповiдних елементiв цих матриць маємо 𝑅1 = 8 Ом
i 1
𝑅2

= 0,5 тобто, 𝑅2 = 1
0.5 = 2 Ома. З цими значеннями, мережа

на рис. 2.4 має описану трансферну матрицю. �
Трансферна матриця мережi характеризує режим входу-

виходу (описує специфiкацiю) мережi без посилання на внутрi-
шню будову електричних кiл. Для фiзичної побудови мережi
з спецiальними властивостями iнженер спочатку визначає, за
яких умов така мережа може бути сконструйована (або реалiзо-
вана). Пiсля цього iнженер намагається розкласти трансферну
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матрицю у добуток матриць, якi вiдповiдають найменшим ко-
лам, якi можливо уже виготовленi i готовi для зiбрання. У
загальному випадку змiнного струму елементи у трансфернiй
матрицi зазвичай є рацiональними функцiями комплексної змiн-
ної. Стандартна проблема полягає у знаходженнi мiнiмальної
реалiзацiї, яка використовує найменше число електричних ком-
понентiв.

Вправи

1. Розв’язати систему рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝑥1 + 4𝑥2 − 𝑥3 + 5𝑥4 − 2𝑥5 = 0,
−4𝑥1 − 5𝑥2 + 3𝑥3 − 8𝑥4 + 𝑥5 = 5,

2𝑥1 − 5𝑥2 − 4𝑥3 + 𝑥4 + 8𝑥5 = 1,
−6𝑥1 + 7𝑥3 − 3𝑥4 + 𝑥5 = 2,

застосувавши знайдену у прикладi 1 LU-факторизацiю головної
матрицi системи.

2. (Cингулярний розклад матрицi). Нехай маємо факто-
ризацiю 𝐴 = 𝑈𝐷𝑉 𝑇 , де 𝑈 i 𝑉 є матрицями 𝑛-го порядку з
властивiстю 𝑈𝑇𝑈 = 𝐼 i 𝑉 𝑇𝑉 = 𝐼, 𝐷—дiагональна матриця
з додатними числами 𝜎1, . . . , 𝜎𝑛 на дiагоналi. Показати, що 𝐴
оборотна i знайти формулу для 𝐴−1.

3. (Спектральна факторизацiя). Припустимо, що 3× 3 мат-
риця 𝐴 допускає факторизацiю 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1, де 𝑃 є деяка
оборотна матриця третього порядку, 𝐷—дiагональна матри-

ця 𝐷 =

⎡⎣ 1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

3

⎤⎦. Показати, що цей розклад є корисним,

коли обчислюються високi степенi 𝐴. Знайти достатньо простi
формули для 𝐴2, 𝐴3 i 𝐴𝑘 (𝑘 додатне цiле), використавши 𝑃 i
елементи з 𝐷.

4. Описати двi рiзних ланцюговi сiтки, у кожнiй з яких
вихiд є 9 вольт i 4 ампери, коли вхiд є 12 вольт i 6 ампер.

5. Показати, що коли три вихiдних (шунтуючих) кола (з
опорами 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3) зв’язанi у ряд, то пiдсумкова мережа має
таку ж трансферну матрицю як одне вихiдне (шунтуюче) коло.
Знайти формулу для опору у такому колi.
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6. А. Обчислити трансферну матрицю мережi на наступному
рисунку.

𝑅2

𝑅1 𝑅3

𝑖1 𝑖2 𝑖2 𝑖3 𝑖3 𝑖4

𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4

Б. Нехай 𝐴 =

[︂
4
3 −12
−1

4 3

]︂
. Описати ланцюгову мережу,

трансферна матриця якої є 𝐴, шляхом знаходження пiдходящої
матричної факторизацiї для 𝐴.

7. Знайти рiзнi розклади для 𝐴 у вправi 6 i тодi описати
рiзнi ланцюговi мережi з трансферною матрицею 𝐴.

3. Матрицi i контрольнi системи космiчних польотiв

У цьому параграфi ми привiдкриємо завiсу на дизайн iн-
женерних контрольних систем, одна з яких представлена на
рис. 2.51. Звернiть увагу на те, яку роль тут вiдiграють матрицi
та їх ранг.

На рис. 2.5 кожний квадрат зображає окремий пристрiй,
який представляє собою деякий процес (вiн може бути части-
ною обладнання, комп’ютерною програмою, вимiрювальним
пристроєм i т. д.). Цей пристрiй приймає вхiдний сигнал i ство-
рює вихiдний сигнал. Цi сигнали представленi стрiлками на
дiаграмi.

Перекресленi кола називаються узагальнюючими з’єднання-
ми; у цих точках сигнали комбiнуються для доставки у деякий
процес як вхiд. Наприклад, командний модуль пiдсумовує данi
одержанi на входi з iнерцiального вимiрювального пристрою та
створює оцiнку кута нахилу, яка використовується процесом 𝐾1

як вхiд. Вiдзначимо, що ця система використовує зворотний
зв’язок, тобто кiнцевий кут нахилу використовується як вхiд
до системи.

1Джерело: Nise Norman S. Control Systems Engineering, 4th ed. — John
Wiley and Sons, 2004, P. 314.
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𝐾1 𝐾2 𝐺1(𝑠)

Контролер

𝐺2(𝑠)

Динамiки
шатла

𝑠2

Акселерометр

𝑠
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Рис. 2.5. Система контролю космiчного шатла

На даному рисунку система слiдкує за станом кута нахилу
конiчного носа шатла. Для того, щоб побудувати математичну
модель для такої системи спочатку припускаємо, що вихiд з
системи є деякий вектор x⃗. Також припускаємо (тимчасово),
що система немає зовнiшних вхiдних сигналiв. Тому, якщо x⃗0

визначає початковий стан нахилу носа конуса, то система буде
генерувати новий стан з входом x⃗1 з входу x⃗0 i тодi новий стан x⃗2

буде породжений з x⃗1 i так далi. З кожного вектора x⃗𝑘 система
утворює новий вектор x⃗𝑘+1 для оцiнки кута нахилу. Заключним
припущенням є те, що процес, при якому x⃗𝑘 стає x⃗𝑘+1 є лiнiйним
перетворенням, i що вiн є однаковим у будь-який час 𝑘. Тому
система може бути змодельована рiвнянням

x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

для матрицi цього перетворення 𝐴 та даного x⃗0 як початкового
стану системи.

Проiлюструємо роботу такої моделi на двох прикладах.
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Приклад 1. Якщо

𝐴 =

[︂
0 0
1 2

]︂
i x⃗0 =

[︂
1
1

]︂
,

то

x⃗1 = 𝐴x⃗0 =

[︂
0
3

]︂
, x⃗2 = 𝐴x⃗1 =

[︂
0
6

]︂
, x⃗3 = 𝐴x⃗2 =

[︂
0
12

]︂
, . . . .

Приклад 2. Якщо

𝐴 =

⎡⎣ 1 1 2
1 −1 −2
2 2 4

⎤⎦ i x⃗0 =

⎡⎣ 1
0
2

⎤⎦ ,
то

x⃗1 = 𝐴x⃗0 =

⎡⎣ 5
−3
10

⎤⎦ , x⃗2 = 𝐴x⃗1 =

⎡⎣ 22
−12

44

⎤⎦ ,
x⃗3 = 𝐴x⃗2 =

⎡⎣ 98
−54
196

⎤⎦ , . . . .
Вiдмiтимо, що у кожному прикладi виходи з системи уявляю-

ться як контроль крену корабля. Звичайно, такий тип поведiнки
є очiкуваним оскiльки система дозволяє тiльки один вхiд: не до-
зволено зовнiшнiх входiв. На практицi, зовнiшнi входи звичайно
дозволяються. Внутрiшнi входи допомагають, але пiлот (людина
або комп’ютер) повинен ввести iнформацiю, який завершальний
стан є очiкуваним. Таким чином, пiлот прагне контролювати цю
систему; пiлот намагається вплинути на систему для отримання
очiкуваного вихiдного вектора.

Математично припустимо, що iснує послiдовнiсть зовнiшнiх
вхiдних векторiв u⃗0, u⃗1, u⃗2, . . . i матриця 𝐵 такi, що

x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 +𝐵u⃗𝑘 для 𝑘 = 0, 1, 2, . . . (2.10)

Будемо вважати далi, що 𝐴— 𝑛 × 𝑛 матриця, 𝐵 — 𝑛 × 𝑚
матриця, x⃗𝑘 належить R𝑛 для 𝑘 = 0, 1, 2, . . . та u⃗𝑘 належить
R𝑚 для 𝑘 = 0, 1, 2, . . ..
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Також припустимо, що початковий вектор є x⃗0 = 0⃗. По-
слiдовнiсть векторiв u⃗0, u⃗1, u⃗2, . . . називається послiдовнiстю
контролiв за системою.

Подивимося, як буде дiяти така модель системи у наведених
вище двох прикладах.

Приклад 1 (продовження). Нехай задана матриця 𝐵 є

такою: 𝐵 =

[︂
1
3

]︂
. Вiдмiтимо, що u⃗𝑘 належить R1 оскiльки 𝐵

має тiльки один стовпець. Отже, у цьому випадку послiдовнiсть
контролiв є в дiйсностi послiдовнiстю чисел. Наприклад, якщо
u⃗0 = u⃗1 = 1, то

x⃗1 = 𝐴x⃗0 +𝐵u⃗0 =

[︂
0
3

]︂
+

[︂
1
3

]︂
=

[︂
1
6

]︂
,

x⃗2 = 𝐴x⃗1 +𝐵u⃗1 = 𝐴

[︂
1
6

]︂
+

[︂
1
3

]︂
=

=

[︂
0 0
1 2

]︂ [︂
1
6

]︂
+

[︂
1
3

]︂
=

[︂
1
16

]︂
.

Приклад 2 (продовження). Припустимо, що задана мат-

риця 𝐵 є такою: 𝐵 =

⎡⎣ 1
1
2

⎤⎦. Знову матриця 𝐵 має тiльки один

стовпець. Тому послiдовнiсть контролiв є в дiйсностi послiдов-
нiстю чисел. Наприклад, якщо u⃗0 = 1 i u⃗1 = −1, то

x⃗1 = 𝐴x⃗0 +𝐵u⃗0 =

⎡⎣ 5
−3
10

⎤⎦ +

⎡⎣ 1
1
2

⎤⎦ =

⎡⎣ 6
−2
12

⎤⎦ ,

x⃗2 = 𝐴x⃗1 +𝐵u⃗1 =

⎡⎣ 1 1 2
1 −1 −2
2 2 4

⎤⎦⎡⎣ 6
−2
12

⎤⎦−
⎡⎣ 1

1
2

⎤⎦ =

=

⎡⎣ 28
−6
56

⎤⎦−
⎡⎣ 1

1
2

⎤⎦ =

⎡⎣ 27
−17
54

⎤⎦ .
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Послiдовнiсть контролiв i матриця 𝐵 використанi тут для
змушення системи давати очiкуваний вихiд у межах коротких
числових крокiв. На прикладi шатлу, це означає, що комбiна-
цiя зовнiшнього контролю i внутрiшнього зворотного зв’язку
повинна створити очiкуваний кут нахилу у межах кiлькох iте-
рацiй системи. У термiнах лiнiйної алгебри, цiльовий вектор
y⃗ з R𝑛 заданий для виходу. Послiдовнiсть контролiв u⃗0, u⃗1,
u⃗2, . . . «нав’язується» так, що x⃗𝑘 = y⃗ для деякого часу 𝑘. В
iдеалi y⃗ повинен бути довiльним вектором з R𝑛. Тому дамо таке
означення.

Означення. Нехай система має вигляд

x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 +𝐵u⃗𝑘, u⃗0 = 0⃗,

де 𝐴— 𝑛× 𝑛 матриця, 𝐵 — 𝑛×𝑚 матриця i y⃗—довiльний век-
тор з R𝑛. Пара матриць (𝐴,𝐵) називається контрольованою,
якщо iснує послiдовнiсть контролiв u⃗0, u⃗1, u⃗2, . . . така, що
x⃗𝑚 = y⃗ для деякого часу 𝑚.

Для того, щоб установити чи є пара контрольованою без-
посередньо перевiримо послiдовнiсть x⃗0, x⃗1, x⃗2, . . .. Має мiсце
наступний корисний факт про число необхiдних крокiв для
створення цiльового вектора y⃗.

Теорема 2.1. Нехай

x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 +𝐵u⃗𝑘, u⃗0 = 0⃗,

де 𝐴— 𝑛 × 𝑛 матриця, 𝐵— 𝑛 × 𝑚 матриця i y⃗ — довiльний
вектор з R𝑛. Тодi пара матриць (𝐴,𝐵) є контрольованою тодi
i тiльки тодi, коли iснує послiдовнiсть контролiв u⃗0, u⃗1, u⃗2, . . .
така, що x⃗𝑚 = y⃗ для деякого часу 𝑚 6 𝑛. Тобто, пара матриць
(𝐴,𝐵) є контрольованою тодi i тiльки тодi, коли система
може «нав’язати» будь-який вихiдний вектор не бiльше як
через 𝑛 крокiв.

Система рiвнянь може бути розв’язана iтеративно.
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x⃗0 = 0⃗;

x⃗1 = 𝐴x⃗0 +𝐵u⃗0 = 𝐵u⃗0;

x⃗2 = 𝐴x⃗1 +𝐵u⃗1 = 𝐴𝐵u⃗0 +𝐵u⃗1;

x⃗3 = 𝐴x⃗2 +𝐵u⃗2 = 𝐴(𝐴𝐵u⃗0 +𝐵u⃗1) +𝐵u⃗2

= 𝐴2𝐵u⃗0 +𝐴𝐵u⃗1 +𝐵u⃗2;

. . .

x⃗𝑘 = 𝐴𝑘−1𝐵u⃗0 +𝐴𝑘−2𝐵u⃗1 + · · ·+𝐴𝐵u⃗𝑘−2 +𝐵u⃗𝑘−1;

. . .

x⃗𝑛 = 𝐴𝑛−1𝐵u⃗0 +𝐴𝑛−2𝐵u⃗1 + · · ·+𝐴𝐵u⃗𝑛−2 +𝐵u⃗𝑛−1.

За останньою теоремою, пара у рiвняннi (2.10) є контрольо-
ваною тодi i тiльки тодi, коли кожний вектор y⃗ з R𝑛 є одним з
векторiв x⃗0, x⃗1,. . . , x⃗𝑛 для пiдходящої послiдовностi контролiв
u⃗0, u⃗1,. . . , u⃗𝑛. Вiдзначимо, що кожний вектор x⃗𝑘 є лiнiйною
комбiнацiєю стовпцiв матриць 𝐵,𝐴𝐵,𝐴2𝐵, . . . , 𝐴𝑛−1𝐵 тому, що
кожний член у сумi для x⃗𝑘 є однiєю з цих матриць помножених
на вiдповiдний вектор u⃗𝑗 . Зокрема, x⃗1 є лiнiйною комбiнацi-
єю стовпцiв матрицi 𝐵 з коефiцiєнтами рiвними координатам
вектора u⃗0.

Всi стовпцi матриць 𝐵,𝐴𝐵,𝐴2𝐵, . . . , 𝐴𝑛−1𝐵 можуть бути
замiненi на одну велику матрицю, яка побудована як блочна:

𝑀 = [𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵 . . . 𝐴𝑛−1𝐵]. (2.11)

Тодi цiльовий вектор y⃗ повинен бути лiнiйною комбiнацiєю
стовпцiв матрицi 𝑀 . Оскiльки це буде iстиним для всiх векто-
рiв з R𝑛, то стовпцi 𝑀 повиннi породжувати R𝑛. Це пояснює
наступний висновок.

Наслiдок. Система утворена у рiвняннi (2.10) з x⃗0 = 0⃗
є контрольованою тодi i тiльки тодi, коли кожний вектор y⃗
з R𝑛 є лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв матрицi 𝑀 у рiвняннi
(2.11). Еквiвалентно, пара є контрольованою тодi i тiльки
тодi, коли стовпцi матрицi 𝑀 породжують R𝑛.
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Матриця 𝑀 , очевидно, є фундаментальною для аналiзу
керованостi системи.

Означення. Якщо 𝐴—матриця розмiрiв 𝑛× 𝑛 , 𝐵 —мат-
риця розмiрiв 𝑛×𝑚, то 𝑛× 𝑛𝑚 матриця

𝑀 = [𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵 . . . 𝐴𝑛−1𝐵]

називається матрицею контрольованостi для системи

x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 +𝐵u⃗𝑘 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

.

Проiлюструємо, якими є цi поняття у наведених попереднiх
двох прикладах.

Приклад 1 (продовження). Оскiльки 𝐴 є 2× 2 матриця
i 𝐵 є 2× 1 матриця, то 𝑀 для цiєї системи є

𝑀 = [𝐵 𝐴𝐵] =

[︂
1 0
3 7

]︂
.

Приклад 2 (продовження). Оскiльки 𝐴 є 3× 3 матриця
i 𝐵 є 3× 1 матриця, то 𝑀 для цiєї системи має вигляд

𝑀 = [𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵] =

⎡⎣ 1 6 26
1 −4 −14
2 12 52

⎤⎦ .
За вiдомими з лiнiйної алгебри фактами система у рiвняннi

(2.10) при x⃗0 = 0⃗ має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
ранг матрицi 𝑀 дорiвнює 𝑛. З цього випливає такий наслiдок.

Наслiдок. Пара (𝐴,𝐵) (де 𝐴— 𝑛× 𝑛 матриця, 𝐵 — 𝑛×𝑚
матриця) є контрольованою тодi i тiльки тодi, коли ранг
матрицi контрольованостi 𝑀 рiвний 𝑛.

Прослiдкуємо застосування цього наслiдку у наведених при-
кладах.

Приклад 1 (продовження). Оскiльки

𝑀 =

[︂
1 0
3 7

]︂
∼

[︂
1 0
0 1

]︂
,
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то ранг 𝑀 рiвний 2 i система є контрольваною.

Приклад 2 (продовження). Оскiльки

𝑀 =

⎡⎣ 1 6 26
1 −4 −14
2 12 52

⎤⎦ ∼
⎡⎣ 1 0 2

0 1 4
0 0 0

⎤⎦ ,
то ранг 𝑀 рiвний 2 < 3 i тому система не є контрольованою.

Приклад 3. Розглянемо матрицю 𝐴 таку, як у прикладi 2,
але тепер нехай

𝐵 =

⎡⎣ 1 1
1 2
2 3

⎤⎦ .
Оскiльки

𝐴𝐵 =

⎡⎣ 6 9
−4 −7
12 18

⎤⎦ i 𝐴2𝐵 =

⎡⎣ 26 38
−14 −20

52 76

⎤⎦ ,
то матрицею контрольованостi 𝑀 для цiєї системи є

𝑀 = [𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵] =

⎡⎣ 1 1 6 9 26 38
1 2 −4 −7 −14 −20
2 3 12 18 52 76

⎤⎦ .
Оскiльки 𝑀 рядково еквiвалентна до

𝑀 = [𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵] =

⎡⎣ 1 0 0 −3
5 2 16

5
0 1 0 0 0 0
0 0 1 8

5 4 29
5

⎤⎦ ,
то ранг 𝑀 рiвний 3 i система

x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 +𝐵u⃗𝑘, u⃗0 = 0⃗,

є контрольованою.
Як тiльки визначено, що пара є контрольованою, то точна

послiдовнiсть контролiв, якi будуть необхiднi для створення
цiльового вектора y⃗ може бути обчислена.
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Приклад 1 (продовження). Нехай цiльовим є вектор y⃗ =[︂
3
5

]︂
. Ця система є контрольованою, тому вона буде можливою

для конкретних u⃗0 i u⃗1 з

y⃗ = 𝐴𝐵u⃗0 +𝐵u⃗1.

Ця система рiвнянь має розширену матрицю

[𝐵 𝐴𝐵 | y⃗] = [𝑀 | y⃗] =

[︂
1 0 3
3 7 5

]︂
,

яка зводиться до [︂
1 0 3
0 1 −4

7

]︂
.

Таким чином, контролi u⃗0 = −4
7 i u⃗1 = 3 будуть вести систему

до y⃗ =

[︂
3
5

]︂
.

Приклад 4. Розглянемо систему з матрицями

𝐴 =

⎡⎣ 1 3 1
2 6 2
3 9 3

⎤⎦ i 𝐵 =

⎡⎣ 1 0
2 1
1 −1

⎤⎦ .
Пропонуємо впевнитися, що матрицею контрольованостi для
цiєї системи є

𝑀 =

⎡⎣ 1 0 8 2 806 20
2 1 16 4 160 40
1 −1 24 6 240 60

⎤⎦
i що ця система є контрольваною. Для даного вихiдного векто-

ра y⃗ =

⎡⎣ 2
3
0

⎤⎦ знайти послiдовнiсть контролiв, якi приведуть

систему до y⃗.

Розв’язання. Для обчислення контролiв утворимо систему
рiвнянь

y⃗ = 𝐴2𝐵u⃗0 +𝐴𝐵u⃗1 +𝐵u⃗2.
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Вiдзначимо, що вектори u⃗0 =

[︂
𝑢01
𝑢02

]︂
, u⃗1 =

[︂
𝑢11
𝑢12

]︂
i u⃗2 =

[︂
𝑢21
𝑢22

]︂
належать R2, тому шiсть елементiв

𝑢01, 𝑢02, 𝑢11, 𝑢12, 𝑢21, 𝑢22 повиннi бути знайденi для розв’язан-
ня задачi. Система рiвнянь має розширену матрицю

[︀
𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵 | y⃗

]︀
= [𝑀 | y⃗] =

⎡⎣ 1 0 8 2 806 20 2
2 1 16 4 160 40 3
1 −1 24 6 240 60 0

⎤⎦ .
Для наголошення факту, що невiдомими у цiй системi є
𝑢01, 𝑢02, 𝑢11, 𝑢12, 𝑢21 i 𝑢22 ця розширена матриця може бути за-
писана як система рiвнянь⎧⎨⎩ 𝑢21 + 8𝑢11 + 2𝑢12 + 80𝑢01 + 20𝑢02 = 2,

2𝑢21 + 𝑢22 + 16𝑢11 + 4𝑢12 + 160𝑢01 + 40𝑢02 = 3,
𝑢21 − 𝑢22 + 24𝑢11 + 6𝑢12 + 240𝑢01 + 60𝑢02 = 0.

Оскiльки розширена матриця зводиться до⎡⎣ 1 0 0 0 0 0 7
2

0 1 0 0 0 0 −1
0 0 1 1

4 10 5
2 − 3

16

⎤⎦ ,
то редукованою системою є⎧⎨⎩ 𝑢21 = 7

2 ,
𝑢22 = −1,

𝑢11 + 1
4𝑢12 + 10𝑢01 + 5

2𝑢02 = − 3
16 .

Невiдомi 𝑢01, 𝑢12 i 𝑢02 є вiльними; для простоти нехай всi вони

дорiвнюють 0. Тому знаходимо, що u⃗0 =

[︂
0
0

]︂
, u⃗1 =

[︂
− 3

16
0

]︂
i

u⃗2 =

[︂
7
2
−1

]︂
є послiдовнiстю контролiв, якi приведуть систему

у стан

⎡⎣ 2
3
0

⎤⎦. �

Вправи
1. Пiдтвердити обчисленням, що матрицi контрольованостi

для прикладiв 1 i 2 є такими, як заданi вище.
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2. Розглянути систему з матрицями

𝐴 =

⎡⎣ 1 1 2
2 3 4
1 2 2

⎤⎦ i 𝐵 =

⎡⎣ 1
0
1

⎤⎦ .
Визначити, чи є пара матриць (𝐴,𝐵) є контрольованою.

3. Якщо 𝐵 є оборотною, то що може бути сказано про
контрольованiсть пари (𝐴,𝐵)?

4. Пiдтвердити обчисленням, що матриця контрольова-
ностi у прикладi 4 є такою, як задано вище i що система є
контрольованою.

5. Розглянути систему з матрицями

𝐴 =

⎡⎣ 1 2 −1
0 −3 4
0 0 2

⎤⎦ i 𝐵 =

⎡⎣ 1
1
1

⎤⎦ .
Знайти матрицю управляємостi для цiєї системи.
6. Показати, що система x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 + 𝐵u⃗𝑘, u⃗0 = 0⃗ з

вправи 5 є контрольованою.
7. Знайти контролi u⃗0, u⃗1 i u⃗2, якi будуть вести систему з

вправи 5 до точки

⎡⎣ −7
3
1

⎤⎦.
8. Розглянути систему з матрицями

𝐴 =

⎡⎣ 1 3 −2
−2 −6 4

5 15 −10

⎤⎦ i 𝐵 =

⎡⎣ 1 1
2 −1
1 0

⎤⎦ .
А. Знайти матрицю контрольованостi для цiєї системи.
Б. Показати, що система x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 + 𝐵u⃗𝑘, u⃗0 = 0⃗, є

контрольованою.
В. Знайти контролi u⃗0, u⃗1 i u⃗2, якi будуть вести цю систему

до точки

⎡⎣ 4
−1
−3

⎤⎦.
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Г. Припустимо, що u⃗0 = (1, 1). Чи може система бути при-

ведена у точку

⎡⎣ 4
−1
−3

⎤⎦? Якщо так, то знайти вектори u⃗1 i u⃗2,

якi будуть це робити.

4. Однорiднi системи, детермiнанти i рiвняння лiнiй

Детермiнант — це число, яке ставиться у вiдповiднiсть ква-
дратнiй таблицi чисел за певним вiдомим правилом. Ця iдея
була розглянута в 1683 роцi японським математиком Секi Така-
кадзу1 i незалежно у 1693 роцi нiмецьким вченим Г.Лейбнiцем2

задовго до того, як А.Келi3 у 1858 роцi опублiкував «Мему-
ар з теорiї матриць», у якому було вперше дано абстрактне
означення матрицi i закладено початки теорiї матриць.

На сучасному етапi є рiзнi еквiвалентнi пiдходи до визначе-
ння поняття детермiнанта квадратної матрицi 𝐴 i, вiдповiдно,
до викладу їх властивостей. Будемо вважати, що читач зна-
йомий з ними (для детальнiшої iнформацiї див. [1, 4, 7, 10]).
Детермiнант матрицi 𝐴 позначають |𝐴| або det𝐴.

Багато рокiв детермiнанти застосовувалися в основному при
обговореннi систем лiнiйних рiвнянь. У 1750 роцi Г.Крамер4 по-
казав, що детермiнанти можуть бути корисними в аналiтичнiй
геометрiї i сформулював своє вiдоме правило для розв’язування
систем 𝑛 лiнiйних рiвнянь з 𝑛 невiдомими за допомогою детер-
мiнантiв. Пiзнiше детермiнанти знайшли своє застосування у
геометрiї.

Для заданих фiксованих точок на площинi або у тривимiр-
ному просторi багато задач потребують знаходження рiвнянь
геометричних фiгур, якi проходять через цi точки. Для цiєї
роботи потрiбно розглянути детермiнанти матриць, елементи

1Секi Такакадзу (1642–1708), вiдомий також як Секi Кова — японський
математик.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) — нiмецький фiлософ, логiк, ма-
тематик, фiзик.

3Arthur Cayley (1821–1895) — англiйський математик.
4Gabriel Cramer (1704–1752) — швейцарський математик.
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яких є змiнними або алгебраїчними виразами. У цьому випад-
ку детермiнант сам буде алгебраїчними виразом. Наприклад,
розглянемо рiвнiсть ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑥 𝑦 1
−1 5 1
3 −5 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Оскiльки 𝑥 i 𝑦 є змiнними, то ця рiвнiсть може бути iстиною
для деяких точок (𝑥, 𝑦) у 𝑥𝑦-площинi, але хибною для iнших
точок. Помiтимо, що ця рiвнiсть є очевидно iстиною для точок
(−1, 5) i (3,−5), оскiльки пiдстановка координат цих точок ство-
рює матрицю з двома iдентичними рядками, детермiнант якої
повинен дорiвнювати нулю. Розклад детермiнанта за першим
рядком дає рiвнiсть

𝑥

⃒⃒⃒⃒
5 1
−5 1

⃒⃒⃒⃒
− 𝑦

⃒⃒⃒⃒
−1 1
3 1

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
−1 5
3 −5

⃒⃒⃒⃒
= 0

або 5𝑥+ 2𝑦− 10 = 0. Очевидно, це є рiвняння прямої i, оскiльки
точки (−1, 5) i (3,−5) задовольняють його, то воно є рiвнянням
прямої, яка проходить через точки (1, 2) i (3, 5). Таким чином,
iснує шлях використання детермiнанта для вираження рiвняння
прямої, яка проходить через двi заданi точки.

Розглянемо такi задачi у загальному виглядi. Для їх розв’я-
зання слiд знати, що система однорiдних лiнiйних рiвнянь має
ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли детермiнант голов-
ної матрицi дорiвнює нулю, та вмiти обчислювати детермiнанти.

Рiвняння прямої на площинi.

Приклад 1. Нехай маємо на координатнiй площинi точки
𝐴(𝑥1, 𝑦1) i 𝐵(𝑥2, 𝑦2). Знайти рiвняння прямої, яка проходить
через цi точки.

Розв’язання. Загальне рiвняння прямої має вигляд

𝑎𝑥+ 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0.

Тому для розв’язання задачi потрiбно знайти 𝑎, 𝑏, 𝑐. Координати
точок 𝐴(𝑥1, 𝑦1) i 𝐵(𝑥2, 𝑦2) повиннi задовольняти це рiвняння,
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тобто виконуються рiвностi

𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑐 = 0,

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐 = 0.

Якщо 𝑀(𝑥, 𝑦) —довiльна точка цiєї прямої, то ми отримуємо
систему однорiдних лiнiйних рiвнянь вiдносно 𝑎, 𝑏, 𝑐 :⎧⎨⎩ 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0,

𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑐 = 0,
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐 = 0.

Вона має ненульовий розв’язок тiльки тодi, коли⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑥 𝑦 1
𝑥1 𝑦1 1
𝑥2 𝑦2 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Ця рiвнiсть i є рiвнянням шуканої прямої. �

Рiвняння кола.

Приклад 2. Для заданих точок 𝐴1(𝑥1, 𝑦1), 𝐴2(𝑥2, 𝑦2) i
𝐴3(𝑥3, 𝑦3) на координатнiй площинi знайти рiвняння кола, яке
проходить через них.

Розв’язання. Нехай на координатнiй площинi маємо

𝑥

𝑦

𝑂

𝐴1

𝐴2

𝐴3

Вiдомо, що стандартне рiвняння для кола є

(𝑥− ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2.

У загальному видi це рiвняння можна записати так 𝑎(𝑥2 + 𝑦2) +
𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0. Пiдставляючи координати даних точок у це
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рiвняння ми отримуємо однорiдну систему чотирьох рiвнянь
вiдносно невiдомих 𝑎, 𝑑, 𝑒, 𝑓 :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑑𝑥+ 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0,
𝑎(𝑥21 + 𝑦21) + 𝑑𝑥1 + 𝑒𝑦1 + 𝑓 = 0,
𝑎(𝑥22 + 𝑦22) + 𝑑𝑥2 + 𝑒𝑦2 + 𝑓 = 0,
𝑎(𝑥23 + 𝑦23) + 𝑑𝑥3 + 𝑒𝑦3 + 𝑓 = 0.

Як i в попередньому випадку вона має ненульовий розв’язок
(тобто хоч один з коефiцiєнтiв 𝑎, 𝑑, 𝑒, 𝑓 вiдмiннiй вiд нуля) тiльки
тодi, коли ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ 𝑥
2 + 𝑦2 𝑥 𝑦 1
𝑥21 + 𝑦21 𝑥1 𝑦1 1
𝑥22 + 𝑦22 𝑥2 𝑦2 1
𝑥23 + 𝑦23 𝑥3 𝑦3 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0.

Зокрема, для знаходження рiвняння кола, яке проходить через
точки 𝐴(1, 0), 𝐵(−1, 2) i 𝐶(3, 1) ми записуємо⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ 𝑥
2 + 𝑦2 𝑥 𝑦 1

1 1 0 1
5 −1 2 1
10 3 1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0.

Пiсля обчислення детермiнанта маємо

6𝑥2 + 6𝑦2 − 14𝑥− 26𝑦 + 8 = 0.

У стандартному виглядi його можна записати так(︂
𝑥− 7

6

)︂2

+

(︂
𝑦 − 13

6

)︂2

=
37

18
.

Центр цього кола є точка з координатами
(︀
7
6 ,

13
6

)︀
i радiус

кола рiвний
√︁

37
18 .

Вiдмiтимо також, що коли координати даних точок пiдста-
вити у перший рядок детермiнанта, то перший рядок тепер
ототожнюється з iншим рядком матрицi i її детермiнант пови-
нен дорiвнювати нулю. Таким чином, детермiнантне рiвняння
записане вище дає обiцяний нами результат. �
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Рiвняння орбiти планети.
Для розв’язання таких задач нам потрiбно знати:

1) Загальне рiвняння лiнiї другого порядку на площинi (елiпс,
гiпербола, парабола) має вигляд 𝑎𝑥2+𝑏𝑥𝑦+𝑐𝑦2+𝑑𝑥+𝑒𝑦+𝑓 =
0, де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 – константи.

2) Перший закон Кеплера: орбiта тiла (планети, комети, асте-
роїда), яке рухається навкруги Сонця, є елiпс, в одному з
фокусiв якого знаходиться Сонце.

Приклад 3. Знайти рiвняння орбiти астероїда, який руха-
ється навкруги сонця.

Розв’язання. Астроном, який хоче встановити орбiту обер-
тання астероїда навкруги сонця встановив декартову систему
координат у площинi орбiти з сонцем у початку координат. Тодi
вiн робить 5 спостережень позицiй астероїда у цiй системi через
5 промiжкiв часу. Таке число спостережень необхiдно, оскiльки
загальне рiвняння лiнiї другого порядку на площинi мiстить
шiсть невiдомих коефiцiєнтiв 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 .

Припустимо, що цi точки мають координати: (8,025; 8,31),
(10,17; 6,355), (11,202; 3,212), (10,736; 0,375), (9,092;−2,267).

Пiдставляючи координати цих точок у загальне рiвняння
лiнiї другого порядку, як i в попереднiх прикладах, прийдемо
до рiвняння

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑥2 𝑥𝑦 𝑦2 𝑥 𝑦 1
64,401 66,668 69,056 8,025 8,310 1
103,429 64,630 40,386 10,170 6,355 1
125,485 35,981 10,317 11,202 3,212 1
115,262 4,026 0,141 10,736 0,375 1
82,664 −20,612 5,139 9,092 −2,267 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0.

Пiсля обчислення детермiнанта i спрощення його ми отриму-
ємо таке рiвняння орбiти: 386,799𝑥2 − 102,896𝑥𝑦 + 446,026𝑦2 −
2476,409𝑥− 1427,971𝑦 − 17109,378 = 0.
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𝑥

𝑦

Сонце

1

2

34

5

�

Рiвняння площини.

Приклад 4. Нехай ми маємо три точки у просторi
𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) i 𝐶(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3), якi не лежать на однiй
прямiй. Потрiбно знайти рiвняння площини, яка проходить
через цi точки.

Розв’язання. Загальне рiвняння площини є

𝑎𝑥+ 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R.

Якщо𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) – довiльна точка цiєї площини, то аналогiчно до
попереднього отримуємо систему однорiдних лiнiйних рiвнянь
вiдносно 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎𝑥+ 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0,
𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑐𝑧1 + 𝑑 = 0,
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑧2 + 𝑑 = 0,
𝑎𝑥3 + 𝑏𝑦3 + 𝑐𝑧3 + 𝑑 = 0,

яка має ненульовий розв’язок тiльки тодi, коли⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑥 𝑦 𝑧 1
𝑥1 𝑦1 𝑧1 1
𝑥2 𝑦2 𝑧2 1
𝑥3 𝑦3 𝑧3 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0.
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Наприклад, рiвняння площини, яка проходить через точки
(1,−1, 3) (0, 1, 7) i (4, 0,−1) є⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ 𝑥 𝑦 𝑧 1
1 −1 3 1
0 1 7 1
4 0 −1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0.

Пiсля спрощення воно приймає вигляд

−12𝑥+ 8𝑦 − 7𝑧 + 41 = 0.

�

Вправи
1. Записати рiвняння прямої, яка проходить через точки

(2, 1, 0) i (5, 4, 0).
2. Пояснити, як використати детермiнант для перевiрки, чи

лежать три точки на однiй прямiй. Перевiрте чи лежать точки
(0, 0,−1), (4, 0, 3) i (−2, 0,−3) на однiй прямiй.

3. Знайти рiвняння кола, яке проходить через точки:
а) (0,5,−2), (4,5, 4) i (−4,5, 10);
б) (2, 0,−1), (−1, 0, 3) i (5, 0,−3).
4. Знайти точку, яка знаходиться на однаковiй вiдстанi вiд

точок (1, 1), (4,−3) i (−2,−4).
5. Знайти рiвняння площини, яке проходить через точки

(2, 3,−4), (−1, 0, 3) i (5, 4,−3). Пояснити, чому кожна з трьох
конкретних точок задовольняє рiвняння.

6. Знайти детермiнантну форму умови, що 4 точки лежать
у однiй площинi. Перевiрте виконання цiєї умови для точок
(2, 1,−1), (−1, 1, 1), (0, 2,−1) i (1, 1,−1).

7. Знайти детермiнантну форму для рiвняння конiчного
перерiзу з стандартним рiвнянням 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥+ 𝑒𝑦 +
𝑓 = 0, який проходить через 5 точок (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), 𝑥3, 𝑦3),
(𝑥4, 𝑦4) i (𝑥5, 𝑦5). Застосувати розклад вашого детермiнанта для
демонстрацiї того, що рiвняння яке ви отримали у очiкуванiй
загальнiй формi 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0. Пояснити,
чому кожна з п’яти конкретних точок задовольняє рiвняння.

8. Знайти стандартне рiвняння конiчного перерiзу, який
проходить через 5 точок (3, 0), (−3, 0), (5, 4), (−5, 4) i (5,−4).
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9. Знайти детермiнантну форму для рiвняння сфери з стан-
дартним рiвнянням 𝑎(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑑𝑧 + 𝑒 = 0,
яка проходить через 4 точки (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) (𝑥3, 𝑦3, 𝑧3)
i (𝑥4, 𝑦4, 𝑧4). Застосуйте розклад вашого детермiнанта для де-
монстрацiї того, що рiвняння яке ви отримали у очiкуванiй
загальнiй формi 𝑎(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 𝑏𝑥+ 𝑐𝑦+ 𝑑𝑧+ 𝑒 = 0. Пояснити,
чому кожна з чотирьох заданих точок задовольняє рiвняння.

10. Знайти стандартне рiвняння сфери, яка проходить через
точки (6, 10, 0), (13, 3, 0), (1, 3,−12) i (−4,−2, 12).

11. Знайти точку, яка знаходиться на однаковiй вiдстанi вiд
точок (3, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 3, 1) i (−1, 1, 1).

12. Як можна використати детермiнанти для знаходження
рiвняння поверхнi 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑧2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑒𝑥𝑧 + 𝑓𝑦𝑧 + 𝑔𝑥+ ℎ𝑦 +
𝑖𝑧+𝑗 = 0? Скiльки точок на поверхнi вам потрiбно було б мати?

5. Детермiнанти як площа i об’єм

У 1812 роцi Огюстен-Луї Кошi1 опублiкував працю, в якiй
дав формули, що виражали через детермiнанти об’єми деяких
многогранникiв, зокрема, тетраедра i паралелепiпеда.

Проiлюструємо як застосовуються детермiнанти у геометрiї
до обчислення площ фiгур i об’ємiв. Будемо вважати, що зви-
чайнi Евклiдовi поняття довжини, площi i об’єму вже зрозумiлi
для R2 i R3. Застосування ґрунтується на таких теоремах.

Теорема 2.2. Якщо 𝐴 є матриця 2-го порядку, то площа
паралелограма, визначеного стовпцями 𝐴, рiвна абсолютнiй
величинi детермiнанту матрицi 𝐴. Якщо 𝐴 є матриця 3-го
порядку, то об’єм паралелепiпеда, визначеного стовпцями 𝐴,
рiвний абсолютнiй величинi детермiнанту матрицi 𝐴.

Доведення. Проведемо доведення тiльки першої частини
цiєї теореми.

Теорема є очевидною для будь-якої дiагональної матрицi:⃒⃒⃒⃒
det

[︂
𝑎 0
0 𝑑

]︂⃒⃒⃒⃒
= |𝑎𝑑| =

{︂
площа

прямокутника

}︂
.

1Augustin Louis Cauchy (1789–1857) — видатний французький матема-
тик.
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𝑥

𝑦

𝑂

[︂
0
𝑑

]︂

[︂
𝑎
0

]︂

Буде достатньо показати, що будь-яка матриця другого
порядку 𝐴 = [⃗a1 a⃗2] може бути перетворена у дiагональну
матрицю шляхом, що не змiнює нi площу асоцiйованого пара-
лелограма, нi det𝐴. Ми знаємо, що абсолютна величина детер-
мiнанта не змiнюється, коли два стовпцi помiняти мiсцями або
додати один стовпець помножений на якесь число до iншого.
Легко побачити, що такi перетворення достатнi для перетворе-
ння 𝐴 у дiагональну матрицю. Перемiна мiсцями стовпцiв не
змiнює паралелограма взагалi. Цього достатньо для доведен-
ня наступного простого геометричного спостереження, що має
мiсце для векторiв у R2 та R3:

Нехай a⃗1 i a⃗2 є ненульовi вектори. Тодi для будь-якого
скаляра 𝑐 площа паралелограма, визначеного a⃗1 i a⃗2, рiвна площi
паралелограма, визначеного векторами a⃗1 i a⃗2 + 𝑐a⃗1.

Для доведення цього твердження ми будемо вважати, що
a⃗2 не колiнеарний до a⃗1. В iншому разi два паралелограми
могли б виродитися i мати нульову площу. Якщо 𝐿 є пряма, яка
проходить через 0⃗ i a⃗1, то a⃗2 + 𝐿 є пряма, яка проходить через
a⃗2 паралельно до 𝐿 i вектор a⃗2 + 𝑐a⃗1 належить на цiй прямiй
(див. рис. 2.6). Точки a⃗2 i a⃗2 + 𝑐a⃗1 мають однакову вiдстань до
𝐿. Тому два паралелограми на рис. 2.6 мають однакову площу,
оскiльки у них однакова основа i рiвнi висоти. Це завершує
доведення для R2.

Доведення для R3 є аналогiчним. �

Приклад 1. Обчислити площу паралелограма з вершина-
ми в точках (−2,−2), (0, 3), (4,−1) i (6, 4).
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0⃗

a⃗2 + 𝑐a⃗1

a⃗1

a⃗2

𝐿

a⃗2 + 𝐿

𝑐a⃗1

Рис. 2.6.

Розв’язання. Спочатку перенесемо паралельно паралело-
грам так, щоб одна вершина була у початку координат. Для цьо-
го потрiбно вiдняти координати, наприклад, вершини (−2,−2)
вiд вiдповiдних координат кожної з чотирьох вершин. Новий
паралелограм має таку ж площу i його вершини є (0, 0), (2, 5),
(6, 1) i (8, 6). Цей паралелограм визначено стовпцями матрицi

𝐴 =

[︂
2 6
5 1

]︂
.

Оскiльки | det𝐴| = | − 28| = 28, то площа паралелограма дорiв-
нює 28. �

Приклад 2. Знайти об’єм паралелепiпеда з одною вер-
шиною у початку координат i сусiднiми вершинами у точках
(1, 0,−2), (1, 2, 4), (7, 1, 0).

Розв’язання. Даний паралелепiпед визначено стовпцями
матрицi

𝐴 =

⎡⎣ 1 1 7
0 2 1
−2 4 0

⎤⎦ .
Оскiльки |det𝐴| = |22|, то об’єм паралелепiпеда дорiвнює 22. �

Детермiнанти можуть бути використанi для опису важливих
геометричних властивостей лiнiйних перетворень на площинi i в
просторi R3. Якщо 𝑇 є лiнiйним перетворенням i 𝑆 є пiдмножи-
на у областi визначення 𝑇 , то позначимо через 𝑇 (𝑆) множину
образiв точок з 𝑆. Нас цiкавить, як площа (або об’єм) образа
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фiгури (тiла) 𝑇 (𝑆) порiвнюється з площею (або об’ємом) вихi-
дної множини 𝑆. Для зручностi, коли 𝑆 є частиною площини,
яка обмежена паралелограмом, ми говоритимемо про 𝑆 як про
паралелограм.

Теорема 2.3. Нехай 𝑇 : R2 → R2 є лiнiйним перетворен-
ням, яке визначене матрицею другого порядку 𝐴. Якщо 𝑆 є
паралелограмом у R2, то

{площа 𝑇 (𝑆)} = | det𝐴| · {площа 𝑆}.
Якщо 𝑇 є лiнiйним перетворенням, яке визначене матрицею
третього порядку 𝐴, i якщо 𝑆 — паралелепiпед в R3, то

{об’єм 𝑇 (𝑆)} = | det𝐴| · {об’єм 𝑆}.

Пропонуємо довести цю теорему як вправу.
Якщо ми спробуємо узагальнити теорему 2.3 на областi у R2

або у R3, якi обмеженi не тiльки прямими або площинами, а i
кривими, то ми виходимо на проблему, як визначити i обчислити
її площу i об’єм. Це питання вивчено у математичному аналiзi i
ми опишемо тiльки у загальних рисах базисну iдею для простору
R2. Якщо 𝑅 є областю на площинi, яка має скiнченну площу,
то 𝑅 може бути апроксимована сiткою маленьких квадратiв,
якi лежать всерединi 𝑅. Роблячи квадрати достатно малими,
площа 𝑅 може бути апроксимована досить близько, як сума
площ маленьких квадратiв.

0 0

Рис. 2.7.

Якщо 𝑇 —це лiнiйне перетворення асоцiйоване з його стан-
дартою матрицею другого порядку 𝐴, то образ плоскої областi
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𝑅 при перетвореннi 𝑇 є наближенням образiв маленьких ква-
дратiв всерединi 𝑅. Якщо 𝑅′ є об’єднанням квадратiв всерединi
𝑅, то площа 𝑇 (𝑅′) рiвна добутку абсолютної величини |𝐴| на
площу 𝑅′ (див. рис. 2.7). Площа 𝑇 (𝑅′) є близькою до площi
𝑇 (𝑅). Нарештi, залучення граничного переходу обгрунтовує
таке узагальнення теореми 2.3.

0

𝑇

𝑅′ 0
𝑇 (𝑅′)

Рис. 2.8.

Висновки теореми 2.3 мають мiсце завжди, коли 𝑆 є областю
у R2, яка має скiнченну площу, або областю у R3, яка має
скiнченний об’єм.

Приклад 3. Нехай 𝑎 i 𝑏 додатнi числа. Знайти площу обла-
стi 𝐸 обмеженої елiпсом

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1.

Розв’язання. Ми стверджуємо, що 𝐸 —це образ одини-
чного круга 𝐷 при лiнiйному перетвореннi 𝑇 , визначеному ма-

трицею 𝐴 =

[︂
𝑎 0
0 𝑏

]︂
. Тут вiдбувається розтяг (чи стиск) в 𝑎

раз вздовж однiєї координатної осi та у 𝑏 раз вздовж iншої осi.
За узагальненням теореми 2.3 маємо:

{площа елiпса} = {площi𝑇 (𝐷)} = |det𝐴| · {площа𝐷} =

= 𝑎𝑏 · 𝜋 · 12 = 𝜋𝑎𝑏.

�

Вправи
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1. Довести теорему 2.2 для R3.
2. Знайти площу паралелограма, вершини якого задано:
а) (−1, 0), (0, 5), (1,−4), (2, 1);
б) (0,−2), (6,−1), (−3, 1), (3, 2).
3. Знайти формулу для площi трикутника, вершинами якого

є 0⃗, v⃗1 i v⃗2 з R2.
4. Знайти об’єм паралелепiпеда з однiєю вершиною

у початку координат i сусiднiми вершинами у точках
(1, 4, 0), (2, 5, 0), (−1, 2, 5).

5. Знайти об’єм паралелепiпеда з однiєю верши-
ною у точцi (1, 1, 1) i сусiднiми вершинами у точках
(2, 1, 3), (1, 5, 0), (−2, 0, 5).

6. Знайти об’єм тетраедра, ребрами якого є вектори v⃗1, v⃗2

i v⃗3.
7. Знайти умову, при якiй три точки 𝐴1(𝑥1, 𝑦1), 𝐴2(𝑥2, 𝑦2) i

𝐴3(𝑥3, 𝑦3) лежать на однiй прямiй.
8. Знайти умову, при якiй чотири точки 𝐴1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),

𝐴2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), 𝐴3(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3) i 𝐴4(𝑥4, 𝑦4, 𝑧4) лежать в однiй пло-
щинi.

9. Довести теорему 2.3.
10. Нехай 𝑆 —це паралелограм, який побудовано на векто-

рах b⃗1 =

[︂
−2

3

]︂
i b⃗2 =

[︂
−2

5

]︂
i нехай 𝐴 =

[︂
6 −2
−3 2

]︂
.

Обчислити площу образу 𝑆 при вiдображеннi x⃗ ↦→ 𝐴x⃗.
11. Нехай 𝑇 : R3 → R3 є лiнiйним перетворенням, яке визна-

чене матрицею

⎡⎣ 𝑎 0 0
0 𝑏 0
0 0 𝑐

⎤⎦, де 𝑎, 𝑏, 𝑐 є додатнi числа. Нехай 𝑆

є одинична куля, поверхня якої має рiвняння 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1.
a) Показати, що 𝑇 (𝑆) обмежена елiпсоїдом з рiвнянням

𝑥2

𝑎2
+ 𝑦2

𝑏2
+ 𝑧2

𝑐2
= 1.

б) Використовуючи той факт, що об’єм одиничної кулi дорiв-
нює 4𝜋

3 , визначити об’єм областi, обмеженої елiпсоїдом у частинi
(a).
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6. Лiнiйна алгебра i модель Леонтьєва вiдкритої
економiки

Модель Леонтьєва вiдкритої економiки.
Модель Леонтьєва закритої економiки (§ 6 роздiлу 1) до-

слiджує випадок, коли товари не приходять i не виходять з
економiки, але у дiйсностi це трапляється не так часто. Зазви-
чай економiка має задовольняти певний зовнiшнiй (додатковий)
попит, наприклад, урядових установ. Позначимо через 𝑑𝑖 буде
зовнiшнiй попит до 𝑖-ої iндустрiї, 𝑝𝑖 i 𝑚𝑖𝑗 мають такий самий
змiст, як у закритiй моделi (див. § 6 роздiлу 1). Тодi одержуємо
рiвнiсть

𝑝𝑖 = 𝑝1𝑚𝑖1 + 𝑝2𝑚𝑖2 + · · ·+ 𝑝𝑛𝑚𝑖𝑛 + 𝑑𝑖

для кожного 𝑖.
Для задоволення власного попиту виробники рiзних галузей

економiки створюють для себе промiжний попит для товарiв,
якi необхiднi їм як витрати для виготовлення власної продукцiї
(𝐶p⃗). Для задоволення зовнiшнього попиту виробники створю-
ють для себе новий промiжний попит i т. д. Взаємовiдносини
мiж секторами дуже складнi (комплекснi) i тому не зрозумiло,
яким є зв’язок мiж пiдсумковим попитом i виробництвом.

Леонтьєв поставив таку проблему: чи iснує виробництво
рiвня x⃗ таке, щоб обсяги виробленого (або запланованого) точно
балансували iз сумарним попитом для цiєї продукцiї так, що⎧⎨⎩ обсяг

виробленого
x⃗

⎫⎬⎭ =

{︂
промiжний

попит

}︂
+

⎧⎨⎩
пiдсумковий

попит
d⃗

⎫⎬⎭ (2.12)

Iншими словами цю рiвнiсть можна записати так:{︃
вектор

валового
випуску (x⃗)

}︃
=

{︃
вектор

мiжгалузевого
споживання (𝐶x⃗)

}︃
+

{︃
вектор споживання

у невиробничiй
сферi (d⃗)

}︃

Загальна модель Леонтьєва витрати-випуск (модель виро-
бництва) має вигляд

x⃗ = 𝐶x⃗ + d⃗. (2.13)
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Це дає таку систему лiнiйних рiвнянь, що записана у матри-
чнiй формi:

p⃗ = 𝐶p⃗ + d⃗,

де p⃗ i 𝐶 такi як у § 6 роздiлу 1, d⃗ =

⎡⎢⎣ 𝑑1
...
𝑑𝑛

⎤⎥⎦— вектор зовнi-

шнього попиту. Цю систему перепишемо у такому виглядi

(𝐼 − 𝐶)p⃗ = d⃗.

Приклад 1. Розглянемо економiку, яка мiстить три секто-
ри— промисловiсть, сiльське господарство i сферу послуг —
з одиницями споживчих векторiв c⃗1, c⃗2, c⃗3, якi показанi у
таблицi нижче:

Витрати попиту на одиницю продукцiї
Закупка з: Промисловiсть Сiльське Сфера

господарство послуг
Промисловiсть 0,5 0,4 0,2
Сiльське
господарство 0,2 0,3 0,1
Сфера послуг 0,1 0,1 0,3

↑ ↑ ↑
c⃗1 c⃗2 c⃗3

Припустимо, що пiдсумковий попит становить 50 одиниць
для промисловостi, 30 одиниць для сiльського господарства i 20
одиниць для сфери послуг. Знайти вектор обсягу виробництва
x⃗, який буде задовольняти такий попит.

Розв’язання. Споживча матриця i зовнiшнiй попит для
цiєї економiки вiдповiдно мають вигляд

𝐶 =

⎡⎣ 0,5 0,4 0,2
0,2 0,3 0,1
0,1 0,1 0,3

⎤⎦ та d⃗ =

⎡⎣ 50
30
20

⎤⎦ . (2.14)
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Матриця коефiцiєнтiв у (2.13) є

𝐼 − 𝐶 =

⎡⎣ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎦−
⎡⎣ 0,5 0,4 0,2

0,2 0,3 0,1
0,1 0,1 0,3

⎤⎦ =

⎡⎣ 0,5 −0,4 −0,2
−0,2 0,7 −0,1
−0,1 −0,1 0,7

⎤⎦ .
Розв’яжемо систему (2.13) для цiєї економiки методом Гауса⎡⎣ 0,5 −0,4 −0,2 50
−0,2 0,7 −0,1 30
−0,1 −0,1 0,7 20

⎤⎦ ∼
⎡⎣ 5 −4 −2 500
−2 7 −1 300
−1 −1 7 200

⎤⎦ ∼ . . . ∼
∼

⎡⎣ 1 0 0 226
0 1 0 119
0 0 1 78

⎤⎦ .
Останнiй стовпець заокруглено до найближчого цiлого чи-

сла. Таким чином, промисловiсть повинна виготовити 226 оди-
ниць продукцiї, сiльське господарство — 119, сфера обслугову-
вання— 78. �

Зрозумiло, що для iснування розв’язку рiвняння (2.13) необ-
хiдно, щоб матриця 𝐼−𝐶 була оборотною, а це не завжди буває.
Якщо iснує (𝐼 − 𝐶)−1, то дiстаємо розв’язок x⃗ = (𝐼 − 𝐶)−1d⃗.

Будемо говорити, що матриця 𝐴 (вектор x⃗) є невiд’ємною
(невiд’ємним) i записується 𝐴 > 0 (x⃗ > 0), якщо всi її (його)
елементи невiд’ємнi. Позначення 𝐴 > 0 для матрицi 𝐴 означає,
що усi елементи матрицi 𝐴 є невiд’ємними i принаймнi один є
додатним (аналогiчно для вектора).

Оскiльки вектор попиту є додатним, то ми хочемо, щоб
матриця (𝐼 − 𝐶)−1 була додатною.

Означення 2.1. Споживча матриця 𝐶 називається про-
дуктивною, якщо виконуються умови:

а) вона невiд’ємна;

б) для будь-якого невiд’ємного вектора d⃗ рiвняння Леонтьєва з
матрицею 𝐶 має невiд’ємний розв’язок.

У такому випадку модель Леонтьєва називають продуктив-
ною.
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Для рiвняння Леонтьєва (2.13) розроблена теорiя дослiдже-
ння його розв’язування. Зокрема, можна довести, що мають
мiсце такi твердження.

Теорема 2.4. Якщо матриця 𝐶 є невiд’ємною i принайм-
нi для одного вектора d⃗ > 0 рiвняння Леонтьєва (2.13) має
додатний розв’язок, то матриця 𝐶 є продуктивною.

Теорема 2.5. Невiд’ємна матриця 𝐶 є продуктивною тодi
i тiльки тодi, коли матриця (𝐼 − 𝐶)−1 iснує i невiд’ємна.

Мають мiсце також iншi умови продуктивностi матриць.
У наступнiй теоремi термiн стовпцева сума означає суму

елементiв у стовпцi матрицi. Зазвичай стовпцевi суми споживчої
матрицi меншi одиницi, оскiльки сектор вимагає менше нiж
вартiсть однiєї одиницi витрат на створення однiєї одиницi
продукцiї.

Теорема 2.6. Нехай 𝐶 — споживча матриця (матриця
прямих затрат) для економiки, d⃗— пiдсумковий попит. Якщо
𝐶 i d⃗ мають невiд’ємнi координати i кожна стовпцева сума
𝐶 менша 1, то (𝐼 − 𝐶)−1 iснує i створює вектор

x⃗ = (𝐼 − 𝐶)−1d⃗,

який має невiд’ємнi координати i є єдиним розв’язком рiвняння

x⃗ = 𝐶x⃗ + d⃗.

Правильнiсть цiєї теореми випливатиме з подальших мiрку-
вань, якi, крiм цього, приводять до нового шляху обчислення
(𝐼 − 𝐶)−1.

Формула для (𝐼 − 𝐶)−1.
Уявимо собi, що попит виражений через d⃗ представляє рiзнi

сектори економiки на початку року i вони реагують на вста-
новлення їхнiх рiвнiв продукцiї до x⃗ = d⃗, який буде точно
вiдповiдати пiдсумковому попиту. Коли виробництва (сектори
iндустрiї) планують виготовити продукт d⃗, то вони вiдiшлють
замовлення для їх сировинних матерiалiв i iнших затрат. Це
створює промiжний попит 𝐶d⃗ для затрат.
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Зустрiчаючи додатковий попит 𝐶d⃗, виробництвам будуть не-
обхiднi додатковi затрати 𝐶(𝐶d⃗) = 𝐶2d⃗. Звичайно, це створює
друге коло промiжного попиту i коли галузi вирiшать виробити
навiть бiльше продукцiї,орiєнтуючись на новий попит, то вони
створять третє коло попиту, а саме, 𝐶(𝐶2d⃗) = 𝐶3d⃗, i так далi.

Теоретично ми можемо уявити цей процес безперервним
нескiнченно, хоча в дiйсностi воно не має мiсця з такою жорс-
ткiстю послiдовних подiй. Ми можемо зобразити цю гiпотетичну
ситуацiю в такий спосiб:

Попит, що повинен Входи необхiднi для
бути виконаний зустрiчi цього попиту

Пiдсумковий попит d⃗ 𝐶d⃗
Попереднiй попит

1-е коло 𝐶d⃗ 𝐶(𝐶d⃗) = 𝐶2d⃗

2-е коло 𝐶2d⃗ 𝐶(𝐶2d⃗) = 𝐶3d⃗

3-е коло 𝐶3d⃗ 𝐶(𝐶3d⃗) = 𝐶4d⃗
...

...
...

Продукцiя рiвня x⃗, що буде зустрiчати весь цей попит:

x⃗ = d⃗ + 𝐶d⃗ + 𝐶2d⃗ + 𝐶3d⃗ + · · ·
= (𝐼 + 𝐶 + 𝐶2 + 𝐶3 + · · · )d⃗.

(2.15)

Для надання змiсту (2.15) ми використаємо наступну алге-
браїчну тотожнiсть:

(𝐼 − 𝐶)(𝐼 + 𝐶 + 𝐶2 + 𝐶3 + · · ·+ 𝐶𝑚) = 𝐼 − 𝐶𝑚+1 (2.16)

Можна показати, що коли усi стовпцевi суми матрицi 𝐶
строго меншi одиницi, то 𝐼 − 𝐶 є оборотною та 𝐶𝑚 прямує до
нульової матрицi, коли𝑚 стає достатньо великим i 𝐼−𝐶𝑚+1 → 𝐼.
(Цей факт є аналогiчним до факту, що якщо 0 < 𝑡 < 1, то 𝑡𝑚 → 0
при 𝑚→∞.) Використовуючи (2.16), запишемо

(𝐼 − 𝐶)−1 ≈ 𝐼 + 𝐶 + 𝐶2 + 𝐶3 + · · ·+ 𝐶𝑚, (2.17)

де усi стовпцевi суми матрицi 𝐶 меншi одиницi. Тому праву
частину рiвностi (2.17) при достатньо великому 𝑚 можна iнтер-
претувати як значення (𝐼 − 𝐶)−1.

У актуальних моделях затрати-випуск степенi споживчої
матрицi прямують до нульової матрицi досить швидко. Тому
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(2.17) дiйсно дає практичний шлях для обчислення (𝐼 − 𝐶)−1.
Подiбно, для будь-якого d⃗ вектори 𝐶𝑚d⃗ прямують до нульового
вектора швидко i (2.15) є практичним шляхом розв’язання
рiвняння (𝐼 −𝐶)x⃗ = d⃗. Якщо координати у 𝐶 i d⃗ невiд’ємнi, то
(2.15) показує, що координати у x⃗ також невiд’ємнi.

Економiчна важливiсть елементiв у (𝐼 − 𝐶)−1.
Елементи у (𝐼 −𝐶)−1 є iстотними тому, що вони можуть бу-

ти використанi для прогнозування того, як продукцiя x⃗ повинна
змiнитися, коли пiдсумковий попит d⃗ змiнюється. Фактично,
елементи у 𝑗-ому стовпцi матрицi (𝐼 − 𝐶)−1 є збiльшенi обсяги
рiзних секторiв, якi повиннi змiнитися для задоволення зроста-
ння однiєї одиницi у пiдсумковому попитi для виходу з сектора
𝑗. Матрицю (𝐼 − 𝐶)−1 називають матрицею повних затрат.

Зауваження. У будь-якiй прикладнiй задачi (не тiльки
економiчнiй), рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗ може завжди бути записане як
(𝐼 − 𝐶)x⃗ = b⃗ з 𝐶 = 𝐼 −𝐴. Якщо система є великою i «рiдкою»
(бiльшiсть елементiв її матрицi дорiвнюють нулю), то може
трапитися, що стовпцевi суми за абсолютною величиною у 𝐶
меншi нiж 1. У цьому випадку 𝐶𝑚 → 0. Якщо 𝐶𝑚 наближається
до нуля достатньо швидко, то (2.15) i (2.17) дають практичну
формулу для розв’язування рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗ i обчислення
оберненої матрицi 𝐴−1.

Розглянемо детальнiше застосування моделi Леонтьєва на
прикладi.

Приклад 2. Розглянемо вiдкриту економiку з iндустрiями
вугiльної промисловостi, електроенергетикою та автомобiль-
ним заводом. Для випуску на 1$ вугiлля гiрничодобувна галузь
повинна закупити 0,1$ своєї власної продукцiї, 0,30$ електро-
енергiї i 0,1$ затратити на автомобiлi для його транспортування.
Для випуску на 1$ електроенергiї затрачається 0,25$ на вугiл-
ля, 0,4$ на електроенергiю i 0,15$ на автомобiлi. Нарештi, для
випуску 1$ вартостi автомобiля автозавод повинен закупити на
0,2$ вугiлля, на 0,5$ електрики i витратити 0,1$ на автомобiлi.
Припустимо, що протягом перiоду в один тиждень ця еконо-
мiка має зовнiшний попит на 50 000$ вартостi вугiлля, 75 000$
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вартостi електроенергiї i 125 000$ вартостi авто. Знайти рiвень
виробництва (валовий випуск) кожної з трьох галузей у перiод
цього тижня для точного виконання внутрiшнього i зовнiшнього
попитiв.

Розв’язання. Складемо таблицю даних задачi.

Галузi, як Галузi, як споживачi ресурсiв Додатко- Валовий
виробники Видобуток Електро- Авто- вий попит випуск
продуктiв вугiлля енергiя мобiлi
Видобуток
вугiлля 0,1 0,25 0,2 50 000
Електро-
енергетика 0,3 0,4 0,5 75 000
Автомобiлi 0,1 0,15 0,1 125 000

Споживча матриця має такий вигляд:

𝐶 =

⎡⎣ 0,1 0,25 0,2
0,3 0,4 0,5
0,1 0,15 0,1

⎤⎦
i вектор зовнiшнього попиту є

𝑑 =

⎡⎣ 50 000
75 000
125 000

⎤⎦ .
Тодi

𝑝 = (𝐼 − 𝐶)−1𝑑,

де

𝐼 − 𝐶 =

⎡⎣ 0,9 −0,25 −0,2
−0,3 0,6 −0,5
−0,1 −0,15 0,9

⎤⎦ .
Далi за формулою знайдемо

(𝐼 − 𝐶)−1 =

⎡⎣ 1,464 0,803 0,711
1,007 2,488 1,606
0,330 0,503 1,464

⎤⎦ ,
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яка дає

𝑝 =

⎡⎣ 1,464 0,803 0,711
1,007 2,488 1,606
0,330 0,503 1,464

⎤⎦⎡⎣ 50000
75000
125000

⎤⎦ =

⎡⎣ 229921,59
437795,27
237401,57

⎤⎦ .
Отже, загальний випуск вугiльно-добувної галузi повинен бу-
ти 229921,59$, загальний випуск електрогенеруючої фабрики—
437795,27$ i загальний випуск продукцiї автомобiльного заводу —
237401,57$. �

Вправи
1. Розглянути модель x⃗ = 𝐶x⃗ + d⃗, для економiки з двома

секторами, де

а) 𝐶 =

[︂
0,0 0,5
0,6 0,2

]︂
, d⃗ =

[︂
50
30

]︂
.

б) 𝐶 =

[︂
0,1 0,6
0,5 0,2

]︂
, d⃗ =

[︂
18
11

]︂
.

У вправах 2–5 задано економiку, яка роздiлена на 3 секто-
ри — промисловiсть, сiльське господарство i сферу послуг. Для
випуску кожної одиницi продукцiї промисловостi вимагається
витратити 0,1 одиницi з iнших компанiй цього сектору, 0,30
одиницi з сiльського господарства i 0,3 одиницi з сфери послуг.
Для кожної одиницi свого випуску сiльське господарство вико-
ристовує 0,2 одиницi з власного випуску, 0,6 — з промисловостi
i 0,1 — з сфери послуг. Сфера послуг споживає 0,1 одиницi зi
сфери послуг, 0,6 — з промисловостi, але не потребує сiльсько-
господарських продуктiв для своєї продукцiї.

2. Побудувати споживчу матрицю для цiєї економiки i ви-
значити, якi попереднi попити створено, якщо сiльське госпо-
дарство планує випустити 100 одиниць продукцiї.

3. Визначити рiвень продукцiї, який необхiдний для задо-
волення пiдсумкового попиту на 18 одиниць для сiльського
господарства без пiдсумкового попиту для iнших секторiв. (Не
обчислюйте обернену матрицю.)

4. Визначити рiвень продукцiї, який необхiдний для задово-
лення пiдсумкового попиту на 18 одиниць для промисловостi
без пiдсумкового попиту для iнших секторiв. (Не обчислюйте
обернену матрицю.)
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5. Визначити рiвень продукцiї, який необхiдний для задово-
лення пiдсумкового попиту на 18 одиниць для промисловостi,
18 одиниць для сiльського господарства i 0 одиниць для сфери
послуг.

6. Наступна таблиця мiстить данi балансу трьох галузей
промисловостi за деякий перiод. Знайти обсяг валового випуску
продукцiї, при якому кiнцеве споживання по галузям збiльши-
ться вiдповiдно до 60, 70 i 30.

Галузi, як Галузi, як споживачi ресурсiв Додат- Валовий
виробники Видобуток Енерге- Машино- ковий випуск
продуктiв нафти тика будування попит
Видобуток
нафти 0,5 0,35 0,2 40 100
Енергетика 0,1 0,1 0,2 60 100
Машино-
будування 0,2 0,1 0,1 10 50

7. У наступнiй таблицi наведенi данi про баланс за деякий
перiод мiж п’ятьма галузями промисловостi. Записати споживчу
матрицю, вектори зовнiшнього попиту та валового випуску
продукцiї. Встановити чи є споживча матриця продуктивною
та знайти вектор валового випуску продукцiї, якщо зовнiшнiй
попит зросте на 10%.
№ Галузi як Галузi, як споживачi ресурсiв Додатк. Валовий

виробники 1 2 3 4 5 попит випуск
1 Верстато- 0,15 0,12 0,24 0,23 0,16 10 100

будування
2 Енергетика 0,1 0,03 0,35 0,15 0,07 30 100
3 Машино- 0,1 0,05 0,1 0,1 0,1 20 50

будування
4 Автомобiльна 0,1 0,05 0,1 0,05 0,05 20 50

промисловiсть
5 Видобуток 0,07 0,15 0,15 0,1 0,03 50 100

вугiлля
8. Яка з наступних матриць є продуктивною?

а) 𝐴 =

⎡⎣ 0,6 0,02 0,1
0,3 0,2 0,4
0,2 0,4 0,3

⎤⎦ . б) 𝐵 =

[︂
0,6 0,5
0,1 0,5

]︂
.
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9. Розглянемо економiку з трьома iндустрiями та спожив-
чою матрицею

𝐶 =

⎡⎣ 𝑘 𝑘 𝑘
𝑘 𝑘 𝑘
𝑘 𝑘 𝑘

⎤⎦ ,
де 0 < 𝑘 < 1.

а) Для якого значення 𝑘 буде iснувати (𝐼 − 𝐶)−1?
б) Для якого значення 𝑘 матриця (𝐼−𝐶)−1 буде невiд’ємною?
в) Яким буде вектор продукцiї, якщо вектор попиту

𝑑 =

⎡⎣ 1000
1000
1000

⎤⎦?

10. При вивченнi балансу виробництва трьох галузей ви-
явили, що споживча матриця є

𝐶 =

⎡⎣ 0,40 0,10 0,25
0,10 0,20 0,20
0,40 0,20 0,20

⎤⎦ .
Планується вектор випуску кiнцевого продукту таким d⃗ =⎡⎣ 160

221
251

⎤⎦ .
Знайти вiдповiдний вектор валового випуску продукцiї.
111. Споживча матриця 𝐶, яка записана нижче, базується

на даних затрати-випуск для економiки США у 1958 роцi з
даними для 81 секторiв згрупованих у 7 бiльших секторiв:

1) неметалiчнi предмети домашнього i особистого користу-
вання;

2) кiнцевi металевi продукти (такi як транспортнi засоби);
3) основнi металопродукти i видобуток корисних копалин;
4) основнi неметалевi продукти i сiльське господарство;
5) енергетика;
6) сфера обслуговування;
7) розваги i рiзноманiтнi продукти.

1Джерело: Wassily W. Leontief, «The Structure of the U.S. Economy»
Scientific American, April, 1965, pp. 30–32.
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Знайти необхiднi рiвнi продукцiї для задоволення пiдсумко-
вого попиту d⃗ (одиницями є мiльйони доларiв США).

𝐶 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,159 0,006 0,002 0,030 0,001 0,008 0,159
0,006 0,264 0,044 0,010 0,008 0,020 0,341
0,026 0,151 0,356 0,014 0,014 0,007 0,024
0,330 0,056 0,049 0,364 0,020 0,048 0,065
0,009 0,008 0,033 0,029 0,341 0,024 0,002
0,119 0,090 0,100 0,126 0,172 0,237 0,337
0,006 0,013 0,020 0,010 0,006 0,013 0,001

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, d⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

74, 0
56, 0
10, 5
25, 0
17, 5
196, 0
5, 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

7. Матрицi i комп’ютерна графiка

Пiд комп’ютерною графiкою розумiють образи, тобто двови-
мiрнi зображення, якi створюються, перетворюються, оцифро-
вуються, обробляються та демонструються на комп’ютерному
екранi. Робота з комп’ютерною графiкою— один з найпопуляр-
нiших напрямiв використання персонального комп’ютера. Сьо-
годнi важко уявити, що вона отримала такий значний розвиток
лише у останнi 40 рокiв. Без комп’ютерної графiки не обходи-
ться жодна сучасна мультимедiйна програма. Iндустрiя розваг
розробила найбiльше грандiозних використань комп’ютерних
графiк. Застосування комп’ютерних графiк широко розповсю-
джується i швидко зростає.

Розрiзняють векторну, растрову, та фрактальну комп’ю-
тернi графiки. Векторна графiка— це спосiб представлення
зображень, який базується на використаннi елементарних гео-
метричних об’єктiв, таких як точки, прямi, сплайни, многоку-
тники. Растрова графiка передбачає представлення зображення
у виглядi набору пiкселiв (кольорових точок). Векторна комп’ю-
терна графiка використовується для креслярських i проектно-
конструкторських робiт. У нiй достатньо складнi композицiї
займають порiвняно з растровою графiкою невеликий обсяг
пам’ятi та мають значно меншi вимоги до продуктивностi про-
цесорiв.

Покажемо деякi основнi математичнi засоби лiнiйної алге-
бри, якi використовуються при зображеннi графiчних образiв
на екранi дисплея. Кожний такий образ мiстить деяку кiлькiсть
точок, що зв’язанi мiж собою прямими або кривими, а також
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iнформацiю про те, як заповнити областi, що обмежуються
цими прямими або кривими.

Серед найпростiших двовимiрних графiчних символiв є лi-
тери (символи). Деякi лiтери формуються як каркаснi об’єкти з
точок i вiдрiзкiв. Iншi ж мають викривленi частини i тому окрiм
точок у цих випадках додаються ще математичнi формули для
задання вiдповiдних кривих. Розглянемо найпростiшi приклади.

Приклад 1. Велика лiтера 𝑁 , що зображе-
на на рисунку, визначена вiсьмома точками
або вершинами. Координати точок можуть
бути записанi в матрицю даних 𝐷:

𝐷 =

[︂
0 0,5 0,5 6 6 5,5 5,5 0
0 0 6,42 0 8 8 1,58 8

]︂
(𝑖-ий стовпець матрицi 𝐷 є координатами 𝑖-ої
вершини).1 1 2 4

568

3

7

Приклад 2. Задана матриця 𝐴 =

[︂
1 0,25
0 1

]︂
описує дiю

лiнiйного перетворення зсуву x⃗ ↦→ 𝐴x⃗ на буквi 𝑁 у прикладi 1.
Пояснити, як це вiдбувається.

Розв’язання. Як вiдомо, виконання лiнiйного перетворен-
ня над вектором рiвносильне множенню його на матрицю цього
перетворення у вибраному базисi. За означенням матричного
множення стовпцi добутку 𝐴𝐷 мiстять образи вершин букви
𝑁 .

𝐴𝐷 =

[︂
0 0,5 2,105 6 8 7,5 5,895 2
0 0 6,420 0 8 8 1,580 8

]︂
Перетворенi вершини накресленi на рис. 2.9 разом з зв’я-

заними прямими вiдрiзками, якi вiдповiдають їм у вихiдному
рисунку. �

Приклад 3. Обчислити матрицю перетворення, яке ви-
конує перетворення зсуву з попереднього прикладу, а потiм
масштабує всi 𝑥-координати на множник 0,75.

1Окрiм задання матрицi 𝐷 ще необхiдно уточнити, якi саме вершини
зв’язанi вiдрiзками. Ми опускаємо цю деталь.
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1 2 4

568

3

7

Рис. 2.9. Рис. 2.10.

Розв’язання. Перетворення стиску, яке при незмiннiй ор-
динатi змiнює абсцису з коефiцiєнтом 0,75 задається матрицею

𝑆 =

[︂
0,75 0

0 1

]︂
.

Тодi матрицею композицiї двох перетворень є

𝑆𝐴 =

[︂
0,75 0

0 1

]︂ [︂
1 0,25
0 1

]︂
=

[︂
0,75 0,1875

0 1

]︂
.

Отже, в результатi отримаємо

(𝑆𝐴)𝐷 =

[︂
0, 75 0, 1875

0 1

]︂ [︂
0 0,5 0,5 6 6 5,5 5,5 0
0 0 6,42 0 8 8 1,58 8

]︂
=

=

[︂
0 0,375 1,579 4, 5 6 5,625 4,421 1, 5
0 0 6,42 0 8 8 1,58 8

]︂
Результат цього перетворення показано на рисунку 2.10. �
Математика комп’ютерних графiк тiсно пов’язана з матри-

чним множенням. На жаль, паралельне перенесення об’єкта на
екранi не вiдповiдає прямо матричному множенню тому, що
перенесення не є лiнiйним перетворенням. Стандартним шля-
хом уникнення цих труднощiв є введення так званих однорiдних
координат.

Однорiднi координати.
Кожна точка (𝑥, 𝑦) у R2 може бути ототожнена з точкою

(𝑥, 𝑦, 1) на площинi у R3, яка лежить на одну одиницю вище
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площини 𝑥𝑂𝑦. Ми говоримо, що точка (𝑥, 𝑦) має однорiднi ко-
ординати (𝑥, 𝑦, 1). Наприклад, точка (0, 0) має однорiднi коор-
динати (0, 0, 1). Однорiднi координати точок не додаються та
не множаться на скаляри, але вони можуть бути перетворенi
засобами матричного множення матриць 3-го порядку.

Приклад 4. Паралельне перенесення виду (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥 +
ℎ, 𝑦+𝑘) записується у однорiдних координатах, як (𝑥, 𝑦, 1) ↦→ (𝑥+
ℎ, 𝑦+𝑘, 1). Це перетворення може бути обчислене за допомогою
матричного множення:⎡⎣1 0 ℎ

0 1 𝑘
0 0 1

⎤⎦⎡⎣𝑥𝑦
1

⎤⎦ =

⎡⎣𝑥+ ℎ
𝑦 + 𝑘

1

⎤⎦ .
Приклад 5. Будь-яке лiнiйне перетворення на R2 пред-

ставляється у однорiдних координатах за допомогою блочної

матрицi виду
[︂
𝐴 0
0 1

]︂
де 𝐴—матриця другого порядку. Типови-

ми прикладами є:⎡⎣ cos𝜙 − sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0

0 0 1

⎤⎦,
⎡⎣ 0 1 0

1 0 0
0 0 1

⎤⎦,
⎡⎣ 𝑠 0 0

0 𝑡 0
0 0 1

⎤⎦.
Поворот навколо початку Симетрiя Множення 𝑥 на 𝑠

проти годинникової стрiлки вiдносно та 𝑦 на 𝑡
на кут 𝜙 𝑦 = 𝑥

Композицiя перетворень.
Рух (перемiщення) фiгури на комп’ютерному екранi часто

вимагає двох або бiльше базисних перетворень. Композицiя
таких перетворень вiдповiдає матричному множенню (якщо
використовуються однорiднi координати).

Приклад 6. Знайти матрицю третього порядку, яка вiдпо-
вiдає композицiї перетворень масштабування з коефiцiєнтом 0,3,
повороту на 90∘ i паралельного перенесення на вектор (−0,5; 2).

Розв’язання. Якщо 𝜙 = 𝜋
2 , то sin𝜙 = 1 i cos𝜙 = 0. З

прикладiв 4 i 5 знаходимо матрицi:
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0 0,3 0
0 0 1

⎤⎦,
⎡⎣ 0 −1 0

1 0 0
0 0 1

⎤⎦,
⎡⎣ 1 0 −0,5

0 1 2
0 0 1

⎤⎦.
а) масштабування б) поворот в) Паралельне
з коефiцiєнтом 0,3; на 90∘; перенесення

на вектор (−0,5; 2)

Тодi матриця композицiї цих перетворень дорiвнює⎡⎣ 1 0 −0,5
0 1 2
0 0 1

⎤⎦⎡⎣ 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

⎤⎦⎡⎣ 0,3 0 0
0 0,3 0
0 0 1

⎤⎦ =

=

⎡⎣ 0 −1 −0,5
1 0 2
0 0 1

⎤⎦⎡⎣ 0,3 0 0
0 0,3 0
0 0 1

⎤⎦ =

⎡⎣ 0 −0,3 −0,5
0,3 0 2

0 0 1

⎤⎦ .
�

Однорiднi тривимiрнi (3D) координати.
По аналогiї з двовимiрним випадком ми говоримо, що

(𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) є однорiдними координатами для точки (𝑥, 𝑦, 𝑧) у R3.
Взагалi, (𝑋,𝑌, 𝑍,𝐻) є однорiдними координатами для (𝑥, 𝑦, 𝑧),
якщо 𝐻 ̸= 0 i

𝑥 =
𝑋

𝐻
, 𝑦 =

𝑌

𝐻
,

𝑍

𝐻
. (2.18)

Кожне множення вектора (𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) на ненульовий скаляр дає
множину однорiдних координат для точки (𝑥, 𝑦, 𝑧). Наприклад,
i (10,−6, 14, 2), i (−15, 9,−21,−3) є однорiдними координатами
для вектора (5,−3, 7).

Приклад 7. Задайте матрицi четвертого порядку для на-
ступних перетворень:

a) Поворот навколо осi 𝑂𝑦 на кут 30∘. (Для зручностi, до-
датнi кути вiдраховуються проти годинникової стрiлки, коли
дивитися у напрямi на початок з додатної половини осi поворо-
ту — у цьому випадку, осi 𝑂𝑦.)

б) Паралельне перенесення на вектор p⃗ = (−6, 4, 5).

Розв’язання. a) Спочатку сконструюємо матрицю третьо-
го порядку для повороту. Для цього знайдемо образи базисних
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векторiв при вказаному перетвореннi. Вектор e⃗1 вiдображається
у вектор з координатами (cos 30∘, 0,− sin 30∘) = (

√
3
2 , 0,−0,5).

Вектор e⃗2 вiдображається сам в себе, а вектор e⃗3 —у вектор
(sin 30∘, 0, cos 30∘) = (0,5, 0,

√
3
2 ).

Стандартна матриця для цього повороту має вигляд

𝐴 =

⎡⎢⎣
√
3
2 0 0,5
0 1 0

−0,5 0
√
3
2

⎤⎥⎦ ,
а матриця повороту для однорiдних координат —

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
√
3
2 0 0,5 0
0 1 0 0

−0,5 0
√
3
2 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦ .
б) Матриця паралельного перенесення на вектор p⃗ =

(−6, 4, 5) має вигляд

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 −6
0 1 0 4
0 0 1 5
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦ .
�

Перспективне проектування.
Тривимiрний об’єкт представляється на двовимiрному ком-

п’ютерному екранi шляхом проектування об’єкта на оглядову
площину1. Для спрощення, нехай площина 𝑥𝑂𝑦 представляє
комп’ютерний екран i вважатимемо, що око оглядає вздовж
додатної осi 𝑂𝑧 i перебуває в точцi (0, 0, 𝑑). Перспективне про-
ектування вiдображає кожну точку (𝑥, 𝑦, 𝑧) в точку (𝑥*, 𝑦*, 0)
так, що цi двi точки i позицiя ока, названа центром проекту-
вання, лежать на однiй прямiй (див. рис. 2.11а).

1Ми iгноруємо iншi важливi кроки такi, як вибiр частин оглядової
площини висвiтлених на екранi.
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𝑧

𝑥

𝑦

0 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

(𝑥*, 𝑦*, 0)

а)

0
𝑥

𝑥*

𝑧

𝑑− 𝑧

б)

Рис. 2.11. Перспективна проекцiя (𝑥, 𝑦, 𝑧) на (𝑥*, 𝑦*, 0).

Довжини вiдрiзкiв у площинi 𝑥𝑂𝑧 вказано на рис. 2.11б. З
подiбних трикутникiв знаходимо, що

𝑥*

𝑑
=

𝑥

𝑑− 𝑧
i 𝑥* =

𝑑𝑥

𝑑− 𝑧
=

𝑥

1− 𝑧/𝑑
.

Аналогiчно знаходимо

𝑦* =
𝑦

1− 𝑧/𝑑
.

Використовуючи однорiднi координати ми можемо представити
проектування за допомогою матрицi, скажемо, 𝑃 . Ми хочемо
(𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) вiдобразити на ( 𝑥

1−𝑧/𝑑 ,
𝑦

1−𝑧/𝑑 , 0, 1). Мастабуючи цi коор-
динати на 1− 𝑧

𝑑 ми можемо також використати (𝑥, 𝑦, 0, 1− 𝑧/𝑑)
як однорiднi координати для образу. Тепер легко знайти 𝑃 .
Оскiльки

𝑃

⎡⎢⎢⎣
𝑥
𝑦
𝑧
1

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑥
𝑦
0

1− 𝑧/𝑑

⎤⎥⎥⎦ ,
то

𝑃 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 −1/𝑑 1

⎤⎥⎥⎦ .
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Приклад 8. Нехай 𝑆 —паралелепiпед з вершинами (3, 1, 5),
(5, 1, 5), (5, 0, 5), (3, 0, 5), (3, 1, 4), (5, 1, 4), (5, 0, 4) i (3, 0, 4). Знай-
ти образ 𝑆 при проектуваннi, якщо за його центр вибрана точка
(0, 0, 10).

Розв’язання. Нехай 𝑃 —проекцiйна матриця, 𝐷—мат-
риця даних, що використовує однорiднi координати. Матриця
даних для образу 𝑆 визначається як матричний добуток 𝑃𝐷:

𝑃𝐷 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 −0,1 1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

3 5 5 3 3 5 5 3
1 1 0 0 1 1 0 0
5 5 5 5 4 4 4 4
1 1 1 1 1 1 1 1

⎤⎥⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎣
3 5 5 3 3 5 5 3
1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0,5 0,5 0,5 0,5 0,6 0,6 0,6 0,6

⎤⎥⎥⎦
Для отримання координат у R3 використаємо (2.18) i роздi-

лимо верхнiх три координати у кожному стовпцi на вiдповiдний
елемент у четвертому рядку:⎡⎣6 10 10 6 5 8,3 8,3 5

2 2 0 0 1,7 1,7 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

⎤⎦
Зобразимо отриману фiгуру:

�
Безперервний рух графiчних тривимiрних об’єктiв вимагає

значних операцiй над матрицями четвертого порядку, особливо
коли перетворенi поверхнi появляються реалiстично, з тексту-
рою i вiдповiдним освiтленням. Високо-закiнченi комп’ютер-
нi графiчнi панелi мають 4 × 4 матричнi операцiї i графiчнi
алгоритми вкладенi у їх мiкрочiпи i панелi. Такi панелi мо-
жуть виконувати мiльярди матричних множень за секунду, якi
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необхiднi для реалiстичного кольорового мультиплiкування у
тривимiрних iгрових програмах.

Вправи

1. Використавши множення матриць, знайти образ трику-

тника з матрицею даних 𝐷 =

[︂
5 2 4
0 2 3

]︂
при перетвореннi, яке

симетрично вiдображає точки вiдносно осi 𝑂𝑦.
У Вправах 2–4 знайти матрицi третього порядку, якi зада-

ють наступнi перетворення площини, використавши однорiднi
координати.

2. Композицiя паралельного перенесення на вектор (3, 1) i
повороту на 45∘ вiдносно початку координат.

3. Композицiя симетрiї точок вiдносно осi 𝑂𝑥 i повороту на
30∘ вiдносно початку координат.

4. Поворот точок на 60∘ вiдносно точки (6, 8).
5. Зазвичай колiр на екранi закодовано трiйкою чисел

(𝑅,𝐺,𝐵), що перелiчують обсяг енергiї, якi електронна гармата
повинна передати у червону, зелену i блакитну фосфорнi точки
на комп’ютерному екранi (так звана RGB кольорова модель).
Сигнал передачi через комерцiйне телебачення здiйснюється з
допомогою кольорової моделi 𝑌 𝐼𝑄, яка описує кожний колiр
вектором (𝑌, 𝐼,𝑄), де 𝑌 — складова яскравостi, 𝐼,𝑄—двi рiзно-
кольоровi складовi. Вiдповiднiсть мiж YIQ i «стандартом» RGB
задається наступним зв’язком:⎡⎣ 𝑌

𝐼
𝑄

⎤⎦ =

⎡⎣ 0,299 0,587 0,114
0,596 −0,274 −0,321
0,211 −0,523 0,311

⎤⎦⎡⎣ 𝑅
𝐺
𝐵

⎤⎦ .
Знайти рiвнiсть, яка конвертує YIQ-данi у данi стандарту RGB.

8. Детермiнанти i матрицi у математичному аналiзi

У цьому параграфi ми проiлюструємо як поняття матрицi,
детермiнанту, векторного простору, лiнiйної залежностi та не-
залежностi векторiв, квадратичної форми застосовуються при
розв’язуваннi задач математичного аналiзу.
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Iнтегрування.
Покажемо спочатку, як матриця лiнiйного перетворення

вiдносно деякого базису ℬ може бути використана для знахо-
дження первiсних.

Зазвичай знаходження
r
𝑡2𝑒𝑡𝑑𝑡 здiйснюється методом iнте-

грування частинами (який застосовується двiчi). У результатi
цього отримаємо, що

w
𝑡2𝑒𝑡𝑑𝑡 = 𝑡2𝑒𝑡 − 2𝑡𝑒𝑡 + 2𝑒𝑡 + 𝐶.

Разом з тим, для розв’язання цiєї задачi можуть бути вико-
ристанi методи лiнiйної алгебри. Коротко нагадаємо поняття
лiнiйно залежної та лiнiйно незалежної системи функцiй.

Означення 2.2. Функцiї 𝑦1 = 𝑓1(𝑥), 𝑦2 = 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑦𝑘 =
𝑓𝑘(𝑥), з однаковою областю визначення 𝐷 називаються лiнiйно
залежними на 𝐷, якщо iснує набiр чисел 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘, серед
яких принаймнi одне вiдмiнне вiд нуля, такий, що має мiсце
тотожнiсть

𝜆1𝑓1(𝑥) + 𝜆2𝑓2(𝑥) + · · ·+ 𝜆𝑘𝑓𝑘(𝑥) = 0 для всiх 𝑥 ∈ 𝐷.
Якщо остання рiвнiсть виконується тiльки у єдиному випад-

ку, коли 𝜆1 = 𝜆2 = . . . = 𝜆𝑘 = 0, то данi функцiї називаються
лiнiйно незалежними на 𝐷.

Розглянемо множину функцiй ℬ = {𝑡2𝑒𝑡, 𝑡𝑒𝑡, 𝑒𝑡}. Ця множи-
на є лiнiйно незалежною у векторному просторi всiх функцiй
вiд однiєї змiнної визначених i неперервних над полем дiйсних
чисел. Це легко встановити розглянувши рiвнiсть

𝐶1𝑡
2𝑒𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒

𝑡 + 𝐶3𝑒
𝑡 = 0.

Ця рiвнiсть повинна бути iстиною для всiх дiйсних 𝑡. Виберемо
три конкретних значення для 𝑡: 0, 1 i 2. Це породжує наступну
систему рiвнянь:⎧⎨⎩ 𝐶3 = 0,

𝑒𝐶1 + 𝐶2 + 𝑒𝐶3 = 0,
4𝑒2𝐶1 + 2𝑒2𝐶2 + 𝑒2𝐶3 = 0.

Легко бачити, що ця система має єдиний нульовий розв’язок
𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 0, тобто множина ℬ є лiнiйно незалежною.
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Оскiльки множина ℬ = {𝑡2𝑒𝑡, 𝑡𝑒𝑡, 𝑒𝑡} є лiнiйно незалежною,
то вона є базисом для множини 𝑉 = 𝐿(𝑡2𝑒𝑡, 𝑡𝑒𝑡, 𝑒𝑡) (лiнiйної
оболонки векторiв цiєї множини). Нехай 𝐷— оператор диферен-
цiювання, тобто 𝐷(f) = f ′ для всiх функцiй f з 𝑉 . 𝐷 є лiнiйним
перетворенням i вiдмiтимо, що 𝐷 вiдображає 𝑉 у 𝑉 , тобто 𝐷(f)
є елементом 𝑉 для всiх функцiй f з 𝑉 . Таким чином, iснує
матриця оператора 𝐷 вiдносно базису ℬ, яку позначимо через
[𝐷]ℬ. Її стовпцями є образи базисних векторiв при дiї оператора
диференцiювання. Отже, матриця [𝐷]ℬ може бути знайдена
обчисленням

[𝐷]ℬ =
[︀
[𝐷(𝑡2𝑒𝑡)]ℬ [𝐷(𝑡𝑒𝑡)]ℬ [𝐷(𝑒𝑡)]ℬ

]︀
.

Оскiльки 𝐷(𝑡2𝑒𝑡) = 𝑡2𝑒𝑡 + 2𝑡𝑒𝑡, 𝐷(𝑡𝑒𝑡) = 𝑡𝑒𝑡 + 𝑒𝑡 i 𝐷(𝑒𝑡) = 𝑒𝑡, то
звiдси слiдує, що

[𝐷]ℬ =

⎡⎣ 1 0 0
2 1 0
0 1 1

⎤⎦ .
Оскiльки при обраному базисi ℬ координати образу i прообразу
при вiдображеннi 𝑇 пов’язанi спiввiдношенням

[𝑇 (x⃗)]ℬ = [𝑇 ]ℬ · [x⃗]ℬ ,

то матриця [𝐷]ℬ може бути використана для диференцiювання
елементiв множини 𝑉 .

Приклад 1. Знайти похiдну функцiї 𝑓(𝑡) = 5𝑡2𝑒𝑡−3𝑡𝑒𝑡+2𝑒𝑡.

Розв’язання. Оскiльки [f ]ℬ = (5,−3, 2), то

[𝐷(f)]ℬ = [𝐷]ℬ[f ]ℬ =

⎡⎣ 1 0 0
2 1 0
0 1 1

⎤⎦⎡⎣ 5
−3
2

⎤⎦ =

⎡⎣ 5
7
−1

⎤⎦
i 𝑓 ′(𝑡) = 5𝑡2𝑒𝑡 + 7𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑡.

Як вiдомо, знаходження первiсної до даної функцiї є оберне-
ною операцiєю до диференцiювання. У даному випадку, матриця
оператора диференцiювання [𝐷]ℬ є оборотною, i

[𝐷]−1
ℬ =

⎡⎣ 1 0 0
−2 1 0

2 −1 1

⎤⎦ .
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Остання матриця є матрицею лiнiйного оператора, який функцiї
f з простору 𝑉 ставить у вiдповiднiсть її первiсну [𝐷]−1

ℬ f . Таким
чином, для знаходження

r
𝑡2𝑒𝑡𝑑𝑡 спочатку знайдемо координати

вектора 𝑡2𝑒𝑡 вiдносно базису ℬ: [𝑡2𝑒𝑡]ℬ = (1, 0, 0). Тодi

[𝐷]−1
ℬ [𝑡2𝑒𝑡]ℬ =

⎡⎣ 1 0 0
−2 1 0

2 −1 1

⎤⎦⎡⎣ 1
0
0

⎤⎦ =

⎡⎣ 1
−2

2

⎤⎦ .
Отже, первiсна вiд 𝑡2𝑒𝑡 у просторi 𝑉 є 𝑡2𝑒𝑡 − 2𝑡𝑒𝑡 + 2𝑒𝑡. З мате-
матичного аналiзу вiдомо, що всi первiснi до 𝑡2𝑒𝑡 мають виглядr
𝑡2𝑒𝑡𝑑𝑡 = 𝑡2𝑒𝑡 − 2𝑡𝑒𝑡 + 2𝑒𝑡 + 𝐶 для деякої константи 𝐶. �

Перед розглядом iнших прикладiв iнтегрування цим ме-
тодом вiдзначимо, що в попередньому прикладi вiн виявився
ефективним, оскiльки матриця [𝐷]ℬ була невиродженою i, отже,
мала обернену. Це не завжди трапляється.

Приклад 2. Розглянемо простiр 𝑉 = 𝐿(1, 𝑡, 𝑡2). Його ба-
зисом є ℬ = {1, 𝑡, 𝑡2}. Матриця оператора диференцiювання 𝐷
вiдносно базису ℬ на цьому просторi дорiвнює

[𝐷]ℬ = [[𝐷(1)]ℬ [𝐷(𝑡)]ℬ [𝐷(𝑡2)]ℬ] =

= [[0]ℬ [1]ℬ [2𝑡]ℬ] =

⎡⎣ 0 1 0
0 0 2
0 0 0

⎤⎦ .
Оскiльки матриця [𝐷]ℬ вироджена, то оператор диференцiю-
вання не має оберненого на просторi 𝑉 = 𝐿(1, 𝑡, 𝑡2). Отже, у
цьому випадку запропонований метод застосувати не можна.

Таким чином, запропонований в прикладi 1 метод iнтегрува-
ння може бути використаний у iнших випадках тiльки тодi, коли
iснує базис простору, вiдносно якого оператор диференцiювання
є оборотним.

Поняття детермiнанта знайшло своє застосування у матема-
тичному аналiзi при розв’язуваннi однорiдних диференцiальних
рiвнянь 𝑛-го порядку та при вивченнi функцiй багатьох змiнних.
Зупинимося на цьому коротко.
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Вронскiан.
Нехай маємо однорiдне диференцiальне рiвняння 𝑛-го по-

рядку

𝑦(𝑛) + 𝑎1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + 𝑎2(𝑥)𝑦(𝑛−2) + · · ·+ 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′ + 𝑎𝑛(𝑥)𝑦 = 0,
(2.19)

де 𝑎1(𝑥), . . . , 𝑎𝑛(𝑥) — вiдомi неперервнi на деякому промiжку
функцiї, 𝑦 = 𝑦(𝑥) —невiдома функцiя. Легко перевiрити, що
множина 𝐿 розв’язкiв такого рiвняння є векторним простором
над полем R. Цiлком природно виникає питання про розмiрнiсть
цього простору та його базис.

У математичному аналiзi доведено такий факт: якщо фун-
кцiї 𝑦1 = 𝑓1(𝑥), 𝑦2 = 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑦𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥) лiнiйно залежнi на
iнтервалi (𝑎, 𝑏) i на ньому мають послiдовнi похiднi до (𝑛−1)-го
порядку, то функцiональний детермiнант

𝑊 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑦1 𝑦2 . . . 𝑦𝑛
𝑦′1 𝑦′2 . . . 𝑦′𝑛
...

...
. . .

...
𝑦𝑛−1
1 𝑦𝑛−1

2 . . . 𝑦𝑛−1
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

дорiвнює нулю для всiх 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏).
Цей детермiнант називається детермiнантом Вронсько-

го1 або вронскiаном системи функцiй 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 i познача-
ється 𝑊 (𝑥) = 𝑊 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛).

За логiчним законом контрапозицiї (𝑝→ 𝑞 ≡ 𝑞 → 𝑝) випли-
ває, що коли 𝑊 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) не дорiвнює нулю принаймнi в
однiй точцi iнтервала (𝑎, 𝑏), то система функцiй 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 є
лiнiйно незалежною.

У випадку, коли названi функцiї є розв’язками диференцi-
ального рiвняння (2.19) i коефiцiєнти рiвняння є неперервними
функцiями, то з рiвностi їхнього вронскiана нулю випливає
лiнiйна залежнiсть функцiй 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛.

Доводиться також, що будь-яке рiвняння виду (2.19) має
𝑛 лiнiйно незалежних розв’язкiв 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, якi утворюють
базис у множинi 𝐿 всiх розв’язкiв рiвняння (2.19). Цю множину

1Józef Maria Hoene-Wroński (1776–1853) — польський математик i фiло-
соф.
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називають фундаментальною системою розв’язкiв i кожен
розв’язок рiвняння (2.19) можна подати у виглядi

𝑦 = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + · · ·+ 𝐶𝑛𝑦𝑛, (2.20)

де 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛 – константи. Рiвнiсть (2.20) називають загаль-
ним розв’язком рiвняння (2.19).

Приклад 3. Розв’язати рiвняння 𝑦′′ − 𝑥
𝑥−1𝑦

′ + 1
𝑥−1𝑦 = 0.

Розв’язання. Коефiцiєнти рiвняння є неперервними фун-
кцiями вiд змiнної 𝑥 на промiжках (−∞, 0) та (0,+∞). Легко
перевiрити, що 𝑦1 = 𝑥 i 𝑦2 = 𝑒𝑥 є розв’язками цього диференцi-
ального рiвняння.

Складемо вронскiан для цих розв’язкiв:

𝑊 =

⃒⃒⃒⃒
𝑥 𝑒𝑥

1 𝑒𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 = 𝑒𝑥(𝑥− 1).

Оскiльки при 𝑥 = 0 маємо 𝑊 (0) = −1 ̸= 0, то знайденi ча-
стиннi розв’язки утворюють фундаментальну систему розв’яз-
кiв. Таким чином, загальним розв’язком даного рiвняння є
𝑦 = 𝐶1𝑥+ 𝐶2𝑒

𝑥, 𝐶1, 𝐶2 ∈ R. �
У випадку, коли коефiцiєнти рiвняння (2.19) є дiйсними

числами, то знаходження його загального розв’язку значно
спрощується.

Якобiан.
Нехай задана система функцiй 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), 𝑖 =

1, 2, . . . ,𝑚, якi мають у деякiй точцi 𝑡0 = (𝑡01, . . . , 𝑡
0
𝑛) всi частиннi

похiднi першого порядку.

Означення 2.3. Матриця, складена з частинних похiдних
цих функцiй у точцi 𝑡0 = (𝑡01, . . . , 𝑡

0
𝑛)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕𝑢1
𝜕𝑡1

𝜕𝑢1
𝜕𝑡2

. . . 𝜕𝑢1
𝜕𝑡𝑛

𝜕𝑢2
𝜕𝑡1

𝜕𝑢2
𝜕𝑡2

. . . 𝜕𝑢2
𝜕𝑡𝑛

...
...

. . .
...

𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑡1

𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑡2

. . . 𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑡𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ≡
[︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡𝑗

]︂
𝑖=1,2,...,𝑚,
𝑗=1,2,...,𝑛
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називається матрицею Якобi1 системи функцiй (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚).
Якщо 𝑚 = 𝑛, то детермiнант матрицi Якобi називається

якобiаном системи функцiй 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 по змiнних 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 i
позначається

𝜕(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)

𝜕(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)
або

𝐷(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)

𝐷(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)
.

Застосування якобiана до знаходження iнтегралiв ми про-
iлюструємо на прикладi двовимiрного простору.

Нехай𝐷 – деяка область у площинi 𝑥𝑂𝑦 i 𝑆 – деяка область у
площинi 𝑢𝑂𝑣. Нехай взаємно однозначне вiдображення 𝑓 : 𝐷 →
𝑆 задано за допомогою формул 𝑥 = ℎ(𝑢, 𝑣) та 𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝑣). Нехай
𝑓 є диференцiйовною функцiєю на 𝐷. Припустимо, що ℎ i 𝑔
мають неперервнi похiднi на 𝑆 та якобiан

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝜕𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒

вiдмiнний вiд нуля.
При названих умовах у математичному аналiзi доводиться,

що має мiсце така формула замiни змiнних у подвiйному iнте-
гралi:

x

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
x

𝑆

𝑓(ℎ(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣))

⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 𝑑𝑣. (2.21)

Проiлюструємо її застосування на прикладах.

Приклад 4. У подвiйному iнтегралi перейти вiд декартової
прямокутної системи до полярної системи координат.

Розв’язання. Добре вiдомi формули переходу вiд декарто-
вої до полярної системи координат: 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃. Тодi
якобiан цих функцiй

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑟, 𝜃)
=

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑥
𝜕𝑟

𝜕𝑦
𝜕𝑟

𝜕𝑥
𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
cos 𝜃 sin 𝜃

−𝑟 sin 𝜃 𝑟 cos 𝜃

⃒⃒⃒⃒
= 𝑟 cos2 𝜃 + 𝑟 sin2 𝜃 =

= 𝑟 > 0.

1Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851) — нiмецький математик.
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Отже, отримаємо
x

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
x

𝑆

𝑓(𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃.

�

Приклад 5. Обчислити iнтеграл
s

𝐷

𝑒(𝑥+𝑦)/(𝑥−𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, де

область 𝐷—це трапецiя з вершинами (1, 0), (2, 0), (0,−2) i
(0,−1).

Розв’язання. Оскiльки iнтеграл обчислювати важко, то
варто зробити замiну змiнних по формi виразiв у показнику
пiдiнтегральної функцiї:

𝑢 = 𝑥+ 𝑦, 𝑣 = 𝑥− 𝑦.

Цi рiвностi визначають перетворення площини 𝑥𝑂𝑦 у площину
𝑢𝑂𝑣. Для знаходження оберненого перетворення розв’яжемо цi
рiвняння вiдносно 𝑥 i 𝑦. Отримаємо

𝑥 =
1

2
(𝑢+ 𝑣), 𝑦 =

1

2
(𝑢− 𝑣).

Обчислимо якобiан цього перетворення:

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑟, 𝜃)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕𝑥

𝜕𝑟
𝜕𝑦
𝜕𝑟

𝜕𝑥
𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

2
1
2

1
2 −1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ = −1

2
.

Для знаходження областi 𝑆 у площинi 𝑢𝑂𝑣, яка вiдповiдає 𝐷
ми вiдзначимо, що сторони трапецiї 𝐷 лежать на прямих

𝑥 = 0, 𝑥− 𝑦 = 2, 𝑦 = 0, 𝑥− 𝑦 = 1.

Тодi вiдповiднi сторони 𝑆 лежать на прямих

𝑢 = −𝑣, 𝑣 = 2, 𝑢 = 𝑣, 𝑣 = 1.

Тому область 𝑆 —це трапецiя з вершинами (1, 1), (2, 2), (−2, 2) i
(−1, 1).

Оскiльки

𝑆 = {(𝑢, 𝑣)|1 6 𝑣 6 2,−𝑣 6 𝑢 6 𝑣},
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то за формулою (2.21) знаходимо:
x

𝐷

𝑒(𝑥+𝑦)/(𝑥−𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
x

𝑆

𝑒𝑢/𝑣
⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 𝑑𝑣 =

=

2w

1

𝑣w

−𝑣

𝑒𝑢/𝑣
⃒⃒⃒⃒
−1

2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 𝑑𝑣 =

1

2

2w

1

(𝑣𝑒𝑢/𝑣)
⃒⃒⃒𝑣
−𝑣

𝑑𝑣 =

=
1

2
(𝑒− 𝑒−1)

2w

1

𝑣 𝑑𝑣 =
3

4
(𝑒− 𝑒−1).

�
Iснує подiбна замiна змiнних також у потрiйному iнтегралi.

Теорема 2.7. Якщо функцiя 𝑇 : R3 → R3 вiдображає
область R3 у 𝑢𝑣𝑤-просторi на область R3 у 𝑥𝑦𝑧-просторi за
допомогою формул

𝑥 = 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤) 𝑦 = ℎ(𝑢, 𝑣, 𝑤) 𝑧 = 𝑘(𝑢, 𝑣, 𝑤)

i вона диференцiйовна, то має мiсце формула замiни змiнних
для потрiйного iнтеграла:

y

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 =

=
y

𝑆

𝑓(𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤), ℎ(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑘(𝑢, 𝑣, 𝑤))

⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑢, 𝑣, 𝑤)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 𝑑𝑣 𝑑𝑤.

Слiд вiдзначити, що у математичному аналiзi функцiй бага-
тьох змiнних доводять аналогiчний результат для 𝑛-вимiрного
простору R𝑛.

Замiна змiнних у кратному iнтегралi часто суттєво спрощує
його обчислення. При цьому нерiдко метою замiни змiнних є не
стiльки спрощення пiдiнтегральної функцiї, скiльки перехiд до
бiльш простої областi iнтегрування.

Рiзноманiтнi вправи на розв’язування лiнiйних однорiдних
диференцiальних рiвнянь та обчислення подвiйних i потрiйних
iнтегралiв розглядаються у всiх збiрниках з математичного
аналiзу.
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Гессiан.
Поняття матрицi i квадратичної форми можуть бути засто-

сованi для дослiдження функцiй вiд двох змiнних на екстремум.
Знаходження екстремальних значень функцiй є одним з за-

стосувань математичного аналiзу. Часто iснують деякi фiзичнi
або економiчнi iнтерпретацiї функцiї, для яких максимiзацiя
або мiнiмiзацiя має найбiльше практичне значення. Нагадає-
мо спочатку, як знайти екстремальне значення функцiї одної
змiнної 𝑦 = 𝑓(𝑥).

Означення 2.4. Точку 𝑥0 називають точкою максимуму
функцiї 𝑓(𝑥), якщо iснує окiл точки 𝑥0 такий, що для всiх 𝑥
з цього околу виконується нерiвнiсть 𝑓(𝑥) 6 𝑓(𝑥0). Точку 𝑥0
називають точкою мiнiмуму функцiї 𝑓(𝑥), якщо iснує окiл
точки 𝑥0 такий, що для всiх 𝑥 з цього околу виконується не-
рiвнiсть 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0). Точки максимуму i мiнiмуму називають
точками екстремуму функцiї.

Зазначимо, що точки максимуму (мiнiмуму) ще називають
точками локального, або вiдносного максимуму (мiнiмуму),
пiдкреслюючи тим самим, що в них функцiя набуває найбiль-
шого або найменшого значення в певному околi, а не скрiзь
на областi визначення. У випадку, коли iснує окiл точки 𝑥0
такий, що для всiх значень 𝑥 з цього околу, вiдмiнних вiд 𝑥0,
виконується нерiвнiсть 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) (𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0)), то точку 𝑥0
називають точкою строгого максимуму (строгого мiнiмуму)
функцiї 𝑓(𝑥).

Для знаходження точок екстремуму функцiї 𝑓(𝑥) знаходять
її критичнi точки: точки областi визначення функцiї, в яких
похiдна дорiвнює нулю або не iснує. Вiдмiтимо, що в точках,
в яких значення похiдної дорiвнює нулю, дотична до кривої
𝑓(𝑥) паралельна осi 𝑂𝑥. Тодi якщо 𝑓 ′(𝑥0) = 0, то обчислення
другої похiдної може бути застосоване для визначення того,
точкою максимуму чи мiнiмуму є 𝑥0, а саме: якщо 𝑓 ′(𝑥0) = 0,
𝑓 ′′(𝑥0) > 0 (𝑓 ′′(𝑥0) < 0), то 𝑥0 є точкою мiнiмуму (максимуму).

Ситуацiя є подiбною, коли вивчаються функцiї декiлькох
змiнних. Нехай 𝑓(x⃗) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) —функцiя, визначена деякiй
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множинi 𝐸. Поняття точок екстремуму для 𝑓(x⃗) визначається
аналогiчно, як i для функцiї однiєї змiнної.

Означення 2.5. Точка x⃗0 ∈ 𝐸 називається точкою стро-
гого максимуму (вiдповiдно, точкою строгого мiнiмуму),
якщо iснує такий окiл точки x⃗0, що для всiх значень x⃗ з цього
околу, вiдмiнних вiд x⃗0, виконується нерiвнiсть 𝑓(x⃗) < 𝑓(x⃗0)
(вiдповiдно, 𝑓(x⃗) > 𝑓(x⃗0)).

Якщо iснує такий окiл точки x⃗0, що для всiх значень x⃗ з
цього околу виконується нерiвнiсть 𝑓(x⃗) 6 𝑓(x⃗0) (𝑓(x⃗) > 𝑓(x⃗0)),
то точка 𝑥0 називається просто точкою максимуму (мiнiмуму),
або вiдносного максимуму (мiнiмуму). Для позначення макси-
муму i мiнiмуму використовується бiльш загальний термiн —
екстремум.

Для знаходження точок вiдносного екстремуму (якщо вони
iснують) перевiряють дотичну площину до поверхнi 𝑧 = 𝑓(x⃗)
у точцi x⃗ = a⃗. Градiєнтом функцiї 𝑓 у точцi a⃗ називається
вектор

∇𝑓(a⃗) = (𝑓1(a⃗), 𝑓2(a⃗)),

де 𝑓1 i 𝑓2 —частиннi похiднi функцiї 𝑓 взятi вiдповiдно по 𝑥1 i 𝑥2.
Рiвняння дотичної площини у точцi x⃗ = a⃗ може бути записане
у такiй формi:

𝑧 = a⃗ +∇𝑓(a⃗)·(x⃗− a⃗).

Якщо функцiя 𝑓(x⃗) має екструмум в точцi a⃗ i в нiй диферен-
цiйовна, то дотична площина, до графiка цiєї функцiї в точцi
a⃗ є горизонтальною, що вiдбувається тодi, коли ∇𝑓(a⃗) = 0⃗.
Тому для вiдшукання точок екструмуму функцiї розв’язують
рiвняння ∇𝑓(x⃗) = 0⃗, розв’язки якого називають стацiонарними
точками. Цiєї умови недостатньо для iснування естремуму в то-
чцi a⃗, для якої ∇𝑓(a⃗) = 0⃗. Методи лiнiйної алгебри допоможуть
знайти достатнi умови iснування екстремуму в такiй точцi.

Припустимо, що 𝑓 має першу i другу частиннi похiднi i,
що цi функцiї є неперервними. Теорема Тейлора для функцiї
декiлькох змiнних говорить, що

𝑓(x⃗) = 𝑝2(x⃗) +𝑅2(x⃗, a⃗), де



Детермiнанти i матрицi у математичному аналiзi 125

𝑝2(x⃗) = 𝑓(a⃗)+∇𝑓(a⃗)·(x⃗−a⃗)+
1

2
(x⃗−a⃗)𝑇

[︂
𝑓11(a⃗) 𝑓12(a⃗)
𝑓21(a⃗) 𝑓22(a⃗)

]︂
(x⃗−a⃗)

i 𝑅2(x⃗, a⃗) — залишковий член. Частиннi похiднi другого порядку
функцiї 𝑓 позначенi тут через 𝑓11, 𝑓12, 𝑓21 i 𝑓22: 𝑓𝑖𝑗 = 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
.

Матриця у виразi для 𝑝2(x⃗) вiграє важливу роль у аналiзi.

Означення 2.6. Матрицею Гессе1 функцiї 𝑓 : R2 → R
називається матриця:

𝐻𝑓 (x⃗) =

[︂
𝑓11(x⃗) 𝑓12(x⃗)
𝑓21(x⃗) 𝑓22(x⃗)

]︂
.

Визначник цiєї матрицi називається визначником Гессе, або
гессiаном.

Гессiан визначає поведiнку функцiї 𝑓 у стацiонарнiй точцi
a⃗. Оскiльки ∇𝑓(a⃗) = 0⃗, то

𝑓(x⃗) = 𝑝2(x⃗) +𝑅2(x⃗, a⃗) = 𝑓(a⃗) +
1

2
(x⃗− a⃗)𝑇𝐻(x⃗− a⃗) +𝑅2(x⃗, a⃗).

Тому

𝑓(x⃗)− 𝑓(a⃗) =
1

2
(x⃗− a⃗)𝑇𝐻(x⃗− a⃗) +𝑅2(x⃗, a⃗).

Для дослiдження поведiнки функцiї 𝑓 у стацiонарнiй точцi a⃗
повинна бути розглянута величина 𝑓(x⃗)− 𝑓(a⃗):

∙ Якщо 𝑓(x⃗)− 𝑓(a⃗) < 0 для всiх x⃗ з деякого околу точки
a⃗, то 𝑓 має локальний максимум у a⃗.
∙ Якщо 𝑓(x⃗)− 𝑓(a⃗) > 0 для всiх x⃗ з деякого околу точки
a⃗, то 𝑓 має локальний мiнiмум у a⃗.
∙ Якщо 𝑓(x⃗) − 𝑓(a⃗) є вiд’ємним для деяких виборiв x⃗
близьких до a⃗ i додатним для деяких виборiв x⃗ близь-
ких до a⃗, то 𝑓 не має локального екстремуму у a⃗. У цiй
ситуацiї говорять, що 𝑓 має сiдлову точку a⃗.

Якщо x⃗ наближається до a⃗, то 𝑅2(x⃗, a⃗) прямує до 0⃗. Тому
якщо значення виразу 1

2(x⃗−a⃗)𝑇𝐻(x⃗−a⃗) набуває лише додатних
(або вiд’ємних) значень коли x⃗ наближається до a⃗, то 𝑅2(x⃗, a⃗)
не впливатиме на знак виразу 𝑓(x⃗)− 𝑓(a⃗), коли x⃗ близьке до

1Ludwig Otto Hesse (1811–1874) — нiмецький математик.
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a⃗. Проте коли 1
2(x⃗ − a⃗)𝑇𝐻(x⃗ − a⃗) = 0 для деяких значень x⃗,

то вiдповiдь могла б залежати вiд залишкового члену 𝑅2(x⃗, a⃗),
який невiдомий. Оскiльки важливим є знак виразу 𝑓(x⃗)− 𝑓(a⃗),
а не його величина, то константу 1

2 можна опустити з аналiзу.
Таким чином, пiдсумовуючи цi мiркування, встановлюємо:

∙ Якщо (x⃗− a⃗)𝑇𝐻(x⃗− a⃗) < 0 для всiх x⃗ з деякого околу
точки a⃗, то iснує локальний максимум у точцi a⃗.
∙ Якщо (x⃗−a⃗)𝑇𝐻(x⃗−a⃗) для всiх x⃗ з деякого околу точки
a⃗, то iснує локальний мiнiмум у точцi a⃗.
∙ Якщо (x⃗−a⃗)𝑇𝐻(x⃗−a⃗) є додатним для деяких виборiв x⃗
i вiд’ємним для деяких виборiв x⃗, як завгодно близьких
до a⃗, то a⃗ є сiдловою точкою.
∙ Якщо (x⃗− a⃗)𝑇𝐻(x⃗− a⃗) = 0 для вибору x⃗, як завгодно
близького до a⃗, то ми не можемо зробити висновок
щодо того, чи є екстремум в точцi a⃗.

Приклад 6. Дослiдити на екстремум цю функцiю

𝑓(x⃗) = 𝑥21 − 𝑥1𝑥2 + 𝑥22 + 2𝑥1 + 2𝑥2 − 4.

Розв’язання. Тодi 𝑓1(x⃗) = 2𝑥1−𝑥2+2, 𝑓2(x⃗) = 2𝑥2−𝑥1+2
та∇𝑓(x⃗) = (2𝑥1−𝑥2+2, 2𝑥2−𝑥1+2). Тепер розв’язуємо рiвняння
∇𝑓(x⃗) = 0⃗, тобто систему рiвнянь{︂

2𝑥1 − 𝑥2 + 2 = 0,
−𝑥1 + 2𝑥2 + 2 = 0.

Розв’язком цiєї системи є тiльки 𝑥1 = −2 та 𝑥2 = −2, тобто
iснує одна стацiонарна точка a⃗ = (−2,−2). Диференцiюючи
знову знаходимо 𝑓11(a⃗) = 2, 𝑓12(a⃗) = 𝑓21(a⃗) = −1 i 𝑓22(a⃗) = 2.
Тому гессiан 𝑓 у критичнiй точцi a⃗ дорiвнює

𝐻 =

[︂
2 −1
−1 2

]︂
i

𝑓(x⃗)− 𝑓(a⃗) =
1

2
(x⃗− a⃗)𝑇

[︂
2 −1
−1 2

]︂
(x⃗− a⃗) +𝑅2(x⃗, a⃗).

Нехай z⃗ = x⃗ − a⃗ Вираз (x⃗ − a⃗)𝑇𝐻(x⃗ − a⃗) = z⃗𝑇𝐻 z⃗ є ква-
дратичною формою 𝑄(⃗z) = z⃗𝑇𝐻 z⃗, а гессiан 𝐻 є її матрицею.
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Тодi попереднi спостереження про локальний максимум, локаль-
ний мiнiмум i сiдлову точку можуть бути переформульованi у
такому виглядi:

∙ Якщо 𝑄(⃗z) < 0 для всiх z⃗, то a⃗ є точкою локального
максимуму.
∙ Якщо 𝑄(⃗z) > 0 для всiх z⃗, то a⃗ є точкою локального
мiнiмуму.
∙ Якщо 𝑄(⃗z) набуває як додатних, так i вiд’ємних зна-
чень, то a⃗ є сiдловою точкою.
∙ Якщо 𝑄(⃗z) = 0 для вибору z⃗, висновок про екстремум
в точцi a⃗ не може бути зроблено i функцiя вимагає
додаткового дослiдження.

Вiдмiтимо, що перших три умови є означеннями вiд’ємно визна-
ченої, додатно визначеної i невизначеної квадратичної форм.

Стандартною матрицею для цiєї квадратичної форми 𝑄 є
матриця

𝐻 =

[︂
2 −1
−1 2

]︂
.

Теорема про головнi осi говорить, що iснує ортогональна замiна
змiнної z⃗ = 𝑃 y⃗, яка перетворює квадратичну форму z⃗𝑇𝐻 z⃗ у
квадратичну форму y⃗𝑇𝐷y⃗, де 𝐷 є дiагональною матрицею,
дiагональними елементами якої є власнi значення матрицi 𝐻,
враховуючи кратнiсть.

Власними значеннями матрицi𝐻 є 1 i 3 i матриця𝐻 може бу-
ти дiагоналiзована, тобто представлена у виглядi 𝐻 = 𝑃𝐷𝑃−1,
де

𝑃 =

[︂
1 1
1 −1

]︂
i 𝐷 =

[︂
1 0
0 3

]︂
.

Якщо y⃗ = (𝑦1, 𝑦2), то

y⃗𝑇𝐷y⃗ = [𝑦1 𝑦2]

[︂
1 0
0 3

]︂ [︂
𝑦1
𝑦2

]︂
= 𝑦21 + 3𝑦22.

Ця квадратична форма є додатно визначеною для всiх виборiв
𝑦1 i 𝑦2, тобто всiх виборiв y⃗. Отже, 𝑄(⃗z) > 0 для всiх виборiв
z⃗ (отже, 𝑄—додатно визначена квадратична форма) i 𝑓(x⃗) =
𝑥21 − 𝑥1𝑥2 + 𝑥22 + 2𝑥1 + 2𝑥2 − 4 має вiдносний мiнiмум у точцi
a⃗ = (−2,−2). �
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Нарештi вiдзначимо, що за вiдомою теоремою з лiнiйної ал-
гебри, поведiнка 𝑓 (⃗z) у критичнiй точцi може бути встановлена
через визначення власних значень матрицi Гессе

𝐻 =

[︂
𝑓11(a⃗) 𝑓12(a⃗)
𝑓21(a⃗) 𝑓22(a⃗)

]︂
.

∙ Якщо всi власнi значення матрицi 𝐻 додатнi, то a⃗ є
точкою локального мiнiмуму функцiї 𝑓(x⃗).
∙ Якщо всi власнi значення матрицi 𝐻 вiд’ємнi, то a⃗ є
точкою локального максимуму функцiї 𝑓(x⃗).
∙ Якщо власнi значення матрицi 𝐻 рiзних знакiв, то a⃗ є
сiдловою точкою функцiї 𝑓(x⃗).
∙ Якщо усi власнi значення матрицi 𝐻 дорiвнюють нулю,
то висновок щодо екстремуму в точцi a⃗ не може бути
зроблено i функцiя вимагає додаткового дослiдження.

Подiбний аналiз застосовують до функцiй 𝑓 вiд трьох змiн-
них.

Якщо матриця Гессе функцiї 𝑓 у точцi a⃗ визначена так:

𝐻 =

⎡⎣ 𝑓11(a⃗) 𝑓12(a⃗) 𝑓13(a⃗)
𝑓21(a⃗) 𝑓22(a⃗) 𝑓23(a⃗)
𝑓31(a⃗) 𝑓32(a⃗) 𝑓33(a⃗)

⎤⎦ ,
то власнi значення 𝐻 визначають поведiнку 𝑓(x⃗) у стацiонарнiй
точцi (де ∇𝑓(a⃗) = 0⃗) точно так, як вони роблять це у випадку
функцiї двох змiнних.

Вправи
1. Застосуйте метод з прикладу 1 для знаходження таких

невизначених iнтегралiв:
а)

r
𝑡𝑒𝑡 𝑑𝑡; б)

r
(5𝑡2𝑒𝑡 − 3𝑡𝑒𝑡) 𝑑𝑡; в)

r
(−2𝑡2𝑒𝑡 + 𝑡𝑒𝑡 + 5𝑒𝑡) 𝑑𝑡.

2. Розглянемо вiдшукання iнтегралу
r
𝑡3𝑒𝑡𝑑𝑡. Нехай ℬ =

{𝑡3𝑒𝑡, 𝑡2𝑒𝑡, 𝑡𝑒𝑡, 𝑒𝑡} i нехай 𝑉 — векторний простiр функцiй, поро-
джених функцiями з ℬ.

а) Показати, що множина ℬ є лiнiйно незалежною.
б) Показати, що оператор диференцiювання 𝐷 вiдображає

𝑉 у 𝑉 .
в) Знайти матрицю [𝐷]ℬ для оператора диференцiювання

𝐷.
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г) Обчислити [𝐷]−1
ℬ .

д) Використайте [𝐷]−1
ℬ для знаходження

r
𝑡3𝑒𝑡𝑑𝑡.

е) Обчислити
r

(𝑡3 − 𝑡2 + 𝑡− 1)𝑒𝑡𝑑𝑡.
3. Обчислити

r
𝑡2𝑒5𝑡𝑑𝑡, визначивши зручний для цього базис.

4. Нехай ℬ = {𝑡 sin 𝑡, 𝑡 cos 𝑡, sin 𝑡, cos 𝑡}, 𝑉 — векторний про-
стiр функцiй, породжених функцiями з ℬ.

а) Показати, що множина ℬ є лiнiйно незалежною.
б) Показати, що оператор диференцiювання 𝐷 вiдображає

𝑉 у 𝑉 .
в) Знайти матрицю [𝐷]ℬ для оператора диференцiювання

𝐷.
г) Обчислiть [𝐷]−1

ℬ .
д) Використайте [𝐷]−1

ℬ для знаходження
r
𝑡 cos 𝑡 𝑑𝑡 ir

𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡.
5. Використавши множину ℬ = {𝑒𝑡 sin 𝑡, 𝑒𝑡 cos 𝑡}, знайти ма-

трицю [𝐷]ℬ оператора диференцiювання 𝐷 простору, який поро-
джує ℬ, i використайте її для обчислення iнтегралiв

r
𝑒𝑡 cos 𝑡 𝑑𝑡

i
r
𝑒𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡.
6. Локалiзувати всi вiдноснi екстемуми i сiдловi точки на-

ступних функцiй:
а) 𝑓(x⃗) = 𝑥21 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥22 + 3𝑥1 − 3𝑥2 + 4.
б) 𝑓(x⃗) = 𝑥21 − 𝑥1𝑥2 + 3𝑥1 + 2𝑥2 + 5.
в) 𝑓(x⃗) = 𝑥21 − 4𝑥1𝑥2 + 𝑥22 + 6𝑥2 + 2.
г) 𝑓(x⃗) = −2𝑥21 − 2𝑥1𝑥2 − 𝑥32 + 2𝑥1 + 2𝑥2 + 3.
д) 𝑓(x⃗) = 𝑥31 − 𝑥1𝑥2 + 𝑥22 + 6.
е) 𝑓(x⃗) = 6𝑥21 − 2𝑥31 + 3𝑥22 + 6𝑥1𝑥2.
є) 𝑓(x⃗) = 𝑥21 − 𝑥1𝑥2 + 𝑥22 − 𝑥1𝑥3 + 𝑥23.

9. Матрицi i графи

Теорiя графiв веде свiй початок вiд роботи Л.Ейлера1 1736
року, яка була присвячена вiдомiй задачi про Кенiгсбергськi мо-
сти. На початку свого розвитку вона, в основному, мала справу
з математичними фокусами i розвагами. Багато її задач можна
сформулювати так, що вони зрозумiлi навiть школярам. Часто

1Leonhard Euler (1707–1783) — видатний швейцарський математик.
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рiзнi конструкцiї у цих задачах можна наочно зобразити i уяви-
ти. У той же час теорiя графiв знайшла широкi застосування у
фiзицi, хiмiї, лiнгвiстицi, економiцi, психологiї, технiцi та iнших
науках.

Виявляється, що теорiя матриць допомагає розв’язувати
деякi задачi теорiї графiв. Перед тим як проiлюструвати це,
наведемо означення основних понять теорiї графiв.

Пiд графом розумiють скiнченну сукупнiсть об’єктiв та
зв’язкiв мiж ними. Граф представляють у виглядi сукупностi
точок, якi називають вершинами, та лiнiй, що їх з’єднують i
називаються ребрами або ланками (рис. 2.12).

𝑃1

𝑃2

𝑃3

𝑃4

𝑃5

𝑃6

𝑃7

Вершина 𝑃1 Ребро 𝑃2𝑃4

Рис. 2.12. Граф 𝐺1

Граф називається орiєнтованим або направленим, якщо
його ребра мають напрям. Маршрутом (шляхом) орiєнтова-
ного графа, який з’єднує вершини 𝑋 i 𝑌 , називається послi-
довнiсть рiзних вершин i направлених ребер, по яких можна
дiстатися з 𝑋 до 𝑌 . Якщо маршрут починається i закiнчується
у однiй вершинi 𝑃 , то вiн називається петлею у 𝑃 . Приклад
направленого графа зображено на рисунку 2.13. Вiд 𝑃1 до 𝑃3

є два маршрути. Один проходить послiдовно через вершини
𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, а iнший— через 𝑃1, 𝑃2, 𝑃4, 𝑃5, 𝑃3.
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𝑃1

𝑃2

𝑃3𝑃4

𝑃5

Рис. 2.13. Граф 𝐺2

Граф називається зв’язним, якщо будь-якi двi його верши-
ни можна зв’язати маршрутом i незв’язним у протилежному
випадку (див. рис. 2.14).

𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷

𝐸 𝐹

Рис. 2.14. Зв’язний граф (лiворуч) та незв’язний (праворуч).

Якщо у графi 𝐺 iснує маршрут вiд вершини 𝑃𝑖 до 𝑃𝑗 , який
мiстить 𝑛 ребер, то ми говоримо, що iснує 𝑛-шлях вiд 𝑃𝑖 до 𝑃𝑗 .
Наприклад, на рисунку 2.12 iснує три рiзних 2-шляхи вiд 𝑃2 до
𝑃7.

Графи можуть бути досить складними i заплутаними. Тому
виникає бажання знайти бiльш практичнi шляхи для його пред-
ставлення. Виявляється, що використання матриць є корисним
способом вивчення графiв.
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Якщо граф 𝐺 має 𝑛 вершин 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛, то ми можемо
асоцiювати з ним матрицю 𝑛-го порядку 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), яка нази-
вається матрицею сумiжностi або вершинною матрицею
графа 𝐺. Елемент 𝑎𝑖𝑗 цiєї матрицi дорiвнює 1, якщо у графа 𝐺
є ребро, якi сполучає вершину 𝑃𝑖 з вершиною 𝑃𝑗 i 0 — у проти-
лежному випадку. Наприклад, матриця сумiжностi для графа
𝐺1 є такою:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 1 0 1
1 0 1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Зауважимо, що для ненаправленого графа матриця сумiжностi
є симетричною.

Вiдмiтимо також, що будь-яка булева матриця (елементами
якої є тiльки 0 i 1) з нулями на головнiй дiагоналi визначає
єдиний направлений граф.

Наступна теорема дає одне важливе застосування матрицi
сумiжностi графа.

Теорема 2.8. Якщо 𝐴— матриця сумiжностi графа 𝐺 з
вершинами 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛, то елемент (𝑖, 𝑗) матрицi 𝐴𝑘 пред-
ставляє число рiзних 𝑘-ланкових шляхiв вiд 𝑃𝑖 до 𝑃𝑗 у даного
графа.

Так, наприклад, пiднесемо до квадрату матрицю сумiжностi
𝐴 графа 𝐺1. Отримаємо матрицю

𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 1 2 2 0 1 1
1 4 1 1 1 1 3
2 1 2 2 0 0 1
2 1 2 3 1 0 1
0 1 0 1 2 1 0
1 1 0 0 0 2 1
1 3 1 1 1 1 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

яка дає нам кiлькiсть рiзних маршрутiв з використанням двох
ребер мiж вершинами графа 𝐺1. Наприклад, iснує три рiзних
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дволанкових шляхи мiж вершинами 𝑃2 i 𝑃7, але не iснує дороги,
щоб пройти вiд 𝑃1 до 𝑃5 за два кроки на графi 𝐺1.

Приклад 1. Наступна дiаграма представляє карту мар-
шрутiв компанiї, яка займається доставкою товарiв споживачам
у рiзних мiстах:

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷 𝐸

Вивчити можливi шляхи обслуговування.

Розв’язання. Тут 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷,𝐸 є мiстами, якi обслуговує
компанiя. Матриця сумiжностi 𝑀 цього графа є

A B C D E
A
B
C
D
E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 1 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 1
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Знайдемо 𝑀2 i 𝑀3:

A B C D E
A
B
C
D
E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2 1 0 1 1
1 1 0 0 0
0 2 2 1 0
0 1 1 2 0
1 0 0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐴2,

A B C D E
A
B
C
D
E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 4 3 3 0
0 1 1 2 0
3 1 0 2 2
3 2 0 1 1
1 3 2 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐴3.
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Якщо компанiя зацiкавлена бiльше у зв’язках мiж мiстами
𝐴 i 𝐵, то зi знайдених матриць можна бачити, що iснує один
одноланковий зв’язок та один дволанковий зв’язок мiж цими
мiстами. У той же час є чотири триланкових зв’язки:

1. 𝐴→ 𝐶 → 𝐸 → 𝐵
2. 𝐴→ 𝐵 → 𝐷 → 𝐵
3. 𝐴→ 𝐷 → 𝐴→ 𝐵
4. 𝐴→ 𝐶 → 𝐴→ 𝐵

�
Домiнантно-орiєнтований граф
Орiєнтований граф 𝐺 називається домiнантно-

орiєнтованим, якщо для будь-якої пари його рiзних
вершин 𝑃𝑖 та 𝑃𝑗 одна зв’язана з iншою, але не обидвi. На
рисунку 2.15 зображений такий граф. У нього вершини 𝐴, 𝐶 i
𝐸 мають таку властивiсть: з кожної з них iснує одноланковий
або дволанковий зв’язок з будь-якою вершиною графа.

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷 𝐸

Рис. 2.15. Граф 𝐻.

Якщо результати спортивних змагань представляти у ви-
глядi такого графа, як на рис. 2.15, то вершини 𝐴, 𝐶, 𝐸 могли
б вiдповiдати найбiльш сильним командам в тому розумiннi,
що цi команди перемагають iншi, а якщо i зазнають поразки
вiд певної команди (назвемо її 𝑋), то обов’язково здобувають
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перемогу над деякою iншою командою, яка перемогла 𝑋. Має
мiсце таке твердження.

Теорема 2.9. У будь-якого домiнантно-орiєнтованого гра-
фа iснує принаймнi одна вершина, з якої iснує одноланковий
або дволанковий зв’язок з будь-якою вершиною даного графа.

Для домiнантно-орiєнтованого графа потужнiстю (си-
лою) вершини називають загальне число одноланкових та дво-
ланкових зв’язкiв. Використовуючи матрицi сумiжностi𝐴 графа
𝐺 з вершинами 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 ми можемо знайти потужнiсть
вершини 𝑃𝑖. Справдi, сума елементiв 𝑖-го рядка матрицi 𝐴 дає
число одноланкових зв’язкiв цiєї вершини та сума елементiв 𝑖-го
рядка матрицi 𝐴2 дає число дволанкових зв’язкiв цiєї вершини.
Тодi сума елементiв 𝑖-го рядка матрицi 𝐴 + 𝐴2 дає загальне
число зв’язкiв цiєї вершини з iншими вершинами.

У домiнантно-орiєнтованого графа можна визначити вер-
шину, яка має найбiльшу потужнiсть. Для цього потрiбно обчи-
слити матрицю 𝐴+𝐴2; ї ї рядок з найбiльшою сумою елементiв
дає номер шуканої вершини.

Приклад 2. Результати турнiру п’яти команд iнституту 𝐴,
𝐵, 𝐶, i 𝐷 з мiнiфутболу заданi за допомогою графа з попере-
днього рисунку. Визначити мiсця кожної команди.

Розв’язання. Складемо матрицю сумiжностi𝑀 для графа
𝐻:

A B C D E
A
B
C
D
E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 1 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 1
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝑀.

Знайдемо 𝑀2:
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A B C D E
A
B
C
D
E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 3 2
1 0 0 1 0
1 0 0 2 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Обчислимо 𝑀 +𝑀2:

A B C D E
A
B
C
D
E

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 2 1 3 3
1 0 0 2 1
1 1 0 3 2
1 1 1 0 1
1 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
→ сума 9
→ сума 4
→ сума 7
→ сума 4
→ сума 2

Оскiльки перший рядок має найбiльшу суму, то верши-
на 𝐴 повинна мати одноланковий або дволанковий зв’язок з
будь-якою вершиною даного графа. Ранг команд вiдповiдно до
потужностi вершин є таким: команда 𝐴 (перша), команда 𝐶
(друга), команди 𝐵 i 𝐷 (дiлять третє i четверте мiсце) i команда
𝐸 (остання). �

Вправи
1. На наступному рисунку зображено орiєнтований граф:

𝑃1 𝑃2 𝑃3

𝑃4

𝑃5

𝑃6

𝑃7

а) Встановити чи є граф зв’язним;
б) встановити чи є граф домiнантно-орiєнтованим;
в) знайти матрицю сумiжностi;
г) знайти кiлькiсть всiх триланкових шляхiв;
д) знайти кiлькiсть всiх шестиланкових шляхiв з 𝑃7 до 𝑃6;
е) знайти кiлькiсть всiх чотириланкових шляхiв з 𝑃1 до 𝑃3.



Матрицi i графи 137

2. Зобразити граф, якому вiдповiдає матриця сумiжностi

𝑀 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1 1 1
0 0 1 0 1
1 0 0 0 1
0 0 1 0 1
1 1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
3. Для графа з вправи 2 встановити:

а) чи є граф зв’язним;
б) чи є граф домiнантно-орiєнтованим?

4. Для графа з вправи 2 знайти:
а) усi триланковi шляхи з 𝑃4 до 𝑃2;
б) усi чотириланковi шляхи (петлi) з 𝑃4 до 𝑃4;
в) кiлькiсть усiх чотириланкових шляхiв з 𝑃1 до 𝑃2.

5. В чемпiонатi з американського футболу брали участь 12
команд. Результати матчiв зведенi у наступну матрицю:

𝑆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 1
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Рядки матрицi представляють вiдповiдно Алабаму, Арканзас,
Оборн, Флорiду, Джорджiю, Кентукi, Луiзiану, Мiссiсiпi, Флорi-
ду, Пiвденна Каролiну, Теннесi i Вандербiлт. Обчислити число
перемог для кожної команди i потужнiсть кожної команди.
Упорядкувати команди по числу перемог i потужностi.

6. Як може бути змiнено аналiз, якщо командам було б
дозволено грати мiж собою бiльше нiж один раз? Розгляньте,
що означає двокрокова перевага у цьому випадку; чи можливо
щоб команда мала двокрокову перевагу над собою?



Роздiл 3

Застосування до захисту i
передачi iнформацiї

Теоретичнi вiдомостi

Для сучасної цивiлiзацiї однiєю з характерних особливостей
є швидкий обмiн iнформацiєю. Ще у ХIХ столiттi був вiдо-
мий крилатий вислiв: «хто володiє iнформацiєю— той володiє
свiтом». Завдяки сучасним засобам комунiкацiй (телеграф, те-
лефон, радiо, телебачення, iнтернет, мобiльний зв’язок, повiтря-
ний, залiзничний, автомобiльний транспорт тощо) iнформацiя,
що отримана, наприклад, у Японiї чи Австралiї легко i швидко
стає вiдомою в Європi та Америцi. Iнформацiя по вiдповiдних
каналах передається за допомогою спецiальних приладiв на Зем-
лю з супутникiв та космiчних станцiй, якi дослiджують планети
та далекий космiчний простiр. Уряди, полiтики, банки, фiнансо-
вi установи, корпорацiї постiйно обмiнюються конфiденцiйною
iнформацiєю.

Переданi повiдомлення можуть бути спотворенi природни-
ми шумами у процесi його доставки. Рiзноманiтнi зловмисники
також хотiли б знати змiст або спецiально спотворювати та-
ку iнформацiю. Тому повiдомлення потрiбно закодувати так,
щоб пiсля проходження його через перешкоди (природнi чи
спецiальнi) можна було розкодувати отримане повiдомлення до
його первинного виду. У цьому роздiлi ми коротко познайомимо
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читача з можливостями застосувань лiнiйної алгебри до рiзних
способiв кодування та шифрування iнформацiї при її передачi
адресатам.

Перед тим, як детально розглянути рiзнi технiки кодуван-
ня i шифрування, коротко зупинимось на деяких необхiдних
поняттях лiнiйної алгебри.

Векторнi простори над Z2.
У курсi лiнiйної алгебри, коли студенти вивчають поняття

векторного простору, пiд скаляром розумiють дiйсне або ком-
плексне число. Це поняття може бути узагальнене до довiльного
елемента вiдомого поля. Ми вважаємо, що читач знайомий з
поняттям поля.

Найпоширенiшими прикладами полiв є Q (рацiональнi чи-
сла), R (дiйснi числа), C (комплекснi числа) i Z/𝑝Z, якщо 𝑝 є
простим числом (цiлi числа за модулем простого 𝑝):

Z/𝑝Z = {0, 1, . . . , (𝑝− 1)}.

Останнiй приклад поля викликає у нас особливий iнтерес.
Зокрема випадок, коли 𝑝 = 2. Тодi поле Z/2Z позначають через
Z2. Воно складається тiльки з двох елементiв 0 i 1:

Z2 = Z/2Z = {0, 1}.

У Z2 правила додавання i множення визначенi так:

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 0 + 1 = 1, 1 + 1 = 0,

0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

Така арифметика називається модулярною. Додавання i вiд-
нiмання є однаковими операцiями у Z2.

Нагадаємо означення операцiй у векторному просторi R𝑛

над R:
1. (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) + (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛);
2. 𝛼(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = (𝛼𝑥1, . . . , 𝛼𝑥𝑛), якщо 𝛼 ∈ R.
Така ж структура може бути визначена над Z𝑛

2 . Ми надiлимо
Z𝑛
2 додаванням i множенням на скаляр (множення на 0 i на 1).
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Наприклад, у Z5
2 ми маємо:

(1, 0, 1, 1, 0) + (1, 1, 0, 0, 1) = (0, 1, 1, 1, 1) та
0 · (1, 0, 1, 1, 1) = (0, 0, 0, 0, 0).

Множина Z𝑛
2 з визначеними так цими двома операцiями

стає векторним простором над полем Z2 (скалярами тут є 0 i
1). В цiй множинi розглядаються усi основнi поняття векторних
просторiв: лiнiйна залежнiсть та незалежнiсть систем векторiв,
пiдпростори, розмiрнiсть, ранг тощо. Основна вiдмiннiсть цього
простору з простором R𝑛 полягає в тому, що вiн мiстить лише
скiнченну кiлькiсть елементiв (2𝑛 векторiв).

1. Лiнiйна алгебра i кодування

На гомiнкiй вулицi нерiдко спiврозмовник не може зрозумiти
змiст сказаного вами. У такому випадку доводиться повторюва-
ти ту саму фразу голоснiше. Подiбно до цього i для перевiрки
iстинностi отриманого повiдомлення можна повторити його пе-
редавання двiчi або тричi. Проте копiювання та дублювання
великих за обсягом даних на компакт-дисках або жорстких
дисках часто є неможливим.

У цьому застосуваннi лiнiйної алгебри ми розглянемо шля-
хи виявлення помилок у повiдомленнi, коли воно спотворене
природнiм фоном. Цей процес називається кодуванням. Код,
який знаходить помилки у спотвореному шумом повiдомленнi
називається виявником помилок. Якщо до цього ж вiн може
виправляти помилку, то такий код називається коректором
помилок. Набагато складнiше коригувати помилки, нiж їх
виявляти.

Деякi основнi технiки кодування.
Код— це система умовних знакiв (символiв) для вiдображе-

ння iнформацiї. Скiнченна послiдовнiсть кодових символiв нази-
вається кодовим словом. Найчастiше застосовують двiйковi
позицiйнi коди i коди, якi зводяться до них, тобто повiдомлення
передаються у виглядi послiдовностi цифр 0 та 1.
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Припустимо, що ми хочемо вiдiслати повiдомлення 1011. Це
двiйкове «слово» може означати дiйсне слово, наприклад «чем-
пiон». Одним з шляхiв кодування повiдомлення 1011 може бути
приєднання до нього такого доповнення, яке за умови спотворе-
ння повiдомлення дозволить виявити помилку. Одним з таких
доповнень може бути 1 або 0 в залежностi вiд того непарну чи
парну кiлькiсть одиниць мiстить слово. При такому кодуваннi
усi закодованi слова будуть мати парне число одиниць. Напри-
клад, повiдомлення 1011 буде закодоване як 10111. Тепер, якщо
воно спотворене до 00111, то ми знаємо, що помилка є, оскiльки
ми отримали непарне число одиниць. Проте невiдомо скiльки
помилок було зроблено та якi цифри були правильними. Таким
чином, контроль парностi виявляє помилки, але не локалiзує
їх для виправлення. Цей код виявлення помилок називається
контролем парностi i є занадто простим, щоб бути корисним.
Наприклад, якщо були змiненi двi цифри, то ця схема не ви-
явить помилку. Крiм того вiн не є кодом виправлення помилки.
Розглянемо iнший приклад.

Приклад 1. Поштова служба Сполучених Штатiв Аме-
рики зображає код поштового iндексу на конвертi у виглядi
послiдовностi довгих i коротких рисок вiдповiдно до наступної
схеми:

0=� � � � � 1=� � � � � 2= � � � � � 3= � � � � � 4= � � � � �
5=� � � � � 6=� � � � � 7= � � � � � 8= � � � � � 9= � � � � �
Поштовi iндекси закодовують i розмiщують на конвертi.

Кожний код розпочинається та закiнчується довгою рискою.
Наприкiнцi коду додається контрольна цифра, яка визначається
так, щоб сума усiх цифр дiлилась нацiло на 10. Якщо закодо-
ванi цифри у сумi не дають число кратне 10, то у передачi
трапилась помилка. Наприклад, поштовi iндекси 29733 i 28209
зображаються на конвертах в такий спосiб:

29733: � � � � � �⏟ ⏞ 
2

� � � � �⏟ ⏞ 
9

� � � � �⏟ ⏞ 
7

� � � � �⏟ ⏞ 
3

� � � � �⏟ ⏞ 
3

� � � � �⏟ ⏞ 
6

�

28209: � � � � � �⏟ ⏞ 
2

� � � � �⏟ ⏞ 
8

� � � � �⏟ ⏞ 
2

� � � � �⏟ ⏞ 
0

� � � � �⏟ ⏞ 
9

� � � � �⏟ ⏞ 
9

�
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Оскiльки 2 + 9 + 7 + 3 + 3 = 24, то до поштового iндексу
29733 було додано контрольну цифру 6. До поштового iндексу
28209 було додано 9, оскiльки 2 + 8 + 2 + 0 + 9 = 21.

Подiбнi системи кодування застосовуються при кодуван-
нi товарiв за допомогою штрих-кодiв UPC (Universal Product
Code), ISBN-коду книжкових видань (International Standard
Book Number), 16-цифрового коду на кредитних картках тощо.

Iншим способом закодування повiдомлення було б повторе-
ння його двiчi, наприклад, 10111011. Тодi, якщо повiдомлення
було спотворено до 00111011, то ми напевно знаємо, що одна
з двох половин спотворена. Ця схема кодування також неефе-
ктивна i використовується рiдко. Ми могли б отримати кращий
результат повторюючи повiдомлення кiлька разiв, але це заби-
рає багато часу.

Передовою технiкою кодування у свiй час став код Хем-
мiнга. У 1950 роцi Р.Хеммiнг1 опублiкував статтю, у якiй ввiв
цiкавий простий код коригування помилки, який став вiдомим
як код Хеммiнга. Ця робота Хеммiнга вiдiграла важливу роль
у подальшому розвитку теорiї кодування, стимулювала глибокi
дослiдження у цьому напрямi i була вiдзначена низкою пре-
стижних нагород. У 1980 роцi Рiчард Хеммiнг написав книгу
«Теорiя кодування i теорiя iнформацiї», яка видана в 1983 роцi
росiйською мовою2.

Перед ознайомленням з кодом Хеммiнга розглянемо задачу.

Приклад 2. Знайти ранг матрицi

𝐴 =

⎡⎣ 1 1 0 0
1 0 1 1
0 1 1 1

⎤⎦
над полем Z2 та базиси стовпцевого простору Col𝐴 (лiнiйної
оболонки вектор-стовпцiв матрицi 𝐴) та нуль-простору Null𝐴

(простору розв’язкiв рiвняння 𝐴x⃗ = 0⃗).

1Richard Wesley Hamming (1915–1998) — американський математик.
2Хэмминг Р.В. Теория кодирования и теория информации /

Р. В.Хэмминг. — Москва : Радио и связь, 1983. — 176 с.



Лiнiйна алгебра i кодування 143

Розв’язання. Спочатку зведемо матрицю 𝐴 до схiдчастої
форми з використанням модулярної арифметики у Z2:⎡⎣ 1 1 0 0

1 0 1 1
0 1 1 1

⎤⎦→
⎡⎣ 1 1 0 0

0 1 1 1
0 1 1 1

⎤⎦→
⎡⎣ 1 1 0 0

0 1 1 1
0 0 0 0

⎤⎦→
⎡⎣ 1 0 1 1

0 1 1 1
0 0 0 0

⎤⎦ .
Отже, базис для Col𝐴 утворюють перший i другий стовпцi
матрицi 𝐴: ⎧⎨⎩

⎡⎣ 1
1
0

⎤⎦ ,
⎡⎣ 1

0
1

⎤⎦⎫⎬⎭ .

Таким чином, rank𝐴 = 2. Для знаходження базису для
Null𝐴 розв’яжемо систему 𝐴x⃗ = 0⃗ i отримаємо рiвняння

𝑥1 = −1𝑥3 − 1𝑥4 i 𝑥2 = −1𝑥3 − 1𝑥4.

Оскiльки −1 = 1, то

𝑥1 = 1𝑥3 + 1𝑥4 i 𝑥2 = 1𝑥3 + 1𝑥4,

так що базисом для Null𝐴 є⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎡⎢⎢⎣

1
1
1
0

⎤⎥⎥⎦ ,
⎡⎢⎢⎣

1
1
0
1

⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

Вiдзначимо, що цi результати вiдрiзняються вiд тих, якi могли
б бути отриманi, якщо елементи матрицi 𝐴 розглядати як дiйснi
числа. Можна переконатись, що у такому випадку rank𝐴 = 3.

Весь нуль-простiр Null𝐴 є таким :

Null𝐴 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎡⎢⎢⎣

0
0
0
0

⎤⎥⎥⎦ ,
⎡⎢⎢⎣

0
0
1
0

⎤⎥⎥⎦ ,
⎡⎢⎢⎣

1
1
0
1

⎤⎥⎥⎦ ,
⎡⎢⎢⎣

1
1
1
0

⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

�
Зазначимо, що кiлькiсть векторiв у Null𝐴 дорiвнює 22 =

4 (вона дорiвнює 2, яке пiднесене до степеня, який дорiвнює
розмiрностi Null𝐴). Це є iстиною для будь-якого пiдпростору у
Z𝑛
2 .
Має мiсце таке твердження:
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Теорема 3.1. Якщо 𝑊 є пiдпростiр простору Z𝑛
2 розмiр-

ностi dim𝑊 = 𝑘, то число векторiв у 𝑊 дорiвнює 2𝑘.

Тепер ми розглянемо бiльш складний варiант коду пере-
вiрки парностi: три числа будуть додаватися у кiнцi кожного
чотирицифрового повiдомлення. Таким чином, закодованi повi-
домлення будуть елементами простору Z7

2.

Код Хеммiнга (7,4).
Для заданих двох цiлих чисел 𝑘 6 𝑛 пiдпростiр Z𝑛

2 розмiрно-
стi 𝑘 називається (𝑛, 𝑘) лiнiйним кодом. Елементи лiнiйного
коду називаються закодованими словами.

Розглянемо матрицю 𝐻 над Z2, стовпцями c⃗1, . . . , c⃗7 якої є
всi ненульовi вектори з Z3

2:

𝐻 =

⎡⎣ 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

⎤⎦ .
Нуль-простiр матицi 𝐻 називається кодом Хеммiнга (7,4)
(Null𝐻 є множиною всiх розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних
рiвнянь 𝐻x⃗ = 0⃗). Розв’яжемо систему 𝐻x⃗ = 0⃗ для того, щоб
описати Null𝐻.

Застосувавши метод Гаусса–Йордана (разом з арифметикою
у Z2), ми отримаємо таку схiдчасту форму для матрицi 𝐻:

𝐻 =

⎡⎣ 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

⎤⎦ . (3.1)

Оскiльки ранг 𝐻 дорiвнює 3, то розмiрнiсть Null𝐻 є 7 − 3 =
4. Справдi, легко показати (записавши загальний розв’язок у
параметричнiй формi), що

ℬ = {(1, 0, 0, 0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 0, 1, 0, 1),

(0, 0, 1, 0, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1)}
є базисом простору Null𝐻 над Z2.

Нехай {e⃗1, . . . , e⃗7} є стандартним базисом Z7
2. Тодi 𝐻 e⃗𝑖 = c⃗𝑖

для всiх 𝑖 = 1, . . . , 7 (перевiрте це) i тому жоден стандартний
вектор не належить до Null𝐻. Як наслiдок, ми маємо два
спостереження:
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Теорема 3.2. 1. Якщо v⃗ ∈ Null𝐻, то v⃗ + e⃗𝑖 не належить
Null𝐻 для всiх 𝑖 = 1, . . . , 7.

2. Якщо v⃗ ∈ Z7
2, причому 𝐻v⃗ = c⃗𝑖 для деякого 𝑖, то v⃗ + e⃗𝑖

належить Null𝐻. Крiм того, v⃗ + e⃗𝑗 не належить Null𝐻 для
всiх 𝑖 ̸= 𝑗.

Цей результат означає, що коли зроблена одна помилка при
передачi повiдомлення x⃗, то ця помилка може бути виявлена i
виправлена перевiркою того, чи лежить отримане повiдомлення
у Null𝐻.

Матриця 𝐺, рядками якої є елементи базису ℬ, називається
генеруючою матрицею для коду Хеммiнга (7,4).

𝐺 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1

⎤⎥⎥⎦ . (3.2)

Алгоритм для коригування помилок кодом Хеммiн-
га (7,4).

Припустимо, що ми хочемо вiдiслати слово u⃗, яке склада-
ється з чотирьох двiйкових цифр 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, причому нам
вiдомо, що закодоване слово може бути спотворене деяким
шумом, змiнюючи тiльки одну його компоненту (а може i не
бути спотвореним). Нехай w⃗— отримане слово.

1. Для кодування u⃗ ми утворимо лiнiйну комбiнацiю v⃗
елементiв базису ℬ з чотирма цифрами �⃗� як коефiцiєнтами. Вiд-
значимо, що v⃗ можна отримати з початкового слова виконанням
матричного множення v⃗ = [𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢4]𝐺, де 𝐺—наведе-
на вище матриця за формулою (3.2). За побудовою, вектор
v⃗ належить Null𝐻. Зауважимо також, що [𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢4]𝐺
даватиме сiм цифр вектора, першi чотири цифри якого є поча-
тковим словом.

2. Обчислимо 𝐻w⃗, де 𝐻 — описана вище за формулою (3.1).
3. Якщо 𝐻w⃗ = 0⃗, то w⃗ належить Null𝐻. Тому наявнiсть

однiєї помилки буде означати, що w⃗ не належить Null𝐻 за
першою частиною теореми 3.2. Тодi робимо висновок, що спо-
творення немає i u⃗ є першими чотирма цифрами w⃗.
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4. Якщо 𝐻w⃗ = c⃗𝑖 для деякого 𝑖, то вектор v⃗ + e⃗𝑖 належить
Null𝐻 i v⃗+ e⃗𝑗 не належить Null𝐻 для всiх 𝑖 ̸= 𝑗. Тому змiнимо
𝑖-у компоненту w⃗ (з 0 на 1 або з 1 на 0) i одержимо новий вектор
w⃗′. Перших чотири цифри w⃗′ є кодовим словом u⃗.

Проаналiзуємо, як описаний алгоритм працює на двох при-
кладах.

Приклад 3. Припустимо, що ми отримали повiдомлення
w⃗ = 1100011 закодоване кодом Хеммiнга (7,4). Припустимо
також, що якщо i iснують помилки у передачi, то не бiльше
однiєї. Потрiбно знайти початкове повiдомлення.

Розв’язання. Обчислюємо добуток:

𝐻 ·
[︀
1 1 0 0 0 1 1

]︀𝑇
=

⎡⎣ 0
1
0

⎤⎦ .
Оскiльки 𝐻w⃗ дорiвнює другому стовпцю матрицi 𝐻, то

замiна другої компоненти w⃗ дає розкодоване слово: 1000011.
Робимо висновок, що вихiдне слово є 1000. �

Приклад 4. Припустимо, що ми отримали повiдомлення
w⃗ = 0101010 закодоване кодом Хеммiнга (7,4). Припустимо
також, що якщо i iснують помилки у передачi, то не бiльше
однiєї. Потрiбно знайти початкове повiдомлення.

Розв’язання.

𝐻 ·
[︀
0 1 0 1 0 1 0

]︀𝑇
=

⎡⎣ 0
0
0

⎤⎦ .
Оскiльки 𝐻w⃗ = 0⃗, то не iснує помилки в передачi цього повi-
домлення i воно було таким: 0101. �

У представленiй технiцi переданi слова були дуже коротки-
ми: тiльки 4 цифри. Iснує тiльки 24 таких слiв. У реальному
життi електроннi повiдомлення мiстять набагато бiльше цифр.
Iнша проблема коду Хеммiнга (7,4) полягає в тому, що вiн не мо-
же виявити бiльше однiєї помилки i розкодувати повiдомлення.
Але iснують iншi типи бiльш ефективних кодiв.
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Вправи
1. Поштовим службою США на конвертах були знайденi

такi коди:

а) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;
б) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;
в) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .
Встановити, чи була зроблена помилка при передачi.
2. Закодувати наступнi повiдомлення, застосувавши код

Хеммiнга (7,4):
а) 1001; б) 0011; в) 0101.
3. Було отримано повiдомлення, кожне з яких було закодо-

вано кодом Хеммiнга (7,4):
а) 0101101; д) 0111100;
б) 1000011; е) 1001101;
в) 0010111; є) 1010010;
г) 0101010; ж) 1110111.
При передачi щонайбiльше один елемент мiг змiнитись. Вста-

новити чи вiдбулась така змiна при передачi i якщо так, то
виправити її.

2. Лiнiйна алгебра i криптографiя

Для бiльшостi людей криптографiя пов’язана з секретними
комунiкацiями. Справдi, захист засекречених зв’язкiв упродовж
довгої iсторiї був одним з прiоритетних напрямкiв криптографiї.
Пiд шифруванням розумiють перетворення певної iнформацiї
у деяку форму, яка незрозумiла за змiстом. Воно має на метi
гарантувати недоступнiсть iнформацiї для тих, кому вона не є
призначеною (навiть тих, хто може бачити зашифрованi данi).
Дешифрування (розшифрування) є оберненим до шифрування i
полягає у перетвореннi зашифрованих даних назад у зрозумiлу
форму. Шифрування i дешифрування вимагають використання
деякої секретної iнформацiї, яка зазвичай називається ключем.
У залежностi вiд особливостей шифрування може бути викори-
станий як однаковий ключ для шифрування i дешифрування,
так i рiзнi ключi.
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В соновi найпростiших шифрiв лежить iдея замiни кожної
лiтери у вiдкритому текстi iншою лiтерою. Такий клас шифрiв
називають шифрами пiдстановки (точнiше, моноалфавiтни-
ми шифрами пiдстановки). Зауважимо, що у цьому випадку
ключ є досить довгим (а саме таким як довжина алфавiту,
оскiльки ми повиннi вказати для кожної лiтери її замiну) i
iснує багато можливостей для зашифрування (для латинського
алфавiту, який мiстить 26 букв, їх є 26! ≈ 4 · 1026). Разом з тим
вони досить легко можуть бути розшифрованими.

Приклад 1. Нехай маємо зашифрований текст:

RUQDY QNTRZ AQIQB NAZNC YQQBQ WBJQR UJWXS
RUNVW WENCQ TRYQK QRK.

Необхiдно його розшифрувати.

Розв’язання. Пiсля уважного перегляду зашифрованого
тексту помiчаємо, що лiтера Q зустрiчається 11 раз, набагато
частiше нiж будь-яка iнша. Можна припустити, що Q замiняє
найбiльш вживану лiтеру. У англiйськiй мовi найбiльш вжи-
ваною є лiтера e, пiсля неї слiдують t, a i o. Вiдноснi частоти
лiтер англiйського алфавiту зведено у таблицi 11.

Тому ми можемо припустити, що лiтерi Q вiдповiдає e, а
лiтерам W, R i N вiдповiдають o, a, t. В подальшому ми намага-
ємося здогадатися про зв’язок лiтер i їх подальшу вiдповiднiсть,
щоб повiдомлення мало змiст. Якщо ми маємо декiлька лiтер,
то можна спробувати встановити мiсцеположення стандартних
слiв (the, be, to, of, and тощо). При цьому слiд пам’ятати, що
найбiльш вживаними сполученнями лiтер у англiйськiй мовi є
(в порядку зменшення): th, he, in, en, nt, re, er, an, ti, es, on, at,
se, nd, or, ar, al, te, co, de, to, ra, et, ed, it, sa, em, ro.

Робота з використанням таких iмовiрносних здогадок на-
зивається частотним аналiзом. Коли довжина шифрованого
повiдомлення зростає, то частотний аналiз стає все бiльше i

1Beker H., Piper F. Cipher Systems: The Protection of Communications. —
Wiley-Interscience, 1982. — P. 397. Дивись також http://en.wikipedia.org/
wiki/Letter_frequency

http://en.wikipedia.org/wiki/Letter_frequency
http://en.wikipedia.org/wiki/Letter_frequency
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Лiтера Частота Лiтера Частота Лiтера Частота
a 8,167 j 0,153 s 6,327
b 1,492 k 0,772 t 9,056
c 2,782 l 4,025 u 2,758
d 4,253 m 2,406 v 0,978
e 12,702 n 6,749 w 2,360
f 2,228 o 7,507 x 0,150
g 2,015 p 1,929 y 1,974
h 6,094 q 0,095 z 0,074
i 6,966 r 5,987

Табл. 1. Вiдносна частота лiтер в англiйськiй мовi.

бiльше надiйним. Iснують письмовi свiдчення, що араби вико-
ристовували такий аналiз ще у IX столiттi. Для роботи цим
методом потрiбно, щоб повiдомлення мiстило не менше 50 букв.

Отже, якщо припустити, що нашi здогадки правильнi, ми
маємо вiдповiднiсть

RU Q DYQNTR Z A Q I Q B NA Z N C YQQBQWBJQR
a e e t a e e t t e e e o e a
U J WX S RUNVWWENCQ TRYQKQRK

o a t o o t e a e e a
Пропонуємо читачам, не поспiшаючи, далi продовжити роз-

шифрування цього повiдомлення. Пам’ятайте, що пропуски мiж
словами були зсунутi вiд оригiналу. Пiдказку щодо того, як са-
ме вiдокремленi слова один вiд одного, наведена в кiнцi цього
параграфу на сторiнцi 158. �

Для того, щоб зробити код важчим для дешифрувальни-
ка можна шифрувати групи букв як одне цiле. Вперше такий
шифр описав Лестер Хiлл1 у своїх працях 1929 та 1931 рокiв.
Шифр Хiлла розглядає блоки лiтер як вектори i шифруван-
ня здiйснюється матричним множенням. Такий шифр може
працювати з блоками лiтер довiльної довжини.

1Lester S. Hill (1891—1961) — американський математик.



150 Застосування до захисту i передачi iнформацiї

Сьогоднi використовують дуже складнi методи шифрува-
ння i дешифрування повiдомлень. Екстремально важкi для
зламування коди використовують великi матрицi для шифрува-
ння повiдомлення. Одержувач повiдомлення розшифровує його,
використовуючи обернену до цiєї матрицi. Перша матриця на-
зивається кодуючою матрицею, а обернена — декодуючою
матрицею.

Для того, щоб закодувати повiдомлення, лiтери «переводя-
ться» в числа. Для такої замiни лiтер англiйського алфавiту
потрiбно тiльки числа вiд 0 до 25 (тобто, елементи кiльця Z26).
Дiї над цими числами пiдпорядкованi модулярнiй арифме-
тицi, тобто додавання, вiднiмання, множення здiйснюються за
модулем 26.

Множина Z3
26 складається зi всiх векторiв з трьома коор-

динатами, якi є числами вiд 0 до 25. Додавання векторiв i
множення на скаляр визначено в стандартний спосiб. Простiр
Z3
26 буде дуже корисним для шифрування i дешифрування по-

вiдомлень. Для зашифрування повiдомлень використовується
ключова матриця 𝐴, яка у нашому випадку буде матрицею
третього порядку. Множення вектора v⃗ з Z3

26 на 𝐴 буде утво-
рювати новий вектор 𝐴v⃗, який також належить Z3

26. Вiн може
бути iнтерпретований як закодований вектор v⃗.

Приклад 2. Зашифрувати повiдомлення «THE ROOSTER
CROWS AT DAWN»1 шифром Хiлла з ключовою матрицею

𝐴 =

⎡⎣ 3 10 20
20 9 17
9 4 17

⎤⎦ .
Розв’язання. Нехай лiтери англiйського алфавiту зануме-

рованi так:
A B C D E F G H I J K L M
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N O P Q R S T U V W X Y Z
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

1«Пiвень спiває на свiтанку»
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Тепер розiб’ємо повiдомлення на частини з трьох лiтер ко-
жна:

THE ROO STE RCR OWS ATD AWN

Якщо кiлькiсть лiтер не кратна 3, то остання множина може
бути доповнена випадковими буквами. Тепер групи з трьох букв
можуть бути конвертованi у групи з трьох чисел, якi можна
розглядати як вектори. Наприклад, THE ROOSTER CROWS
AT DAWN стало

𝑇
𝐻
𝐸

⎡⎣ 19
7
4

⎤⎦ 𝑅
𝑂
𝑂

⎡⎣ 17
14
14

⎤⎦ 𝑆
𝑇
𝐸

⎡⎣ 18
19
4

⎤⎦ 𝑅
𝐶
𝑅

⎡⎣ 17
2
17

⎤⎦
𝑂
𝑊
𝑆

⎡⎣ 14
22
18

⎤⎦ 𝐴
𝑇
𝐷

⎡⎣ 0
19
3

⎤⎦ 𝐴
𝑊
𝑁

⎡⎣ 0
22
13

⎤⎦
Повiдомлення THE ROOSTER CROWS AT DAWN мо-

же бути закодоване множенням кожного вектора по черзi на
ключову матрицю. Наприклад, перший вектор повiдомлення
набуває такого виду:

𝐴 =

⎡⎣ 3 10 20
20 9 17
9 4 17

⎤⎦⎡⎣ 19
7
4

⎤⎦ =

⎡⎣ 25
17
7

⎤⎦ .
Тому трiйка букв THE стає закодованою як ZRH. Для ско-
рочення роботи комбiнують всi вектори повiдомлення у одну
матрицю𝑀 i обчислюють 𝐴𝑀 , оскiльки стовпцi 𝐴𝑀 в точностi
є результатом застосування 𝐴 до окремих стовпцiв матрицi 𝑀 :

𝐴𝑀 =

⎡⎣ 3 10 20
20 9 17
9 4 17

⎤⎦⎡⎣ 19 17 18 17 14 0 0
7 14 19 2 22 19 22
4 14 4 17 18 3 13

⎤⎦ =

=

⎡⎣ 25 3 12 21 24 16 12
17 2 1 23 4 14 3
7 5 20 8 0 23 23

⎤⎦ .
Пiсля виписування послiдовно вiдповiдних букв з таблицi для
елементiв стовпцiв отриманої матрицi зашифроване повiдомле-
ння стає таким: ZRHDCFMBUVXIYEAQOXMDX. �
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Приклад 3. Розшифрувати повiдомлення
ZRHDCFMBUVXIYEAQOXMDX

зашифроване шифром Хiлла з ключовою матрицею з попере-
днього прикладу.

Розв’язання. Оскiльки ключова матриця 𝐴 робить ши-
фрування i ми отримали матрицю 𝐴𝑀 , то для отримання мат-
рицi 𝑀 потрiбно щоб матриця 𝐴 мала обернену 𝐴−1. Тодi 𝐴−1

могла б бути дешифрувальною матрицею. Для розшифрування
потрiбно знайти матричний добуток 𝐴−1(𝐴𝑀) = 𝑀 . Для цього
матриця, обернена до 𝐴, повинна бути знайдена у модулярнiй
арифметицi. Обернена до нашої ключової матрицi 𝐴 є

𝐴−1 =

⎡⎣ 11 22 14
7 9 21
17 0 3

⎤⎦ ,
оскiльки

𝐴−1𝐴 =

⎡⎣ 11 22 14
7 9 21
17 0 3

⎤⎦⎡⎣ 3 10 20
20 9 17
9 4 17

⎤⎦ =

⎡⎣ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎦ (mod 26).

Тому для розшифрування повiдомлення
ZRHMJHHKVVVWEXWHZIFRQ

його спочатку розбивають на трибуквенi блоки з подальшою
конвертацiєю їх у вектори Z3

26, а тодi цi вектори збирають у
закодовану матрицю повiдомлення:

𝐶 =

⎡⎣ 25 12 7 21 4 7 5
17 9 10 21 23 25 17
7 7 21 22 22 8 16

⎤⎦ .
Обчислення

𝐴−1𝐶 =

⎡⎣ 11 22 14
7 9 21
17 0 3

⎤⎦⎡⎣ 25 12 7 21 4 7 5
17 9 10 21 23 25 17
7 7 21 22 22 8 16

⎤⎦ =

=

⎡⎣ 19 12 19 13 0 11 3
7 0 8 18 21 0 4
4 17 0 7 4 13 3

⎤⎦ (mod 26),
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розкодовує повiдомлення, яке може бути перекладене у буквах
як

THEMARTIANSHAVELANDED,
тобто зашифроване повiдомлення «The martians have landed»
(«Марсiани висадились»). �

Ця форма шифру важча для дешифрування нiж простий
шифр замiни. Кожна лiтера не розкодовується однаковою бу-
квою знову i знову. Наприклад, у кодi вище THE MARTIANS
HAVE LANDED буква A з’являється 4 рази i розкодовується
як J, V, O i Z. Крiм того, складнiсть шифру зростає з порядком
ключової матрицi.

Виникає питання, якi матрицi можуть бути ключовими.
Вiдповiдь на нього дає така теорема.

Теорема 3.3. Матриця 𝑛-го порядку 𝐴 є оборотною за
модулем 𝑚 тодi i тiльки тодi, коли її детермiнант вiдмiнний
вiд нуля за кожним простим модулем, який є дiльником числа
𝑚.

Приклад 4. Чи є оборотною за модулем 33 матриця⎡⎣ 2 5 4
7 9 1
6 0 3

⎤⎦?

Розв’язання. Обчислимо детермiнант цiєї матрицi вiдо-
мим вам способом у модулярнiй арифметицi за модулем 33.
Отримаємо |𝐴| = −242. Але −242 = (−8) ·33+22, тобто |𝐴| ≡ 22
(mod 33).

Оскiльки число 22 дiлиться на 11, яке є простим дiльни-
ком числа 22, то |𝐴| ≡ 0 (mod 11). Тому дана матриця не є
оборотною за модулем 33. �

Приклад 5. Знайти обернену до матрицi⎡⎣ 8 5 4
0 1 1
13 2 7

⎤⎦
за модулем 33, якщо вона iснує.
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Розв’язання. Оскiльки |𝐴| = 53 i число 53 не дiлиться на
3 та 11, то матриця 𝐴 має обернену. Знайдемо обернену до 𝐴
за вiдомою з лiнiйної алгебри формулою

𝐴−1 =
1

|𝐴|

⎡⎣ 𝐴11 𝐴21 𝐴31

𝐴12 𝐴22 𝐴32

𝐴13 𝐴23 𝐴33

⎤⎦ .
Обчислюємо алгебраїчнi доповнення: 𝐴11 = 5, 𝐴21 = −27 ≡ 6
(mod 33), 𝐴31 = 1, 𝐴12 = 13, 𝐴22 = 4, 𝐴32 = −8 ≡ 25 (mod 33),
𝐴13 = −13 ≡ 20 (mod 33), 𝐴23 = 49 ≡ 16 (mod 33), 𝐴33 = 8.

Тодi

𝐴−1 =
1

53

⎡⎣ 5 6 1
13 4 25
20 16 8

⎤⎦ .
Оскiльки 5 · 53 ≡ 1 (mod 33), то замiнимо 1

53 на 5 i пiсля вико-
нання множення матрицi на 5 за модулем 33 отримуємо

𝐴−1 =

⎡⎣ 25 30 5
32 20 26
1 14 7

⎤⎦ .
�

Обернену матрицю у модулярнiй арифметицi можна також
шукати методом елементарних перетворень, який вiдомий з
курсу лiнiйної алгебри. Слiд при цьому мати на увазi, що при
використаннi арифметики за модулем 26 не всi рядковi операцiї
дозволенi. Множення рядка на 13 або 2 не дозволено, оскiльки
13 · 2 ≡ 0(mod13), i це могло б бути еквiвалентно множенню на
0. Подiбно, множення на 2 або 13 для використання у операцiї
замiщення також не дозволено. Аналогiчно для модуля 33 не
дозволено використання множення на 3 та 11.

Всi iншi рядковi операцiї дозволенi. Проiлюструємо це на
прикладi.

Приклад 6. Знайти обернену до матрицi⎡⎣ 3 10 20
20 9 17
9 4 17

⎤⎦ ,



Лiнiйна алгебра i криптографiя 155

яка є оборотною за модулем 26.

Розв’язання. Для знаходження оберненої до даної матрицi
розпочнемо з матрицi⎡⎣ 3 10 20 1 0 0

20 9 17 0 1 0
9 4 17 0 0 1

⎤⎦ .
Перший рядок домножимо так, щоб у лiвому верхньому кутi
була 1. Оскiльки 3 · 9 ≡ 1(mod26), то домножимо перший рядок
на 9(воно взаємно просте з 2 i 13):⎡⎣ 1 12 24 9 0 0

20 9 17 0 1 0
9 4 17 0 0 1

⎤⎦ .
Для виключення 20 у першому стовпцi помножимо перший

рядок на 6 i додамо до другого, оскiльки 1 · 6 + 20 ≡ 0(mod26)1;
аналогiчно помножимо перший рядок на 17 i додамо до третього,
оскiльки 1 · 17 + 9 ≡ 0(mod26). Матриця таким чином зведена
до такого виду: ⎡⎣ 1 12 24 9 0 0

0 3 5 2 1 0
0 0 9 23 0 1

⎤⎦ .
Помножимо другий i третiй рядки на 9 i 3 вiдповiдно:⎡⎣ 1 12 24 9 0 0

0 1 19 18 9 0
0 0 1 17 0 3

⎤⎦ .
Помноживши третiй рядок на 7 i 2 та додаючи отриманi резуль-
тати до другого i першого рядкiв вiдповiдно, отримаємо⎡⎣ 1 12 0 17 0 6

0 1 0 7 9 21
0 0 1 17 0 3

⎤⎦ .
1Тут ми не змiнювали перший рядок.



156 Застосування до захисту i передачi iнформацiї

Нарештi множення другого рядка на 14 i з наступним додаван-
ням його до першого, приводить до матрицi⎡⎣ 1 0 0 11 22 14

0 1 0 7 9 21
0 0 1 17 0 3

⎤⎦ .
Таким чином,

𝐴−1 =

⎡⎣ 11 22 14
7 9 21
17 0 3

⎤⎦ .
�

Описанi вище технiки кодування i декодування використову-
ють оборотнi матрицi, якi представляють лiнiйнi перетворення.

Як виконати дешифрування?
Призначенням криптографiї є знаходження безпечних шля-

хiв передачi iнформацiї, якi добре захищенi вiд несанкцiонова-
ного доступу до них. Тому у кожному конкретному випадку
головним питанням, на яке потрiбно давати вiдповiдь, є: «На-
скiльки багато потрiбно мати iнформацiї для того, щоб провести
дешифрування?».

Оскiльки ми використовуємо лiнiйнi перетворення для ко-
дування i декодування, то необхiдно вивчити їх властивостi.
Нагадаємо, що кожне лiнiйне перетворення 𝐿 : 𝑉 → 𝑊 повнi-
стю визначається образами базису простору 𝑉 . Тому, якщо 𝐴 є
матрицею 𝑛-го порядку, то для дешифрування нам потрiбно зна-
ти 𝑛 векторiв вiдкритого тексту 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 i зашифрований
текст 𝐴𝑃1, 𝐴𝑃2, . . . , 𝐴𝑃𝑛. Дешифрування означає отримання
матрицi 𝐴−1.

Зробити це можна так. Утворимо матрицю 𝑃 =[︀
𝑃1 𝑃2 . . . 𝑃𝑛

]︀
, стовпцями якої є вектори вiдкритого тексту, i

нехай 𝑄 =
[︀
𝐴𝑃1 𝐴𝑃2 . . . 𝐴𝑃𝑛

]︀
. Тому 𝑄 = 𝐴𝑃 i 𝐴−1 = 𝑃𝑄−1.

Це дасть нам можливiсть дешифрувати повiдомлення. Для
застосування рядкових перетворень при знаходженнi 𝐴−1 мо-
жемо записати рiвнiсть 𝐴−1 = 𝑃𝑄−1 у виглядi 𝐴−1𝑄 = 𝑃 або
𝑄𝑇 (𝐴−1)𝑇 = 𝑃 𝑇 . Для обчислення 𝐴−1 потрiбно спочатку знай-
ти (𝐴−1)𝑇 . Це можна зробити шляхом зведення елементарними
перетвореннями матрицi [𝑄𝑇 |𝑃 𝑇 ] до [𝐸|(𝐴−1)𝑇 ].
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Приклад 7. Припустимо, що ви отримали таке повiдомле-
ння:

F U P O D M Q E W E S I I A F J.
Використовуючи перехiдну матрицю, у якiй лiтери нумеруються
вiд 1 до 26, воно набуває вигляд

6 21 16 15 4 13 17 5 23 5 19 9 9 1 6 10.
На жаль, вам невiдома нi матриця 𝐴, нi 𝐴−1. Але вiдомо, що
вона другого порядку, а вiдкритий текст з п’ятої по восьму
лiтери —GOOD. Необхiдно вiдновити оригiнальне повiдомлення,
якщо це можливо.

Розв’язання. Знайдемо числовий еквiвалент вiдомих букв
GOOD у вихiдному повiдомленнi. Це (7,15) для (G,O) i (15,4)
для (O,D). Також вiдомо числовий еквiвалент з п’ятої по восьму
лiтеру у закодованому повiдомленнi: (4,13) замiсть (D,M) та
(17,5) замiсть (Q,E).

Тому можна утворити матрицi 𝑃 i 𝑄, спiвставивши вiдкритi
i закодованi букви так:

p⃗1 =

[︂
7
15

]︂
↔ c⃗1 =

[︂
4
13

]︂
,

p⃗2 =

[︂
15
4

]︂
↔ c⃗2 =

[︂
17
5

]︂
,

тобто 𝑃 = [p⃗1 p⃗2] =

[︂
7 15
15 4

]︂
та 𝑄 = [⃗c1 c⃗2] =

[︂
4 17
13 5

]︂
.

Тепер обчислимо обернену матрицю до матрицi 𝑄. Тут |𝑄| =⃒⃒⃒⃒
4 17
13 5

⃒⃒⃒⃒
= −201 ≡ 7(mod26). Оскiльки 15 є розв’язком кон-

груенцiї 7𝑥 ≡ 1(mod26), то за формулою обчислення оберненої
матрицi маємо:

𝑄−1 = 15

[︂
5 −17
−13 4

]︂
=

[︂
−3 5
13 8

]︂
.

Далi:

𝐴−1 = 𝑃𝑄−1 =

[︂
7 15
15 4

]︂ [︂
−3 5
13 8

]︂
=

[︂
18 −1
7 3

]︂
.
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Тепер помножимо 𝐴−1 на секретне повiдомлення:[︂
18 −1
7 3

]︂ [︂
6 16 4 17 23 19 9 6
21 15 13 5 5 9 1 10

]︂
=

=

[︂
9 13 7 15 19 21 5 20
1 1 15 4 20 4 14 20

]︂
.

Отже, ми отримали послiдовнiсть

9 1 13 1 7 15 15 4 19 20 21 4 5 14 20 20.

Нарештi використаємо названу в умовi перехiдну матрицю для
знаходження вiдповiдних букв: IAMAGOODSTUDENTT. Отже,
передане повiдомлення: «I am a good student». �

Пiдказка до прикладу 1. Пропуски мiж словами у повiдомлен-
нi розташованi так: R UQDYQN TRZ AQ IQBN AZ NCYQQ BQWBJQ
RU JWXS RU NVW WE NCQT RYQ KQRK.

Вправи

1. Визначити, чи є наступнi матрицi оборотними за модулем
26:

а)

⎡⎣ 11 20 20
2 1 24
9 3 3

⎤⎦ ; б)

⎡⎣ 2 5 0
22 9 4
17 21 8

⎤⎦ ; в)

⎡⎣ 3 1 24
20 11 25
12 4 19

⎤⎦ .
2. Розгляньте ключову матрицю

𝐵 =

⎡⎣ 4 9 15
15 17 6
24 0 17

⎤⎦ .
а) Закодувати повiдомлення

MARY HAD A LITLE LAMB (У Мерi було маленьке ягня),

використовуючи цю ключову матрицю.
б) Показати, що матриця 𝐵 є оборотною.
в) Знайти 𝐵−1 за модулем 26.
г) Розкодувати повiдомлення

FVRMTGJTJJRMULSURGBEMRNVFRC,

яке було закодовано з використанням ключової матрицi 𝐵.
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3. Розгляньте ключову матрицю

𝐶 =

⎡⎣ 11 20 20
2 1 24
9 3 3

⎤⎦ .
а) Закодувати повiдомлення

RED SKY AT NIGHT,
використовуючи цю ключову матрицю.

б) Показати, що матриця 𝐶 є оборотною.
в) Знайти 𝐶−1 за модулем 26.
г) Розкодувати повiдомлення
IWGEJLFWRBUEUOWBHPZMLMXNXUBOEUAHG,

яке було закодовано використанням ключової матрицi 𝐶.
4. В українському алфавiтi є 33 букви. Поставимо їм у

вiдповiднiсть числа вiд 0 до 32 у звичайному порядку.
A Б В Г Д Е Є Ж З И I Ї Й К Л М Н
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
О П P С Т У Ф Х Ц Ч Ш Щ Ю Я Ь Ґ
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

За допомогою ключової матрицi з прикладу 5 зашифруйте
повiдомлення: «Мiсто Вiнниця є перлиною Подiлля».

5. Ви отримали повiдомлення:
Н О Р Н С В Ю Х П М П М У Й Ш Ч Ч Ї Є Т Й Й У З.

Вiдомо, що його шифрували за допомого ключової матрицi з
прикладу 5. Прочитайте його та проаналiзуйте як шифрувалися
однаковi букви повiдомлення у вiдкритому текстi.

6. Петро i Валентина часто листуються українською мовою
i шифрують свої повiдомлення вiд допитливих очей шифром
Хiлла, використовуючи матрицi другого порядку як ключовi.
При цьому вони домовилися не повiдомляти ключових матриць,
а всi листи закiнчувати своїми iменами Петя i Валя.

Допитлива Варвара знайома з Петром, має доступ до їхнiх
повiдомлень i дуже хоче навчитись їх читати. Вона зацiкави-
лася криптографiєю i навiть познайомилася з шифрами Хiлла.
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Варвара помiтила, що впродовж деякого часу частина повiдом-
лень закiнчуються одними i тими ж чотирма буквами, а iншi –
iншими однаковими буквами. У неї виникла здогадка як можна
читати цi повiдомлення i вона розшифрувала останнє з них. А
воно було таким:
Ї Х М К У П Б К Ч В Н I Є О А Р П К Є Ч Д Ф I П Є А.

Спробуйте i ви прочитати це повiдомлення.

3. Застосування методiв лiнiйної алгебри до
стиснення даних

Цифровi образи можуть використовувати великi об’єми ком-
п’ютерної пам’ятi. Iдея стиснення даних полягає в виконаннi
певної процедури над цими даними, яка б значно зменшила
обсяг зайнятої пам’ятi. Вейвлет-перетворення Хаара1, яке
ми будемо обговорювати у цьому застосуваннi, є одним з шляхiв
стиснення цифрових образiв.

Для стиснення даних цифровий образ розглядається як
числова матриця. Розглянемо це на прикладi фото. Кожне ци-
фрове зображення складається з досить великого числа рiзно-
кольорових маленьких квадратикiв пiкселiв (елементiв фото).
Вiдповiдна цифровому образу матриця задає цiле число кожно-
му пiкселю. Наприклад, у випадку чорно-бiлого зображення
розмiрiв 256 × 256 пiкселiв, образ зберiгається як 256 × 256
матриця, кожен елемент якої є цiлим числом вiд 0 (чорний
колiр) до 255 (бiлий колiр). Технiка JPEG стиснення розбиває
зображення на блоки розмiрiв 8× 8 i кожному блоку ставить у
вiдповiднiсть матрицю.

Векторне перетворення з використанням вейвлета
Хаара.

Припустимо, що одним з рядкiв матрицi зображення розмi-
рiв 8× 8 є вектор

�⃗� = [420, 680, 448, 708, 1260, 1420, 1600, 1600].

1Alfred Haar (1885–1933) — угорський математик.
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Рис. 3.1. Представлення пiкселiв зображення числами.

Взагалi, якщо данi ланцюжка мають довжину 2𝑘, то процес
перетворення буде складатися з 𝑘 крокiв. У нашому випадку
це буде 3 кроки, оскiльки 8 = 23.

1) Ми виконаємо такi перетворення координат вектора �⃗�:
∙ Розiб’ємо координати вектора �⃗� на 4 пари: (420, 680),

(448, 708), (1260, 1420), (1600, 1600).
∙ Знайдемо середнє арифметичне кожної з цих пар:

420 + 680

2
= 550,

448 + 708

2
= 578,

1260 + 1420

2
= 1340,

1600 + 1600

2
= 1600.

Одержанi значення будуть утворювати першi 4 коор-
динати вектора наступного кроку �⃗�1.
∙ Вiднiмемо кожне знайдене середнє арифметичне вiд
першого елемента вiдповiдної пари. Дiстанемо числа:

−130,−130,−75, 0.

Цi значення утворюють останнi чотири координати
вектора наступного кроку �⃗�1.
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∙ Утворимо новий вектор:

�⃗�1 = [550, 578, 1340, 1600,−130,−130,−75, 0].

Вiдзначимо, що вектор �⃗�1 може бути отриманий з �⃗�
множенням справа вектора �⃗� на матрицю

𝑊1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1/2 0 0 0 1/2 0 0 0
1/2 0 0 0 −1/2 0 0 0
0 1/2 0 0 0 1/2 0 0
0 1/2 0 0 0 −1/2 0 0
0 0 1/2 0 0 0 1/2 0
0 0 1/2 0 0 0 −1/2 0
0 0 0 1/2 0 0 0 1/2
0 0 0 1/2 0 0 0 −1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Першi чотири координати вектора �⃗�1 називаються апрокси-
мацiйними (наближеними) коефiцiєнтами, а останнi чо-
тири— деталiзованими коефiцiєнтами.

2) Розглянемо першi чотири координати вектора �⃗�1 як двi
пари i обчислимо середнi значення як у першому кроцi для
вектора �⃗�. Отриманi значення 564 та 1470 є першими двома
координатами наступного вектора �⃗�2. Третя i четверта коорди-
нати вектора �⃗�2 отримуються знову вiднiманням вiд перших
елементiв вiдповiдних пар. Цi значення (−14 та −130) є нови-
ми деталiзованими коефiцiєнтами. Останнi чотири координати
вектора �⃗�2 залишаються такими ж як i у вектора �⃗�1:

�⃗�2 = [564, 1470,−14,−130,−130,−130,−75, 0].

Тут вектор �⃗�2 може бути отриманий з �⃗�1 множенням справа
вектора �⃗�1 на матрицю

𝑊2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1/2 0 1/2 0 0 0 0 0
1/2 0 −1/2 0 0 0 0 0
0 1/2 0 1/2 0 0 0 0
0 1/2 0 −1/2 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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3) Утворимо середнє арифметичне з перших двох чисел
i вiднiмемо його вiд першого числа та отримаємо першi двi
координати вектора �⃗�3:

�⃗�3 = [1017,−453,−14,−130,−130,−130,−75, 0].

Як i перед цим, вектор �⃗�3 може бути отриманий множенням �⃗�2
справа на матрицю

𝑊3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1/2 1/2 0 0 0 0 0 0
1/2 −1/2 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Як наслiдок, вектор �⃗�3 може бути отриманий з �⃗� використанням
наступної рiвностi

�⃗�3 = �⃗�𝑊1𝑊2𝑊3.

Нехай

𝑊 = 𝑊1𝑊2𝑊3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1/8 1/8 1/4 0 1/2 0 0 0
1/8 −1/8 1/4 0 −1/2 0 0 0
1/8 1/8 −1/4 0 0 1/2 0 0
1/8 1/8 −1/4 0 0 −1/2 0 0
1/8 −1/8 0 1/4 0 0 1/2 0
1/8 −1/8 0 1/4 0 0 −1/2 0
1/8 −1/8 0 −1/4 0 0 0 1/2
1/8 −1/8 0 −1/4 0 0 0 −1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Вiдзначимо, що:
∙ Стовпцi матрицi 𝑊1 утворюють ортогональну систему
векторiв простору R8, тобто стовпцi 𝑊1 є попарно ор-
тогональними (знайдiть їх скалярний добуток). Тому
вони утворюють базис у R8. Як наслiдок, матриця 𝑊1

є оборотною. Це ж саме вiрно для 𝑊2 i 𝑊3.
∙ Матриця 𝑊 також є оборотною як добуток оборотних
матриць i її стовпцi утворюють ортогональний базис
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простору R8. Оберненою до 𝑊 є

𝑊−1 = 𝑊−1
3 𝑊−1

2 𝑊−1
2 .

Той факт, що𝑊 є оборотною дозволяє нам вiдновити наш образ
зi стиснутої форми, використовуючи спiввiдношення:

�⃗� = 𝑊−1�⃗�3.

Припустимо, що 𝐴—це матриця, яка вiдповiдає вiдомому обра-
зу. Вейвлет-перетворення Хаара виконує описанi вище операцiї
над кожним рядком матрицi 𝐴, пiсля чого повторює такi самi
операцiї над стовпцями одержаної матрицi. Рядково перетво-
рена матриця є 𝐴𝑊 . Перетворення стовпцiв 𝐴𝑊 отримано
множенням 𝐴𝑊 злiва на матрицю 𝑊 𝑇 (транспоновану до 𝑊 ).
Тому вейвлет-перетворення Хаара матрицю 𝐴 запам’ятовує як
𝑊 𝑇𝐴𝑊 . Нехай через 𝑆 позначена трансформована матриця,
тобто

𝑆 = 𝑊 𝑇𝐴𝑊.

Використовуючи властивостi оберненої матрицi ми можемо
вiдновити нашу початкову матрицю:

𝐴 = (𝑊 𝑇 )−1𝑆𝑊−1 = (𝑊−1)𝑇𝑆𝑊−1.

Це дозволяє нам побачити початкове зображення (зменшений
стиснутий образ).

Розглянемо приклад. Припустимо, що ми маємо 8× 8 зобра-
ження, яке представляється матрицею

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

576 704 1152 1280 1344 1472 1536 1536
704 640 1156 1088 1344 1408 1536 1600
768 832 1216 1472 1472 1536 1600 1600
832 832 960 1344 1536 1536 1600 1536
832 832 960 1216 1536 1600 1536 1536
960 896 896 1088 1600 1600 1600 1536
768 768 832 832 1280 1472 1600 1600
448 768 704 640 1280 1408 1600 1600

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Обчислюємо рядково перетворену матрицю:

𝐿 = 𝐴𝑊 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1200 −272 −288 −64 −64 −64 −64 0
1185 −288 −225 −96 32 34 −32 −32
1312 −240 −272 −48 −32 −128 −32 0
1272 −280 −160 −16 0 −192 0 32
1256 −296 −128 16 0 −128 −32 0
1272 −312 −32 16 32 −96 0 32
1144 −344 −32 −112 0 0 −96 0
1056 −416 −32 −128 160 32 −64 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Перетворення стовпцiв 𝐿 отримано так:

𝑆 = 𝑊 𝑇𝐿 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1212 −306 −146 −54 −24 −68 −40 4
30 36 −90 −2 8 −20 8 −4
−50 −10 −20 −24 0 72 −16 −16

82 38 −24 68 48 −64 32 8
8 8 −32 16 −48 −48 −16 16

20 20 −56 −16 −16 32 −16 −16
−8 8 48 0 −16 −16 −16 −16
44 36 0 −8 −16 −16 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Особливiсть вейвлет-перетворення Хаара полягає в тому,
що частина оригiнальної матрицi, яка мiстить маленькi варiацiї,
буде закiнчуватися нульовими елементами у перетворенiй мат-
рицi. Матриця розглядається як рiдка, якщо вона має велику
кiлькiсть нульових елементiв. Рiдкi матрицi займають набагато
менше мiсця при зберiганнi. Але утворенi матрицi не завжди
можуть бути рiдкими, тому дiють таким чином: у перетворенiй
матрицi будь-якi елементи, що є меншими за наперед задане
значення 𝜀, прирiвнюються до нуля. Це буде приводити нас до
рiдкої матрицi. Якщо 𝜀 = 0, то нiякi елементи не змiнюються.

Кожний раз, коли ви завантажуєте зображення, спочатку
комп’ютер пригадує матрицю вейвлет-перетворення Хаара зi
своєї пам’ятi. Вiн повнiстю надсилає апроксимацiйнi коефiцiєн-
ти, великi деталiзованi коефiцiєнти, згодом—меншi деталiзованi
коефiцiєнти. Коли ваш комп’ютер отримує цю iнформацiю, то
вiн реконструює великi деталi до того часу, поки оригiнальний
образ повнiстю не вiдновиться.
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Бiльш швидкi i ефективнi способи стиснення iнфор-
мацiї.

Спочатку нагадаємо, що квадратна матриця 𝑛-го порядку
𝐴 називається ортогональною, якщо її стовпцi утворюють
ортонормальний базис у R𝑛, тобто стовпцi попарно ортогональнi
i довжина кожного стовпця рiвна 1. Це еквiвалентно тому, що
матриця обернена до матрицi 𝐴 спiвпадає iз транспонованою
до 𝐴. Остання властивiсть робить вiдновлення одразу набагато
швидшим за допомогою рiвностi

𝐴 = (𝑊 𝑇 )−1𝑆𝑊−1 = (𝑊−1)𝑇𝑆𝑊−1 = 𝑊𝑆𝑊 𝑇 .

Другою потужною властивiстю ортогональних матриць є те,
що вони зберiгають довжини векторiв. Iншими словами, якщо
�⃗� є вектор з R𝑛 i 𝐴 є ортогональна матриця, то ||𝐴�⃗�|| = ||�⃗�||.
Нижче показано як це працює:

||𝐴�⃗�||2 = (𝐴�⃗�)𝑇 (𝐴�⃗�) = �⃗�𝑇𝐴𝑇𝐴�⃗� = �⃗�𝑇𝐸�⃗� = �⃗�𝑇 �⃗� = ||�⃗�||2.

Перетворення задане ортогональною матрицею зберiгає кут.
Нагадаємо, що косинус кута мiж двома векторами �⃗� i �⃗� задає-
ться рiвнiстю

cos𝜑 =
�⃗� · �⃗�
||�⃗�||||�⃗�||

Тому, якщо матриця 𝐴 є ортогональною i 𝜓 є кут мiж векторами
𝐴�⃗� i 𝐴�⃗�, то

cos𝜓 =
(𝐴�⃗�) · (𝐴�⃗�)

||𝐴�⃗�||||𝐴�⃗�||
=

(𝐴�⃗�)𝑇 (𝐴�⃗�)

||�⃗�||||�⃗�||
=

(�⃗�)𝑇𝐴𝑇 (𝐴�⃗�)

||�⃗�||||�⃗�||
=

=
(�⃗�)𝑇 �⃗�

||�⃗�||||�⃗�||
=

�⃗� · �⃗�
||�⃗�||||�⃗�||

= cos𝜑.

Оскiльки довжина i кут залишаються без змiни, то iснує на-
багато менше спотворень у процесi вiдновлення образу при
використаннi ортогональної матрицi. Оскiльки матриця 𝑊 є до-
бутком трьох матриць, то можна нормувати𝑊 , пронормувавши
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кожну з цих трьох матриць. Тодi 𝑊 набуде вигляду:

𝑊 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
8/64

√
8/64 1/2 0

√
2/4 0 0 0√

8/64
√
8/64 1/2 0 −

√
2/4 0 0 0√

8/64
√
8/64 −1/2 0 0

√
2/4 0 0√

8/64
√
8/64 −1/2 0 0 −

√
2/4 0 0√

8/64 −
√
8/64 0 1/2 0 0

√
2/4 0√

8/64 −
√
8/64 0 1/2 0 0 −

√
2/4 0√

8/64 −
√
8/64 0 −1/2 0 0 0

√
2/4√

8/64 −
√
8/64 0 −1/2 0 0 0 −

√
2/4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Стовпцi матрицi 𝑊 утворюють новий «дуже хороший» ба-
зис для R8 в тому розумiннi, що коли ми множимо вектор �⃗�
(записаний у стандартному базисi) з R8 на 𝑊 , то результатом
є координати вектора �⃗� у цьому самому базисi. Деякi з цих
координат можуть бути «знехтуванi», враховуючи «порогове»
значення 𝜀. Це дозволяє перетворенiй матрицi бути сформова-
ною бiльш легко i, вiдповiдно, переданою швидше.

Ступiнь стиснення.
Якщо ми виберемо наше початкове значення 𝜀 додатним,

то деякi елементи перетвореної матрицi будуть замiненi на нулi
i тому деякi деталi будуть втраченi при вiдновленнi (декомпре-
сiї). Тому варто обрати 𝜀 так мудро, щоб стиск був зроблений
максимально ефективно з мiнiмумом порушень на зображен-
нi. Вiдмiтимо, що ступiнь стиснення визначається вiдноше-
нням кiлькостi ненульових елементiв у перетворенiй матрицi
(𝑆 = 𝑊 𝑇𝐴𝑊 ) до кiлькостi вiдмiнних вiд нуля елементiв у матри-
цi стиснення, отриманiй з 𝑆 застосуванням порогового значення
𝜀.



Роздiл 4

Лiнiйна алгебра i маркiвськi
ланцюги

Теоретичнi вiдомостi

В теорiї ймовiрностей узагальненням схеми незалежних ви-
пробувань є так званi ланцюги Маркова1. Нехай вiдбувається
серiя випробувань, в кожному з яких може вiдбутися лише одна
з 𝑘 несумiсних подiй. Говорять, що послiдовнiсть випробувань
утворює ланцюг Маркова, якщо умовна ймовiрнiсть в 𝑛+1-му
випробуваннi залежить лише вiд того, яка подiя вiдбулась при
𝑛-му випробуваннi i не змiнюється вiд додаткових вiдомостей
про те, якi подiї вiдбувались в бiльш раннiх випробуваннях.

Маркiвськi ланцюги часто використовують як математичнi
моделi при вивченнi процесiв у бiологiї, хiмiї, iнженерiї, фiзицi
та iнших науках. У кожному випадку модель використовує-
ться для опису результатiв експерименту (або вимiрювань), якi
неодноразово виконуються за однiєю методикою. При цьому ре-
зультат кожного випробування в експериментi залежить тiльки
вiд попереднього випробування.

Розглянемо систему, яка в кожний момент часу може пе-
ребувати в одному з 𝑘 станiв. Ми обмежимось далi оглядом
основних фактiв для однорiдних ланцюгiв Маркова, в яких
ймовiрнiсть того, що зi стану 𝑖 система перейшла в стан 𝑗 (вона

1Марков Андрiй Андрiйович (1856–1922) — росiйський математик.
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називається ймовiрнiстю переходу i позначається 𝑝𝑖𝑗) не за-
лежить вiд номеру випробування. Повна ймовiрнiсна картина
усiх можливих змiн, якi вiдбуваються при переходi вiд одного
випробування до наступного, задається матрицею

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑝11 𝑝12 . . . 𝑝1𝑘
𝑝21 𝑝22 . . . 𝑝2𝑘
...

...
. . .

...
𝑝𝑘1 𝑝𝑘2 . . . 𝑝𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
що складена iз iмовiрностей переходу. Матриця 𝑃 називається
матрицею перехiдних iмовiрностей.

Вектор з невiд’ємними координатами, сума яких дорiвнює
1, називається ймовiрнiсним вектором. Стохастичною ма-
трицею називається квадратна матриця, стовпцi якої є iмовiрнi-
сними векторами. Як бачимо, матриця перехiдних iмовiрностей
стохастична. Маркiвський ланцюг є послiдовнiстю iмовiрнiсних
векторiв x⃗0, x⃗1, x⃗2, . . ., разом iз матрицею перехiдних iмовiрно-
стей 𝑃 , причому

x⃗1 = 𝑃 x⃗0, x⃗2 = 𝑃 x⃗1, x⃗3 = 𝑃 x⃗2, . . .

Отже, маркiвський ланцюг описується рiзницевим рiвнян-
ням першого порядку

x⃗𝑘+1 = 𝑃 x⃗𝑘 для 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Коли маркiвський ланцюг векторiв з R𝑛 описує можливi стани
системи, то координати у x⃗𝑘 перераховують, вiдповiдно, ймовiр-
ностi системи перебувати у кожному з цих можливих станiв. У
цьому смислi, вектор x⃗0 часто називають вектором початко-
вого стану, а вектор x⃗𝑘 – вектором стану у момент часу
𝑘.

Якщо 𝑃 — стохастична матриця, то стацiонарним векто-
ром (або вектором рiвноваги) для матрицi 𝑃 є такий iмовiр-
нiсний вектор q⃗, що

𝑃 q⃗ = q⃗.

Квадратна матриця називається додатною, якщо усi її
елементи є додатними числами; квадратна матриця називається
регулярною, якщо деякий її степiнь є додатною матрицею.
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Говорять, що послiдовнiсть векторiв {x⃗𝑘 : 𝑘 = 1, 2, . . .} прямує
до вектора q⃗ при 𝑘 →∞, якщо координати у x⃗𝑘 збiгаються до
вiдповiдних координат вектора q⃗.

Нагадаємо також поняття власного вектора i власного зна-
чення матрицi 𝑛-го порядку.

Означення 4.1. Число 𝜆 називається власним значен-
ням квадратної матрицi 𝐴, якщо iснує ненульовий розв’язок x⃗
рiвняння 𝐴x⃗ = 𝜆x⃗; при цьому такий x⃗ називається власним
вектором матрицi 𝐴, що вiдповiдає власному значенню 𝜆.

Число 𝜆 є власним значенням 𝑛× 𝑛 матрицi 𝐴 тодi i тiльки
тодi, коли рiвняння

(𝐴− 𝜆𝐼)x⃗ = 0⃗,

де 𝐼 — одинична матриця, має нетривiальний розв’язок. Множи-
на всiх розв’язкiв цього рiвняння є пiдпростором простору R𝑛;
вiн називається власним пiдпростором матрицi 𝐴, що вiдповiд-
ає 𝜆. Власний пiдпростiр мiстить нульовий вектор i всi власнi
вектори, якi вiдповiдають 𝜆.

Матрицi з додатними та невiд’ємними елементами в лiнiй-
нiй алгебрi посiдають особливе мiсце. Спектральнi властивостi
додатних матриць встановлює наступне твердження, вiдоме як
теорема Перрона1 [7, гл. ХIII].

Теорема 4.1 (Теорема Перрона). Додатна матриця 𝐴
завжди має додатне власне значення 𝜆, яке є простим коре-
нем характеристичного рiвняння матрицi. Модулi усiх iнших
власних значень (можливо, комплексних) не перевищують 𝜆.
Власному значенню 𝜆 вiдповiдає власний вектор з додатними
координатами.

Узагальнив цю теорему на випадок невiд’ємних матриць у
1912 р. Ф. Г.Фробенiус2, наклавши на такi матрицi додаткову
технiчну умову. Матриця 𝐴 з невiд’ємними членами називається
розкладною, якщо деякою перестановкою її рядкiв та стовпцiв

1Oskar Perron (1880–1975) — нiмецький математик.
2Ferdinand Georg Frobenius (1880–1975) — нiмецький математик.
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вона може бути зведена до вигляду
[︂
𝐵 𝐶
𝑂 𝐷

]︂
, де 𝐵, 𝐷—квадра-

тнi матрицi, 𝑂—нульова матриця. В iншому випадку матриця
𝐴 називається нерозкладною.

Теорема 4.2 (Теорема Перрона–Фробенiуса). Нерозкладна
невiд’ємна матриця 𝐴 завжди має додатне власне значення
𝜆, яке є простим коренем характеристичного рiвняння мат-
рицi. Модулi усiх iнших власних значень не перевищують 𝜆.
Власному значенню 𝜆 вiдповiдає власний вектор з додатними
координатами.

Для матриць перехiдних iмовiрностей мають мiсце наступнi
твердження [12, стор. 322–325].

Теорема 4.3. Якщо 𝑃 — матриця перехiдних iмовiрностей
ланцюга Маркова, то 1 є власним значенням матрицi 𝑃 . Вла-
сний вектор, що вiдповiдає власному значенню 1, є стацiонар-
ним вектором матрицi 𝑃 .

Теорема 4.4. Нехай 𝑃 — регулярна матриця перехiдних
iмовiрностей, 𝜆— її власне значення. Тодi |𝜆| 6 1.

Теорема 4.5. Нехай 𝑃 — регулярна матриця перехiдних
iмовiрностей 𝑛-го порядку. Тодi при 𝑘 →∞, 𝑃 𝑘 прямує до мат-
рицi 𝐿, усi стовпцi якої однаковi i рiвнi одному i тому самому
вектору q⃗. Цей вектор — стацiонарний вектор матрицi 𝑃 .

Теорема 4.6. Нехай 𝑃 — регулярна стохастична матри-
ця 𝑛-го порядку, q⃗— її стацiонарний вектор. Для довiльного
вектору початкового стану x⃗0, послiдовнiсть x⃗𝑘 = 𝑃 x⃗𝑘−1 для
𝑘 ∈ N прямує до вектора q⃗ при 𝑘 →∞.

1. Застосування маркiвських ланцюгiв у суспiльних
науках

Маркiвськi ланцюги i демографiя.
Повернемося до прикладу про мiграцiю населення мiж мi-

стом i передмiстям, який ми розглядали у §5 роздiлу 1, i спробу-
ємо спрогнозувати чисельнiсть населення через декiлька рокiв.
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Нагадаємо, що мiграцiю населення мiж певним мiстом i
передмiстям було описано за допомогою мiграцiйної матрицi

𝑀 =

[︂
0,95 0,03
0,05 0,97

]︂
,

яка говорила, що кожного року 5% мiського населення пере-
їздить у передмiстя та 3% примiського населення переїздить у
мiсто.

Приклад 1. Припустимо, що процес мiграцiї населення
мiж мiстом i передмiстям є маркiвським ланцюгом з мiгра-

цiйною матрицею 𝑀 i початковим вектором x⃗0 =

[︂
600 000
400 000

]︂
.

Дослiдимо, яке спiввiдношення мiж населенням мiста i передмi-
стя буде через багато рокiв.

Розв’язання. Обчислюючи змiни в населеннi за два роки
при розв’язуваннi згаданої задачi, ми помiтили, що населення
мiста зменшується, а передмiстя збiльшується. А чи буде так
завжди?

Описаний процес мiграцiї населення є маркiвським ланцю-
гом з матрицею перехiдних iмовiрностей 𝑀 , яка є регулярною
стохастичною. За теоремою 4.3 вона має стацiонарний вектор.
Це означає, що у вiддаленому майбутньому населення мiста i
передмiстя стабiлiзується по кiлькостi. Стацiонарний вектор є
власним вектором матрицi𝑀 , який вiдповiдає власному значен-
ню 1. Для його вiдшукання слiд розв’язати рiвняння 𝑀 x⃗ = x⃗.
Воно рiвносильне рiвнянню (𝑀 − 𝐼)x⃗ = 0⃗. Застосуємо метод
Гаусса:

[︂
−0,05 0,03 0

0,05 −0,03 0

]︂
∼

[︂
−0,05 0,03 0

0 0 0

]︂
∼

[︂
5 −3 0
0 0 0

]︂
.

Таким чином, отримуємо систему
{︂
𝑥1 = 3

5𝑥2,
𝑥2 ∈ R .

Одним з її розв’язкiв є 𝑥1 = 3 та 𝑥2 = 5. Проте вектор
[︂

3
5

]︂
не є стохастичним. Подiлимо цей вектор на суму його координат.
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Отримаємо q⃗ =

[︂
0,375
0,625

]︂
, який є шуканим. Таким чином, в

нашому прикладi населення мiста i передмiстя через певний час
стабiлiзується на рiвнi 375 000 i 625 000 тисяч людей вiдповiдно.

Вiдзначимо, що якби населення мiста i передмiстя стало в
точностi таким, то на кiнець наступного року мiграцiя з мiста
була б 0,05 · 375 000 = 18 750 осiб, а мiграцiя у мiсто з перед-
мiстя— 0,03 · 625 000 = 18750 осiб. Як результат, чисельнiсть
населення мiста i передмiстя не змiнилася б. �

Маркiвськi ланцюги i соцiологiя.
За допомогою маркiвських ланцюгiв можна моделювати ви-

борчi процеси. Проiлюструємо це на прикладi виборiв в конгрес
США.

Приклад 2. Припустимо, що результати голосування по
виборах у конгрес США у звичайному процентному голосуваннi
представлено вектором x⃗ з R3:

x⃗ =

⎡⎣ частка голосiв за демократiв (Д)
частка голосiв за республiканцiв (Р)
частка голосiв за незалежних (Н)

⎤⎦ .
Припустимо, що ми записували результати виборiв у конгрес
США кожних два роки (так вiдбуваються вибори у США) векто-
ром такого типу i результати одних виборiв залежать тiльки вiд
результатiв попереднього вибору. Тодi послiдовнiсть векторiв,
яка описує голоси кожних два роки може бути змодельована
маркiвським ланцюгом. Як приклад стохастичної матрицi 𝑃
для цього ланцюга, ми беремо

Д Р Н

𝑃 =

⎡⎣0,70 0,10 0,30
0,20 0,80 0,30
0,10 0,10 0,40

⎤⎦Д
Р
Н

Елементи у першому стовпцi, позначенi Д, описують вiдно-
сну кiлькiсть осiб, якi голосували за демократiв на попереднiх
виборах i будуть голосувати за них у наступних виборах. Для
нашого прикладу ми припускаємо, що 70% будуть голосувати за
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демократiв знову на наступних виборах, 20%— за республiкан-
цiв i 10%— за незалежних. Подiбна iнтерпретацiя має мiсце для
iнших стовпцiв матрицi 𝑃 . Дiаграма для цiєї матрицi показана
на рисунку 4.1.

Електорат демократiв Електорат республiканцiв

Незалежний електорат

0,2

0,1

0,10,3 0,1 0,3

0,7 0,8

0,4

Рис. 4.1. Змiни в голосуваннi вiд одних виборiв до наступних

Якщо виходити з припущення, що «перемiщення» вiдсоткiв
залишається постiйним упродовж багатьох рокiв вiд одних ви-
борiв до наступних, то послiдовнiсть векторiв, яка задає резуль-
тати голосування, утворює маркiвський ланцюг. Припустимо,
що результати одних виборiв задано вектором

x⃗0 =

⎡⎣ 0,55
0,40
0,05

⎤⎦ .
Встановити результати наступних двох виборiв. Як можна спро-
гнозувати результати виборiв у вiддаленому майбутньому при
такому процесi?

Розв’язання. Результат наступних виборiв описано
вектором x⃗1; ще наступних пiсля цього — вектором x⃗2:
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x⃗1 = 𝑃 x⃗0 =

⎡⎣ 0,70 0,10 0,30
0,20 0,80 0,30
0,10 0,10 0,40

⎤⎦⎡⎣ 0,55
0,40
0,05

⎤⎦ =

⎡⎣ 0,440
0,445
0,115

⎤⎦ ,
x⃗2 = 𝑃 x⃗1 =

⎡⎣ 0,70 0,10 0,30
0,20 0,80 0,30
0,10 0,10 0,40

⎤⎦⎡⎣ 0,440
0,445
0,115

⎤⎦ =

⎡⎣ 0,3870
0,4785
0,1345

⎤⎦ .
Для розумiння того, чому вектор x⃗1 справдi вiдображає

результат наступних виборiв, припустимо, що з 1000 осiб, якi
голосували у перших виборах, 550 були за демократiв (Д), 400 —
за республiканцiв (Р) i 50 — за незалежних (Н) (згiдно з векто-
ром початкового стану x⃗0). На наступних виборах, 70% з 550
будуть голосувати знову за Д, 10% з 400 будуть перемiщуватися
вiд Р до Д, i 30% з 50 осiб, що голосували на перших виборах за
Н, будуть голосувати за Д. Тому, загальнi голоси за кандидата
Д будуть становити

0,70 · 550 + 0,10 · 400 + 0,30 · 50 = 385 + 40 + 15 = 440.

Тому 44% голосiв наступного разу будуть за кандидата
Д. Аналогiчнi обчислення проводяться i для iнших координат
вектора x⃗1, для координат у x⃗2 i т. д.

Для того, щоб оцiнити, що буде вiдбуватися на виборах з
пiдтримкою виборцями партiй у вiддаленому майбутньому при
такiй моделi, нам потрiбно знайти стацiонарний вектор матрицi

𝑃 =

⎡⎣ 0,70 0,10 0,30
0,20 0,80 0,30
0,10 0,10 0,40

⎤⎦ .
Для цього знайдемо розв’язки системи (𝑃 − 𝐼)x⃗ = 0⃗:⎡⎣ −0,30 0,10 0,30 0

0,20 −0,20 0,30 0
0,10 0,10 −0,60 0

⎤⎦ ∼
⎡⎣ 1 1 −6 0
−3 1 3 0

2 −2 3 0

⎤⎦ ∼

∼

⎡⎢⎣ 1 1 −6 0

0 4 −15 0

0 −4 15 0

⎤⎥⎦ ∼
⎡⎢⎣ 1 1 −6 0

0 1 −15
4 0

0 0 0 0

⎤⎥⎦ ∼
⎡⎢⎣ 1 0 −9

4 0

0 1 −15
4 0

0 0 0 0

⎤⎥⎦ .
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Ми отримали систему ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 = 9

4𝑥3,

𝑥2 = 15
4 𝑥3,

𝑥3 ∈ R.

Одним з її розв’язкiв є вектор

⎡⎣ 9
15
4

⎤⎦, тому стацiонарним ве-

ктором матрицi 𝑃 є

q⃗ =

⎡⎢⎣
9
28
15
28
4
28

⎤⎥⎦ .
Тому у вiддаленому майбутньому при цiй моделi голоси виборцiв
будуть розподiлятись так:

q⃗ =

⎡⎣ 9/28
15/28
4/28

⎤⎦ 32% за демократiв
54% за республiканцiв
14% за незалежних

�

Застосування маркiвських ланцюгiв до вирiшення
бiзнес-питань.

Приклад 3. У невеликому мiстi США пiдприємець вивчає
можливiсть i перспективи бiзнесу по вiдкриттю ресторана з
українською кухнею. Для цього впродовж певного часу прово-
дилося опитування жителiв мiста. На даний час у мiстi є три
мiсця, де можна поїсти: китайський та мексиканський ресто-
рани i iталiйська пiцерiя. Кожний житель мiста харчується у
одному з цих трьох мiсць або вдома.

Результати опитування показали, що серед тих людей, якi
в даний момент часу харчуються в китайському ресторанi, 20%
наступного разу пiдуть у мексиканський ресторан, 20%— бу-
дуть їсти вдома, 30%— вiдвiдають пiцерiю. З тих, хто обiдає
у мексиканському ресторанi, 10% наступного разу пiдуть до
пiцерiї, 25%— у китайський ресторан, 25%— будуть їсти вдома.
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З тих, хто сьогоднi вiдвiдує пiцерiю, наступного разу 30% харчу-
ватимуться вдома, 30%— пiдуть у китайський ресторан, а 10%—
у мексиканський. Нарештi з тих, хто їсть вдома, наступного
разу 20% пiдуть у китайський ресторан, 25%— у мексиканський,
30%— у пiцерiю.

Оцiнити перспективи розподiлу жителiв мiста по мiсцях
їхнього харчування у вiддаленому майбутньому.

Розв’язання. Отриманi у опитуваннi данi можна записати
у виглядi такої таблицi

Д К М П
0,25 0,20 0,25 0,30 Д
0,20 0,30 0,25 0,30 К
0,25 0,20 0,40 0,10 М
0,30 0,30 0,10 0,30 П

.

Тут перший стовпець представляє розподiл тих, якi харчува-
лися вдома, за тим, куди вони пiдуть їсти наступного разу.
Другий стовпець вказує аналогiчний розподiл тих, якi їли у
китайському ресторанi, третiй стовпець— тих, якi вiдвiдали
мексиканський, четвертий— тих, якi харчувалися в iталiйськiй
пiцерiї. У кожному стовпцi сума елементiв рiвна 1.

Описана у прикладi ситуацiя є маркiвським ланцюгом з
перехiдною матрицею

𝑃 =

⎡⎢⎢⎣
0,25 0,20 0,25 0,30
0,20 0,30 0,25 0,30
0,25 0,20 0,40 0,10
0,30 0,30 0,10 0,30

⎤⎥⎥⎦ .

Припустимо, що на початку кожен житель мiста обiдає вдо-

ма, тобто вектор початкового стану x⃗0 =

⎡⎢⎢⎣
1
0
0
0

⎤⎥⎥⎦ . У наступний

спостережний перiод, скажiмо, у кiнцi першого тижня, вектор
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стану буде таким

x⃗1 = 𝑃 x⃗0 =

⎡⎢⎢⎣
0,25
0,20
0,25
0,30

⎤⎥⎥⎦ .
Оскiльки перехiдна матриця 𝑃 є регулярною, то для неї iснує
стацiонарний вектор. Ним є один з розв’язкiв рiвняння

(𝑃 − 𝐼)x⃗ = 0⃗.

Розв’язавши це рiвняння, ми отримаємо

q⃗ =

⎡⎢⎢⎣
0,25
0,26
0,23
0,26

⎤⎥⎥⎦ .
Отже, можна зробити висновок, що з часом розподiл людей
по чотирьох точках харчування близький до рiвномiрного. Те-
пер, знаючи приблизно кiлькiсть всiх потенцiальних клiєнтiв,
пiдприємець може зробити оцiнку перспектив свого бiзнесу. �

Розглянемо ще один приклад.

Приклад 4. Припустимо, що прибуток вiд роботи сина або
доньки, якi починають працювати, залежить вiд доходiв батькiв.
Нехай ця залежнiсть задано такою матрицею перетворень:

Заробiтки батькiв Н С В
Заробiток

сина чи дочки
на своїй роботi

⎡⎣ 0,5 0,2 0,1
0,3 0,6 0,4
0,2 0,2 0,5

⎤⎦ Н
С
В

Тут: Н— низький заробiток, С— середнiй заробiток i В— висо-
кий заробiток.

1. Якою є ймовiрнiсть того, що внук сiм’ї з низьким рiвнем
заробiтку буде мати високий рiвень прибутку?

2. Яка частина населення через достатньо тривалий промi-
жок часу буде мати низький рiвень заробiтку?
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Розв’язання. Описана ситуацiя є маркiвським ланцюгом,
перехiдна матриця якого є:

𝑃 =

⎡⎣ 0,5 0,2 0,1
0,3 0,6 0,4
0,2 0,2 0,5

⎤⎦ .
Нехай �⃗�0 =

⎡⎣ 1
0
0

⎤⎦. Тодi
�⃗�1 = 𝑃�⃗�0 =

⎡⎣ 0,5
0,3
0,2

⎤⎦ i �⃗�2 = 𝑃�⃗�1 =

⎡⎣ 0,33
0,41
0,26

⎤⎦ .
Тому ймовiрнiсть того, що внук сiм’ї з низьким заробiтком

буде мати високий рiвень прибутку дорiвнює 0,26.
б) Оскiльки 𝑃 є регулярною матрицею, то ми можемо знайти

𝑃𝑛 для великих 𝑛. За допомогою комп’ютера було обчислено
кiлька степенiв:

𝑃 10 =

⎡⎣ 0,2449080417 0,2449021368 0,244824538
0,4693793597 0,4693852646 0,4693990427
0,2857125986 0,2857125986 0,2857185035

⎤⎦
i

𝑃 100 =

⎡⎣ 0,2448979592 0,2448979592 0,2448979592
0,4693877551 0,4693852646 0,4693990427
0,2857142857 0,2857142857 0,2857142857

⎤⎦
За теоремою 4.5 стовпцi матрицi 𝑃 прямують до вектора рiвно-
ваги q⃗. Тому

q⃗ =

⎡⎣ 0,245
0,469
0,286

⎤⎦
i через тривалий час близько 29% населення буде мати низький
рiвень прибутку. �
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Маркiвськi ланцюги i прогнозування погоди.
Спостерiгаючи за погодою у певних регiонах можна помi-

тити, що погода сьогоднi зазвичай значною мiрою залежить
вiд того, якою вона була вчора. Це говорить нам, що процес
змiни погоди може бути змодельовано маркiвським ланцюгом.
Розглянемо такий приклад.

Приклад 5. У високогiр’ї Карпат погода є чи не голов-
ною турботою населення. Неофiцiйне вивчення погоди у цьому
регiонi ранньою весною виявило такi спостереження:

∙ Майже неможливо мати ясну погоду два днi поспiль.

∙ Якщо сьогоднi ясна погода, то наступного дня напевно
йтиме снiг або дощ.

∙ Якщо сьогоднi йде снiг або дощ, то ми маємо значнi
шанси мати таку ж саму погоду наступного дня.

∙ Якщо снiгова або дощова погода змiнюється на iншу,
то це вiдбувається з однаковою ймовiрнiстю.

1. Записати матрицю перехiдних iмовiрностей моделi цiєї
системи.

2. Якщо сьогоднi сприятлива погода, то якою є ймовiрнiсть
такої ж погоди через тиждень?

3. Чи можна передбачити ймовiрнiсть сприятливої, дощової
та снiгової погоди через мiсяць?

Розв’язання. а) Оскiльки за нашим припущенням погода
завтра залежить лише вiд погоди сьогоднi, то ми маємо справу
з маркiвським процесом. Перехiдною матрицею цiєї системи є

Я Д С

𝑇 =

⎡⎣ 0 0,25 0,25
0,5 0,5 0,25
0,5 0,25 0,5

⎤⎦ Я
Д
С

де лiтери Я, Д i С позначають ясну погоду, дощ i снiг вiдповiдно.
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б) Якщо сьогоднi ясний день, то вектор початкового стану

�⃗�0 =

⎡⎣ 1
0
0

⎤⎦ Я
Д
С
.

Пiсля семи днiв вектор стану буде

�⃗�7 = 𝑇 7�⃗�0 =

⎡⎣ 0,19995 0,20001 0,20001
0,40002 0,40002 0,39996
0,40002 0,39996 0,40002

⎤⎦⎡⎣ 1
0
0

⎤⎦ =

⎡⎣ 0,19995
0,40002
0,40002

⎤⎦ .
Тому ймовiрнiсть того, що через тиждень буде ясна погоду
становить близько 20%.

в) Оскiльки матриця перехiдних iмовiрностей є регулярною,
то iснує стацiонарний вектор. Для його знаходження ми роз-
в’яжемо однорiдну систему рiвнянь (𝑇 − 𝐼)x⃗ = 0, яка має таку
головну матрицю ⎡⎣ −1 0,25 0,25

0,5 −0,5 0,5
0,5 0,5 −0,5

⎤⎦ .
Зведення до схiдчастої форми приводить до матрицi⎡⎣ 1 0 −0,5

0 1 −1
0 0 0

⎤⎦ .
Загальний розв’яок цiєї системи:⎡⎣ 0,5𝑡

𝑡
𝑡

⎤⎦ , 𝑡 ∈ R.

Тому стацiонарний iмовiрнiсний вектор:

p⃗ =

⎡⎣ 0,2
0,4
0,4

⎤⎦ .
Через тривалий час (наприклад, один мiсяць) ймовiрнiсть того,
що буде ясна погода, становить 20%, йтиме дощ— 40%, випада-
тиме снiг — також 40%. �
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Вправи

1. У Великобританiї вивчався розподiл людей за професiями
високого рiвня (управлiнцi i професiонали— люди iнтелекту-
альної працi), середнього рiвня (контролери i квалiфiкованi
робiтники) та низького рiвня (неквалiфiкованi). Для визначен-
ня мобiльностi мiж цими рiвнями було опитано близько 2000
людей. Їм було поставлено запитання: «На професiї якого рiвня
ви перебуваєте зараз i на якому рiвнi був ваш батько, коли вам
було 14 рокiв?» Результати опитування були такими.

Професiя батька В С Н

Професiя
сина чи дочки

⎡⎣ 0,60 0,29 0,16
0,26 0,37 0,27
0,14 0,34 0,57

⎤⎦ В
С
Н

Наприклад, дитина працiвника низького рiвня з iмовiрнi-
стю 0,27 стає працiвником середнього рiвня. Вiдзначимо, що
маркiвська модель допускає (i, як показують соцiологiчнi данi,
це виглядає коректно), що робота батькiв має прямий вплив
на роботу дитини, а професiя дiдусiв i бабусь такого прямого
впливу не має.

Встановити, як буде змiнюватися протягом п’яти наступних
поколiнь розподiл нащадкiв за класами професiй, якщо поча-
тковий розподiл за класами респодентiв-батькiв є таким:⎡⎣ 0,12

0,32
0,56

⎤⎦ .
2. Кожного року 10% жителiв деякого мiста вiд’їжджають

на проживання у iншi регiони країни. Крiм цього, кожного року
1% людей з усiєї країни переїжджають для проживання у це
мiсто.

1) Скласти перехiдну матрицю для цiєї ситуацiї.
2) Починаючи з початкового розподiлу, коли 30% населен-

ня країни живе у цьому мiстi, встановити розподiл населення
протягом 10 рокiв.

3) Провести аналогiчнi обчислення, як i в п. 2, якщо на
початку 20% населення країни живе у цьому мiстi.
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3. Кожного дня студент або здоровий, або хворий. З тiєї
кiлькостi студентiв, якi сьогоднi здоровi, 95% будуть здоровими
завтра. З тiєї кiлькостi студентiв, якi хворi сьогоднi, 55% будуть
продовжувати хворiти завтра.

1) Якою є стохастична матриця для цiєї ситуацiї?
2) Припустимо, що 20% студентiв хворi у понедiлок. Яка ча-

стина студентiв вiрогiдно будуть хворiти у вiвторок? У середу?
3) Якщо студент здоровий сьогоднi, то якою є ймовiрнiсть

того, що вiн буде здоровим через два днi пiсля цього?
4) Знайти вектор рiвноваги для цього маркiвського ланцюга.
5) Якою є ймовiрнiсть того, що через багато днiв конкретний

студент буде хворiти? Чи залежить вiдповiдь вiд того, чи є цей
студент хворим сьогоднi?

4. На першому курсi унiверситету є 200 студентiв спецi-
альностi «Математика» i 350 студентiв спецiальностi «Фiзика».
Кожний рiк деякi студенти змiнюють спецiальнiсть з математи-
ки на фiзику i навпаки.

Ймовiрнiсть того, що студент залишається математиком
дорiвнює 0,92; ймовiрнiсть того, що студент з фiзики переходить
на математику дорiвнює 0,04. Вважаючи, що змiна вiдбувається
тiльки мiж цими двома спецiальностями, дайте вiдповiдь на
такi запитання:

1) Якою є матриця перехiдних iмовiрностей?
2) Скiльки студентiв-математикiв буде на другому курсi?
3) Скiльки студентiв-фiзикiв буде на третьому курсi?
5. У деякому мiстi в 2016 роцi проживало 400 тисяч жителiв,

а у його передмiстi — 20 тисяч жителiв. Багаторiчна статистика
за попереднi роки показує, що 0,2% мiського населення пере-
їзжджає на проживання у передмiстя (решта залишаються у
мiстi) та 1% примiського населення переїздить на постiйне мiсце
проживання у мiсто (решта залишаються жити у передмiстi).
Як в майбутньому змiниться чисельнiсть населення в цьому
мiстi та передмiстi?

6. Щодня погода у деякому мiстi є однiєю з трьох: ясною,
хмарною або дощовою. Якщо сьогоднi погода ясна, то вiро-
гiднiсть того, що погода буде ясною завтра становить 60%,
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хмарною— 30%, дощовою— 10%. Якщо сьогоднi погода є хмар-
ною, то вона буде ясною наступного дня з ймовiрнiстю 0,4 i
залишиться хмарною з iмовiрнiстю 0,3. Нарештi, якщо сьогоднi
погода дощова, то вона стане ясною завтра з iмовiрнiстю 0,4 i
хмарною— з ймовiрнiстю 0,5.

1) Якою є стохастична матриця для цiєї ситуацiї?
2) Припустимо, що вiрогiднiсть мати сьогоднi ясну погоду

становить 50%, хмарну — також 50%. Якою є вiрогiднiсть мати
завтра дощову погоду?

3) Прогноз погоди стверджує, що з вiрогiднiстю 40% погода
в понедiлок буде хмарною, а з вiрогiднiстю 60%— дощовою.
Якими є шанси мати ясну погоду в середу?

2. Лiнiйна алгебра i генетика

Однiєю з основних властивостей живих органiзмiв є спад-
ковiсть — здатнiсть живих органiзмiв передавати особинам на-
ступного поколiння морфоанатомiчнi, фiзiологiчнi, бiохiмiчнi
особливостi своєї органiзацiї, формування яких контролюється
окремими елементарними чинниками— генами, що передаю-
ться вiд поколiння до поколiння. Ген є дискретною одиницею
спадковостi, за допомогою якої вiдбувається запис, зберiгання
i передача генетичної iнформацiї в ряду поколiнь. Сукупнiсть
генiв становить генотип—усi матерiальнi структури клiтини,
що виконують функцiї спадковостi. Генотип контролює форму-
вання всiх ознак органiзмiв. Генетика є наукою про спадковiсть i
мiнливiсть органiзмiв. Вона вивчає принципи зберiгання, переда-
чi i реалiзацiї генетичної iнформацiї в низцi наступних поколiнь,
розкриває закони iндивiдуального розвитку органiзмiв, закони
виникнення нових ознак у них. Гени зумовлюють успадкування
статi, кольору очей, волосся для людей i тварин, форму листя i
колiр пелюсток для рослин.

Деякi проблеми у генетицi можуть бути розв’язанi за допо-
могою маркiвських ланцюгiв.

Iснує декiлька типiв спадковостi. Одним з них є гiбриди-
зацiя — схрещування органiзмiв, рiзних за спадковiстю (гено-
типом). При цьому виникають новi комбiнацiї генiв, якi забез-
печують поширення спадкової мiнливостi в потомствi гiбридiв.
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Розглянемо варiант з простими (соматичними, або нестатевими)
клiтинами, зокрема аутосомний тип. У вiдповiдностi з аутосом-
ною спадковiстю кожна характерна риса нащадка визначається
двома генами: домiнантним (позначається 𝐴) i рецесивним
(позначається 𝑎). У кожного iндивiдуума є цi два типи генiв:
𝐴𝐴, 𝑎𝑎 або 𝐴𝑎 (𝑎𝐴 є генетично те ж саме, що i 𝐴𝑎).

Розглянемо колiр очей у людини. Вiдомо, що, наприклад,
коричневий колiр очей спричинюється домiнантним геном 𝐴, а
блакитний— рецесивним 𝑎. При поєднаннi 𝐴𝐴 i 𝐴𝑎 колiр очей
буде визначати домiнантний ген, а при поєднаннi 𝑎𝑎 колiр очей
буде блакитний.

Кожний нащадок успадковує один ген вiд кожного з батькiв.
По даних генотипах батькiв ми можемо визначити вiрогiднiсть
генотипу нащадкiв. Припустимо, що у деякiй популяцiї тварин
початковий розподiл генотипiв задано вектором

x⃗ =

⎡⎢⎣
1
3
1
3
1
3

⎤⎥⎦𝐴𝐴𝐴𝑎
𝑎𝑎

.

Тут компоненти вектора представляють ймовiрностi генотипiв
𝐴𝐴, 𝐴𝑎 i 𝑎𝑎 на початку. Розглянемо варiанти поєднання генiв:
𝐴𝐴, 𝐴𝑎 i 𝑎𝑎 з 𝐴𝐴. Нас цiкавить iмовiрнiсть нащадка отримати
поєднання 𝐴𝐴, 𝐴𝑎 або 𝑎𝑎 у кожному з цих випадкiв.

Розглянемо об’єднання батькiвських генiв 𝐴𝐴 з 𝐴𝐴. Оскiль-
ки нащадок буде мати один ген вiд кожного з батькiв, то вiн
буде типу 𝐴𝐴. Тому ймовiрностi появи 𝐴𝐴, 𝐴𝑎 i 𝑎𝑎 у результатi
є 1, 0 i 0 вiдповiдно. Всi нащадки будуть мати коричневий колiр
очей.

Далi розглянемо об’єднання генiв 𝐴𝑎 з 𝐴𝐴. Беручи один ген
вiд кожного з батькiв, ми маємо ймовiрностi 𝐴𝐴 (якщо нащадок
бере 𝐴 вiд кожного з батькiв ), 𝑎𝐴 (якщо бере 𝑎 вiд першого з
батькiв i 𝐴 вiд другого з батькiв). Тому ймовiрностi появи 𝐴𝐴,
𝐴𝑎 i 𝑎𝑎 у результатi є 1

2 ,
1
2 i 0 вiдповiдно. Всi нащадки знову

будуть мати коричневi очi.
Розглядаючи останнє схрещення генотипу 𝑎𝑎 з 𝐴𝐴 ми ба-

чимо, що iснує тiльки ймовiрнiсть 𝑎𝐴. Тому ймовiрностi появи
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𝐴𝐴, 𝐴𝑎 i 𝑎𝑎 у результатi є 0, 1 i 0 вiдповiдно. Нащадок не буде
мати блакитних очей.

Таким чином, нащадок людини з генотипом 𝐴𝐴 буде мати
лише коричневий колiр очей.

Тепер перевiримо як ймовiрностi початкових генотипiв бу-
дуть змiнюватися вiд одного поколiння до наступного. Нехай
�⃗�𝑛 буде вектором розподiлу генотипiв у 𝑛-ому потомствi. Як
зазначено вище, ймовiрностi генотипiв 𝐴𝐴, 𝐴𝑎 i 𝑎𝑎 у першому
потомствi можуть бути представленi так 1 · 13 + 1

2 ·
1
3 + 0 · 13 ,

0 · 13 + 1
2 ·

1
3 + 1 · 13 i 0 · 13 + 0 · 13 + 0 · 13 вiдповiдно. Iншими словами,

x⃗1 = 𝐴x⃗0, де

𝐴 =

⎡⎢⎣ 1 1
2 0

0 1
2 1

0 0 0

⎤⎥⎦𝐴𝐴𝐴𝑎
𝑎𝑎

називається еволюцiйною матрицею. Взагалi x⃗𝑛 = 𝐴x⃗𝑛−1. Та-
ким чином ми маємо

x⃗1 =

⎡⎢⎣
1
2
1
2

0

⎤⎥⎦ , x⃗2 =

⎡⎢⎣
3
4
1
4

0

⎤⎥⎦ , x⃗3 =

⎡⎢⎣
7
8
1
8

0

⎤⎥⎦ , x⃗4 =

⎡⎢⎣
15
16
1
16

0

⎤⎥⎦ , · · ·
Як бачимо, тип 𝑎𝑎 зникає пiсля початкового поколiння, тому
ймовiрнiсть типу 𝐴𝑎 стає меншою i меншою у кожному на-
ступному поколiннi. Очевидно, що ця послiдовнiсть векторiв
прямує до вектора

x⃗ =

⎡⎣ 1
0
0

⎤⎦𝐴𝐴𝐴𝑎
𝑎𝑎

у вiддаленому майбутньому.

Приклад 1. Одна з лабораторiй аграрного унiверситету
дослiджує, що корови з генотипом 𝐴𝐴 можуть давати кращу
якiсть молока, нiж iншi генотипи. Вченi зацiкавленi у дослiджен-
нi частки нащадкiв корiв з генотипом 𝐴𝐴. Якщо у лабораторiї
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обирають для схрещення тiльки генотип 𝐴𝐴 з iншими гено-
типами, то якими є ймовiрностi того, що нащадок буде мати
генотипи 𝐴𝐴, 𝐴𝑎 або 𝑎𝑎?

Розв’язання. Для аналiзу проблеми ми розглянемо три
випадки (як i вище). Описанi в умовi спостереження можна
записати у таблицю:

Генотип батькiв Генотип нащадка
AA – AA AA – Aa AA – aa

1 1/2 0 AA
0 1/2 1 Aa
0 0 0 aa

Отримуємо еволюцiйну матрицю

𝐴 =

⎡⎣ 1 1/2 0
0 1/2 1
0 0 0

⎤⎦ .
Припустимо, що у початковiй популяцiї корiв усi три генотипи
присутнi порiвну, тобто початковий вектор розподiлу є таким:

x⃗0 =

⎡⎢⎣
1
3
1
3
1
3

⎤⎥⎦ .
Через один рiк розподiл стане таким:

x⃗1 = 𝐴x⃗0 =

⎡⎢⎣ 1 1/2 0

0 1/2 1

0 0 0

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣

1
3
1
3
1
3

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣
1
2
1
2

0

⎤⎥⎦ .
Пiсля того, як пройшов ще один рiк, вектор розподiлу можна
отримати так:

x⃗2 = 𝐴x⃗1 = 𝐴(𝐴x⃗0) = 𝐴2x⃗0 =

⎡⎢⎣
3
4
1
4

0

⎤⎥⎦ .
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Через 𝑛 рокiв:

x⃗𝑛 = 𝐴𝑛x⃗0 =

⎡⎢⎣ 1
∑︀𝑛

𝑘=1
1
2𝑘

∑︀𝑛−1
𝑘=1

1
2𝑘

0 1
2𝑛

1
2𝑛−1

0 0 0

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣

1
3
1
3
1
3

⎤⎥⎦ =

=

⎡⎢⎣ 1 1− 1
2𝑛+1 1− 1

2𝑛

0 1
2𝑛

1
2𝑛−1

0 0 0

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣

1
3
1
3
1
3

⎤⎥⎦ .
При зростаннi 𝑛 матриця 𝐴𝑛 наближається до матрицi⎡⎣ 1 1 1

0 0 0
0 0 0

⎤⎦ .
Тому x⃗𝑛 = 𝐴𝑛x⃗0 буде наближатися до

x⃗𝑛 =

⎡⎢⎣ 1 1 1

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣

1
3
1
3
1
3

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ 1

0

0

⎤⎥⎦ .
�

Припустимо, нас цiкавить кiлькiсть корiв з генотипами 𝐴𝐴,
𝐴𝑎 i 𝑎𝑎 через 20 рокiв. Для цього слiд обчислити значення
𝐴20x⃗0. Це можна здiйснити, використовуючи зведення матрицi
до дiагонального вигляду. Якщо матрицю 𝐴 можна подати у ви-
глядi 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1, де 𝐷—дiагональна матриця (тодi говорять,
що матриця 𝐴 є дiагоналiзуємою), то

𝐴𝑘 = 𝑃𝐷𝑘𝑃−1 𝑘 ∈ N
i

𝐷𝑘 =

⎡⎢⎢⎣
𝜆1 0 . . . 0
0 𝜆2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝜆𝑛

⎤⎥⎥⎦
𝑘

=

⎡⎢⎢⎣
𝜆𝑘1 0 . . . 0
0 𝜆𝑘2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝜆𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎦ .
Для того, щоб матриця 𝑛-ого порядку 𝐴 була дiагоналiзуємою
необхiдно, щоб вона мала 𝑛 лiнiйно незалежних власних векто-
рiв. При цьому дiагональними елементами матрицi 𝐷 є власнi
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значення матрицi 𝐴 (враховуючи кратнiсть), а стовпцями мат-
рицi 𝑃 — вiдповiднi їм лiнiйно незалежнi власнi вектори.

Для матрицi 𝐴, яка розглядалася у попередньому прикладi,
власнi значення дорiвнюють

𝜆1 = 1, 𝜆2 =
1

2
, 𝜆3 = 0,

а вiдповiднi їм власнi вектори:

v⃗1 =

⎡⎣ 1
0
0

⎤⎦ , v⃗2 =

⎡⎣ 1
−1
0

⎤⎦ , v⃗3 =

⎡⎣ 1
−2
1

⎤⎦ .
Дiагональна матриця

𝐷 =

⎡⎣ 1 0 0
0 1

2 0
0 0 0

⎤⎦ i 𝑃 =
[︀
v⃗1 v⃗2 v⃗3

]︀
=

⎡⎣ 1 1 1
0 −1 −2
0 0 1

⎤⎦ .
Тому

x⃗𝑛 = 𝐴𝑛x⃗0 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1x⃗0 →

⎡⎣ 1
0
0

⎤⎦ .
Вправи

1. Побудувати математичну модель схрещення гiбридного
нащадка з iншими генотипами.

2. На експериментальнiй фермi велика колекцiя квiтiв мi-
стить всi можливi генотипи 𝐴𝐴, 𝐴𝑎 i 𝑎𝑎 з початковим розпо-

дiлом 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0. (тобто x⃗0 =

⎡⎣ 𝑎0
𝑏0
𝑐0

⎤⎦). Припустимо, що кожна

квiтка у колекцiї запилилася з квiткою генотипу 𝐴𝐴.
1) Знайти вираз x⃗𝑛 розподiлу можливих генотипiв колекцiї

пiсля 𝑛 генерацiй.
2) Повторити завдання 1) у припущеннi, що кожна квiтка у

колекцiї запилилася з квiткою генотипу 𝐴𝑎.
3) Повторити завдання 1) у припущеннi, що кожна квiтка у

колекцiї запилилася з квiткою такого ж генотипу як сама.
4) Повторити завдання 1) у припущеннi, що кожна квiтка

колекцiї у початковiй генерацiї запилилася з квiткою генотипу
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𝐴𝑎, кожна квiтка першої генерацiї запилилася з квiткою гено-
типу 𝐴𝐴, кожна квiтка другої генерацiї запилилася з квiткою
генотипу 𝑎𝑎 i така модель запилення продовжується.

3. Моделювання динамiки популяцiй

Популяцiя — це сукупнiсть особин одного виду рослин або
тварин, якi протягом тривалого часу (великої кiлькостi поко-
лiнь) населяють певну дiлянку навколишнього середовища.

Одну з найпопулярнiших моделей для опису динамiки змi-
ни чисельностi популяцiй було запропоновано американським
екологом Полом Леслi у серединi XX столiття1. Але широко ма-
тричнi методи почали застосовуватися у математичнiй екологiї
пiсля виходу роботи Лефковича2.

До виходу праць Леслi i Лефковича моделi вивчення популя-
цiй базувались на методах диференцiального числення. Проте
при розрахунках на практицi часто доводиться мати справу з
дискретними величинами. Крiм того, розвиток багатьох популя-
цiй (наприклад, лiсiв помiрного поясу) має яскраво виражений
сезонний характер. Тому часто для характеристики популяцiй
та для практичних розрахункiв бiльш ефективнi не методи ди-
ференцiального та iнтегрального числення, а методи дискретної
математики. Модель Леслi описує динамiку змiни кiлькостi са-
мок в популяцiї. При цьому популяцiя розбивається на 𝑛 вiкових
груп, однакових за тривалiстю, i складається матриця

𝐿 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1 𝑏2 𝑏3 . . . 𝑏𝑛−1 𝑏𝑛
𝑠1 0 0 . . . 0 0
0 𝑠2 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 𝑠𝑛−1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (4.1)

У цiй матрицi через 𝑠𝑖 позначено виживання представникiв
𝑖-ої вiкової групи (тобто ймовiрнiсть того, що особа 𝑖-ої групи

1Leslie P. H. On the use of matrices in certain population mathematics //
Biometrika. — 1945. — Vol. 33. — P. 183–212.

2Lefkovitch L. P. The study of population growth in organisms grouped by
stages // Biometrics. — 1965. — Vol. 21. — P. 1–18.
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виживе i перейде до (𝑖+ 1)-ої групи); через 𝑏𝑖 —параметри наро-
джуваностi представникiв 𝑖-ої групи (𝑏𝑖 є середньою кiлькiстю
осiб, що народжує самка з 𝑖-го вiкового класу). При множен-
нi цiєї матрицi на вектор-стовпець x⃗𝑘, координатами якого є
кiлькостi осiб рiзних вiкових стадiй у час 𝑘 (вiд першої стадiї —
новонароджених малят, до 𝑛-ої стадiї — найстарших особин),
отримуємо кiлькiсть особин рiзного вiку через певний промiжок
часу (наприклад, через один рiк).

Рiзницеве рiвняння

x⃗𝑘+1 = 𝐿x⃗𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1

з матрицею (4.1) прийнято називати стадiйно-матричною моде-
ллю Леслi; 𝐿 називається матрицею Леслi. Матриця Леслi
є невiд’ємною, причому хоча б один елемент першого рядка
вiдмiнний вiд нуля; коефiцiєнти виживання задовольняють не-
рiвнiсть 0 < 𝑠𝑖 6 1. Має мiсце таке твердження.

Теорема 4.7. Кожна матриця Леслi має єдине додатне
власне значення, а вiдповiдний цьому значенню власний вектор
має додатнi координати.

Бiльше того, за теоремою Перрона–Фробенiуса це єдине до-
датне власне значення 𝜆 матрицi Леслi є ще й домiнантним,
тобто якщо 𝜆′ —деяке iнше її власне значення (дiйсне або ком-
плексне), то |𝜆′| < 𝜆. Це домiнантне власне значення, як ми
побачимо нижче, можна трактувати як коефiцiєнт росту попу-
ляцiї.

Якщо додатне власне значення матрицi Леслi менше оди-
ницi, то популяцiя приречена на вимиранння, якщо бiльше
одиницi — вiдбувається необмежений рiст популяцiї. При цьому
швидкiсть зростання популяцiї буде визначатися домiнантним
власним числом. При такому динамiчному описi популяцiї необ-
хiдно передусiм враховувати вiдмiнностi в здатностi особин до
розмноження. З цiєю метою, їх, зазвичай, видiляють у три гру-
пи: прегенеративних (молодих, якi не здатнi до розмноження),
генеративних (здатних до розмноження) i постгенеративних
(тих, що втратили здатнiсть до розмноження). У залежностi вiд
особливостей життєвого циклу конкретного виду i за наявностi
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надiйних дiагностичних ознак кожна з цих великих груп розби-
вається на бiльш дрiбнi вiковi пiдгрупи. Необхiдно вiдзначити,
що подiл популяцiї на вiковi групи виправдане з практичної
точки зору у тих випадках, коли органiзми даного виду мають
ознаки, якi дозволяють визначити точно вiк особи (наприклад,
у випадку популяцiї лiсiв, вiк окремого дерева можна точно
визначити за допомогою рiчних кiлець)1.

Нехай матриця 𝐿 є дiагоналiзуємою з 𝑛 лiнiйно незалежни-
ми власними векторами v⃗1, v⃗2, . . . , v⃗𝑛 i вiдповiдними власними
значеннями 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛. Для зручностi, будемо вважати, що
власнi вектори розмiщено так, що |𝜆1| > |𝜆2| > · · · > |𝜆𝑛|. Це
означає, що {v⃗1, v⃗2, . . . , v⃗𝑛} є базисом для R𝑛, i будь-який по-
чатковий вектор x⃗0 однозначно можна записати у виглядi

x⃗0 = 𝑐1v⃗1 + · · ·+ 𝑐𝑛v⃗𝑛. (4.2)

Оскiльки v⃗𝑖 — власнi вектори, то

x⃗1 = 𝐿x⃗0 = 𝑐1𝐿v⃗1 + · · ·+ 𝑐𝑛𝐿v⃗𝑛

= 𝑐1𝜆1v⃗1 + · · ·+ 𝑐𝑛𝜆𝑛v⃗𝑛

Взагалi,

x⃗𝑘 = 𝑐1(𝜆1)
𝑘v⃗1 + · · ·+ 𝑐𝑛(𝜆𝑛)𝑘v⃗𝑛 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .) (4.3)

Приклади, якi ми наводимо далi, iлюструють, що трапляється
у (4.3) при 𝑘 →∞.

Виживання популяцiї плямистих сов.

Приклад 1. У 1990 роцi пiвнiчна плямиста сова стала цен-
тром всенародного обговорення про експлуатацiю i неправильне
використання величавих лiсiв пiвнiчного заходу США.

Вченi-екологи запевняли федеральний уряд в тому, що сова
приречена на вимирання, якщо продовжиться масова вирубка
у вiковiчних лiсах, якi були переважним ареалом проживання

1Детальнiше з такими дослiдженнями можна познайомитися у по-
сiбниках з математичної екологiї та окремих статтях (див., наприклад,
ЛогофетД.О., Белова И.Н. Неотрицательные матрицы как инструмент
моделирования динамики популяций: классические модели и современные
обобщения. — Фундаментальная и прикладная математика. — 2007, Т. 13,
№ 4. — С. 145 –164.)
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цих сов. Зi свого боку, деревообробна iндустрiя, передбачаючи
втрату вiд 30 до 100 тисяч робочих мiсць в результатi нових
урядових обмежень на вирубки, аргументувала, що сова не
буде класифiкована як «вимираючий вид» i, навпаки, наводили
численнi публiкацiї учених у свою пiдтримку.

Перед математичними екологами постало завдання дослiди-
ти динамiку розвитку популяцiї плямистих сов у цьому випадку.

Вивчення цiєї проблеми здiйснювалось пiд керiвництвом
проф. Р.Ламберсона. Вченi визначали популяцiю в щорiчних
iнтервалах, позначенi у часi через 𝑘 = 0, 1, 2, . . .. Вважаючи,
що вiдношення самок i самцiв є 1 : 1 у кожнiй життєвiй стадiї,
вони вирiшили обмежитись дослiдженням лише популяцiї самок.
Популяцiя в рiк 𝑘 була описана вектором x⃗𝑘 = (𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐𝑘), де
𝑎𝑘, 𝑏𝑘 i 𝑐𝑘 —число самок в раннiй, середнiй i дорослiй стадiях
вiдповiдно. Використовуючи масиви даних спостережень, вченi
розглянули таку матричну модель, подiбну до моделi Леслi:⎡⎣ 𝑎𝑘+1

𝑏𝑘+1

𝑐𝑘+1

⎤⎦ =

⎡⎣ 0 0 0,33
0,18 0 0

0 0,71 0,94

⎤⎦⎡⎣ 𝑎𝑘
𝑏𝑘
𝑐𝑘

⎤⎦ .
Тут кiлькiсть новонароджених самок у 𝑘 + 1-ому перiодi ста-
новить 0,33 вiд числа дорослих у 𝑘-ому перiодi (базується на
середньому показнику народжуваностi для совиної пари). З
цих новонароджених лише 18% доживають до наступної стадiї;
також 71% молодих сов та 94% дорослих виживають i зарахову-
ються в наступному перiодi як дорослi особини. Частка у 18% у
лiсах Калiфорнiї така низька тому, що через суцiльну вирубку
лiсiв з середньостатистичних 60% сов з ранньої стадiї життя,
якi там залишали гнiзда, лише 30% знаходили нове мiсце для
гнiздування.

Власними значеннями для матрицi

𝐿 =

⎡⎣ 0 0 0,33
0,18 0 0

0 0,71 0,94

⎤⎦
є 𝜆1 ≈ 0,98, 𝜆2 ≈ −0,02 + 0,21𝑖 i 𝜆3 ≈ −0,02− 0,21𝑖. Вiдзначимо,
що всi три власнi значення за абсолютною величиною є меншими
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за одиницю (|𝜆2|2 = |𝜆3|2 = (−0,02)2 + (0,21)2 = 0,0445), що
узгоджується з теоремою Перрона–Фробенiуса.

Припустимо, що матриця 𝐿 дiє на комплексному векторному
просторi C3. Тодi, оскiльки 𝐿 має три рiзних власних значення,
то три вiдповiдних власних вектори є лiнiйно незалежними i
утворюють базис простору C3. Позначимо власнi вектори через
v⃗1, v⃗2 i v⃗3. Тодi загальний розв’язок рiвняння x⃗𝑘+1 = 𝐿x⃗𝑘

(використовуючи вектори у C3) є таким:

x⃗𝑘 = 𝑐1(𝜆1)
𝑘v⃗1 + 𝑐2(𝜆2)

𝑘v⃗2 + 𝑐3(𝜆3)
𝑘v⃗3.

Якщо x⃗0 —дiйсний початковий вектор, то дiйсними також бу-
дуть усi вектори x⃗𝑘 = 𝐿x⃗𝑘−1, 𝑘 ∈ N, не дивлячись на те, що
кожен з них виражається сумою комплексних векторiв. Разом
з тим, кожний член справа у останнiй рiвностi є наближенням
нульового вектора, оскiльки всi власнi значення за величиною
меншi за одиницю. Тому послiдовнiсть x⃗𝑘 наближається до ну-
льового вектора також. Таким чином, ця модель передбачає,
що популяцiя сов зрештою зникне.

Чи є надiя для цiєї популяцiї сов?

Приклад 1 (продовження). Якщо зменшити вирубку лi-
сiв до рiвня, щоб 50% молодих сов, якi покинули гнiздо, могли
знайти нове мiсце для гнiздування, то (2, 1)-елемент у матри-
цi 𝐿 стане рiвним 0,3 замiсть 0,18. У такому випадку власнi
значення для 𝐿 будуть такими: 𝜆1 = 1,01, 𝜆2 = −0,03 + 0,26𝑖 i
𝜆3 = −0,03− 0,26𝑖. Тут |𝜆2| = |𝜆3| =

√︀
(−0,03)2 + (0,26)2 < 1.

Власний вектор для 𝜆1 наближено є v⃗1 = (10, 3, 31). Нехай
v⃗2 i v⃗3 є (комплекснi) вектори для 𝜆2 i 𝜆3. У цьому випадку,
розв’язок рiвняння стає

x⃗𝑘 = 𝑐1(1,01)𝑘v⃗1 + 𝑐2(−0,03 + 0,26𝑖)𝑘v⃗2 + 𝑐3(−0,03− 0,26𝑖)𝑘v⃗3.

При збiльшеннi 𝑘 другий i третiй вектори-доданки набли-
жаються до нуля. Тому x⃗𝑘 стає бiльше i бiльше подiбним до
(дiйсного) вектора 𝑐1(1,01)𝑘v⃗1 – першого доданка. Можна пока-
зати, що константа 𝑐1 у початковому розкладi x⃗0 є додатною,
коли координати вектора x⃗0 невiд’ємнi. Тому популяцiя сов
буде повiльно зростати з довготермiновим коефiцiєнтом 1,01.
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Власний вектор v⃗1 описує остаточний розподiл сов на життєвих
стадiях. На кожну 31-у дорослу сову буде припадати близько
десяти молодих i три юнi сови.

Система «хижак-жертва».
Склад популяцiї зумовлюється не випадковою комбiнацiєю

iндивiдiв, а певними взаємовiдношеннями виду з комплексом
умов навколишнього середовища. Будь-якi популяцiї iснують ли-
ше у взаємодiї з довкiллям. Типи рiзних взаємодiй вивчаються
математичною екологiєю. Найпоширенiшими i добре вивченими
є мiжвидова конкуренцiя, яка характеризується пригнiченням
одного виду iншим (чисельнiсть одного з видiв зростає з меншою
швидкiстю), симбiозу, зокрема такої форми як мутуалiзм (взає-
мокориснi вiдносини симбiонтiв, коли види сприяють збiльшен-
ню кiлькостi один одного) та «хижак-жертва», коли чисель-
нiсть виду-жертви зростає повiльнiше, а виду-хижака—швид-
ше. Вперше глибоке математичне дослiдження закономiрностей
динамiки взаємодiї популяцiй було дано в книзi iталiйського
математика Вiто Вольтерра1 «Математична теорiя боротьби за
iснування» (1931). Вiн запропонував описувати взаємодiю видiв
за допомогою систем диференцiальних рiвнянь.

Наведемо приклад останнього типу взаємодiї, який дослi-
джується за допомогою методiв лiнiйної алгебри, зокрема, з
використанням власних значень i власних векторiв матрицi.

Найбiльшими хижаками, вiд якого потерпають лiсовi мишi,
є сови. Приклад 2 використовує лiнiйну динамiчну систему
для моделювання фiзичної системи спiвiснування сов i мишей
(насправдi модель є нереалiстичною у деяких аспектах, але вона
може дати стартовий поштовх для вивчення бiльш складних
нелiнiйних моделей).

Приклад 2. Позначимо щомiсячнi популяцiї сов i лiсових

мишей через x⃗𝑘 =

[︂
𝐶𝑘

𝑃𝑘

]︂
(тут 𝑘 позначає час у мiсяцях, 𝐶𝑘 —

кiлькiсть сов у регiонi вивчення, 𝑃𝑘 —кiлькiсть мишей, що

1Vito Volterra (1860–1940) — iталiйський математик.
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вимiрянi у тисячах). Припустимо, що має мiсце такий зв’язок:

𝐶𝑘+1 = 0, 5𝐶𝑘 + 0, 4𝑃𝑘,
𝑃𝑘+1 = −𝑝 · 𝐶𝑘 + 1,1𝑃𝑘,

(4.4)

де 𝑝—додатний специфiчний параметр. Доданок 0,5𝐶𝑘 у пер-
шому рiвняннi вказує на те, що, не поїдаючи лiсових мишей,
тiльки половина сов буде зберiгатися кожний мiсяць. Доданок
1,1𝑃𝑘 у другому рiвняннi вказує на те, що без сов популяцiя
мишей буде збiльшуватися на 10% щомiсяця. Коли мишей дуже
багато, то доданок 0,4𝑃𝑘 приводить до того, що популяцiя сов
зростає, тодi як вiд’ємний член −𝑝 ·𝐶𝑘 вимiрює кiлькiсть мишей,
якi стали здобиччю сов (фактично 1000𝑝 є середньою кiлькiстю
мишей, якi впольованi однiєю совою за один мiсяць). Визначити
еволюцiю цiєї системи, коли параметр 𝑝 дорiвнює 0,104, тобто
одна сова за один мiсяць з’їдає 104 мишi.

Розв’язання. Систему (4.4), яка описує взаємозв’язок да-
них популяцiй можна записати у виглядi

x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 де 𝐴 =

[︂
0,5 0,4
−𝑝 1,1

]︂
.

Для 𝑝 = 0,104 власнi значення матрицi 𝐴 дорiвнюють 𝜆1 = 1,02
i 𝜆2 = 0,58, а вiдповiднi їм власнi вектори:

v⃗1 =

[︂
10
13

]︂
, v⃗2 =

[︂
5
1

]︂
.

Початковий вектор x⃗0 запишемо у виглядi x⃗0 = 𝑐1v⃗1 + 𝑐2v⃗2.
Тодi, для 𝑘 > 0:

x⃗𝑘 = 𝑐1(1,02)𝑘v⃗1 + 𝑐2(0,58)𝑘v⃗2 =

= 𝑐1(1,02)𝑘
[︂

10
13

]︂
+ 𝑐2(0,58)𝑘

[︂
5
1

]︂
.

При зростаннi 𝑘 вираз (0,58)𝑘 наближається до нуля. Вважати-
мемо, що 𝑐1 > 0. Тодi для достатньо великих 𝑘:

x⃗𝑘 ≈ 𝑐1(1,02)𝑘
[︂

10
13

]︂
. (4.5)
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Крiм цього для великих 𝑘:

x⃗𝑘+1 ≈ 𝑐1(1,02)𝑘+1

[︂
10
13

]︂
= (1,02)𝑐1(1,02)𝑘

[︂
10
13

]︂
≈ 1,02x⃗𝑘.

(4.6)
Апроксимацiя у (4.6) говорить, що зрештою обидвi координати
у x⃗𝑘 (чисельностi сов i мишей) зростають з коефiцiєнтом 1,02,
тобто щомiсячно популяцiї зростають на 2%. Згiдно з (4.5),
x⃗𝑘 приблизно кратний вектору (10, 13). Тому координати у x⃗𝑘

близькi до такого ж вiдношення як 10 до 13. Це означає, що
через тривалий час на кожнi 10 сов припадатиме близько 13
тисяч мишей. �

Приклад 3. Нехай є заповiдна територiя (парк) з тварина-
ми, яких ми хочемо захистити. Огорожа вiдсутня, тому тварини
можуть вiльно заходити в парк, або виходити з нього. Загальна
кiлькiсть тварин, якi потрiбно захистити — 110 000. Кожний рiк
10% тварин залишають парк i 1% тварин заходять у нього. Чи
можемо ми встановити стабiльний рiвень чисельностi тварин
для цього парку, тобто чи iснує такий рiвень популяцiї тварин,
при якому кiлькiсть тих тварин, якi залишають парк, дорiвнює
кiлькостi тих, якi приходять у парк упродовж року?

Розв’язання. Нехай у рiк 𝑛 чисельнiсть тварин у парку
дорiвнює 𝑝𝑛, а за його межами— 𝑟𝑛. Тодi:{︂

𝑝𝑛+1 = 0,9𝑝𝑛 + 0,01𝑟𝑛,
𝑟𝑛+1 = 0,1𝑝𝑛 + 0,99𝑟𝑛.

Ми можемо записати цю систему у такому виглядi:[︂
𝑝𝑛+1

𝑟𝑛+1

]︂
=

[︂
0.9 0.01
0.1 0.99

]︂ [︂
𝑝𝑛
𝑟𝑛

]︂
або x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘.

Стабiльнiсть чисельностi тварин в парку та за його межами
означає, що 𝑝𝑛+1 = 𝑝𝑛 i 𝑟𝑛+1 = 𝑟𝑛. Тодi матричне рiвняння
x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 перетворюється у q⃗ = 𝐴q⃗ i потрiбно знайти стацiо-
нарний вектор маркiвського ланцюга з матрицею перехiдних
iмовiрностей 𝐴.
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Розв’язуючи рiвняння q⃗ = 𝐴q⃗ знаходимо, що 𝑝 = 0,1𝑟 i

стацiонарний вектор q⃗ =

[︃
1
11
10
11

]︃
. Оскiльки 𝑝+ 𝑟 = 110 000, то

отримуємо, що стабiльним є стан, коли у парку 𝑝 = 10 000, а за
його межами— 𝑟 = 100 000 тварин, якi пiдлягають захисту. �

Вправи

1. Як змiниться початкова популяцiя тварин у заповiдному
парку, про який говорилося у прикладi 3, якщо популяцiя цих
тварин буде щорiчно зменшуватися на 11%?

2. Що станеться з початковою популяцiєю тварин у заповiд-
ному парку (див. приклад 3) у випадку збiльшення популяцiї
на 1%?

3. Припустимо, що заповiдний парк частково огорожений
(див. приклад 3). Тепер щорiчно тiльки 5% тварин з парку
залишають його територiю (тодi як 1% тварин ззовнi парку за-
ходять на його територiю). Чи може за цих умов пiдтримуватися
стабiльний рiвень тварин у заповiднику?

4. Деякий вид птахiв проживає лише у Канадi, США та
Мексицi. Спостереження показують, що кожного року 4% ка-
надських птахiв перелiтають до США, а потiм 1% з них летять
у Мексику. Також щорiчно 6% птахiв США перелiтають до Ка-
нади, а 4%— до Мексики. З Мексики кожного року 10% птахiв
перелiтають до США, а в Канаду вони не прилiтають.

1) Скласти матрицю перехiдних iмовiрностей для описаної
ситуацiї.

2) Чи стабiлiзується коли-небудь популяцiя цих птахiв? Знай-
ти всi стабiльнi стани для всiх країн.

5. Побудувати стадiйно-матричну модель для виду тварин,
якi мають двi життєвi стадiї: ранню (до 1 року) i дорослу. При-
пустимо, що доросла самка щорiчно народжує в середньому 1,6
молодих самок. Кожного року 30% молодих тварин вижива-
ють i стають дорослими; також виживає 80% дорослих тварин.
Нехай x⃗𝑘 = (𝑎𝑘, 𝑏𝑘), де 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 є вiдповiдно кiлькостi молодих i
дорослих самок у рiк 𝑘.

1) Побудувати матрицю 𝐴 таку, що x⃗𝑘+1 = 𝐴x⃗𝑘 для 𝑘 > 0.
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2) Показати, що популяцiя зростає, обчислити коефiцiєнт ро-
сту популяцiї i знайти вiдношення молодих тварин до дорослих
через досить велику кiлькiсть рокiв.

3) Припустимо, що на початку iснує 15 молодих i 10 дорослих
особин у популяцiї. Побудувати чотири графiки змiни популяцiї
впродовж восьми рокiв: кiлькостi молодих особин популяцiї,
дорослих особин, загальної чисельностi популяцiї та вiдношення
молодих особин до дорослих. Коли вiдношення у п. 4 здається
стабiльним?

6. У лiсах з дугласової ялицi сова харчується переважно
летягами. Припустимо, що система «хижак-жертва» для цих

двох популяцiй моделюється матрицею 𝐴 =

[︂
0,4 0,3
−𝑝 1,2

]︂
. По-

казати, що у випадку, коли параметр 𝑝 дорiвнює 0,325, обидвi
популяцiї зростають. Оцiнити довготермiновий коефiцiєнт росту
популяцiй i остаточне вiдношення сов i летяг.

7. Показати, що коли параметр 𝑝 у вправi 6 дорiвнює 0,5, то
обидвi популяцiї сов i летяг зрештою загинуть. Знайти значення
параметра 𝑝, при якому популяцiї сов i летяг наближаються
до постiйних рiвнiв. Яким є вiдношення розмiрiв популяцiй у
цьому випадку?

8. У 30-х роках ХХ столiття дослiджувалась популяцiя синiх
китiв. Внаслiдок тривалого перiоду вагiтностi (близько одного
року), особливостей шлюбного перiоду i мiграцiї синього кита
самка може народжувати потомство один раз на два роки. Тому
було прийнято розподiл китiв на такi вiковi групи: менше двох
рокiв, 2–3 роки, 4–5 рокiв, 6–7 рокiв, 8–9 рокiв, 10–11 рокiв, 12
та бiльше рокiв. Матриця для моделювання динамiки популяцiї
наступна:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0,19 0,44 0,50 0,50 0,45
0,77 0 0 0 0 0 0

0 0,77 0 0 0 0 0
0 0 0,77 0 0 0 0
0 0 0 0,77 0 0 0
0 0 0 0 0,77 0 0
0 0 0 0 0 0,77 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Встановити чи стає популяцiя синiх китiв вимираючою у цiй
моделi. Якщо популяцiя не стає вимираючою, то визначити
вiдсотки кожного класу у стабiльнiй популяцiї.

9. Певний вид жукiв живе щонайбiльше три роки. Роздiлимо
самок жукiв на три класи: молодi (до 1 року), юнi (вiком 1–2
роки) та дорослi (старшi за 2 роки). Молодi самки яєць не
вiдкладають. Юнi в середньому народжують по 4 самки, а
дорослi — в середньому по 3. Коефiцiєнт виживання молодих
жукiв становить 50% (тобто ймовiрнiсть того, що молода самка
стане юною дорiвнює 0,5), а юних— 25%. Припустимо, що ми
почали з популяцiї, в якiй 100 самок жукiв: 40 молодих, 40 юних
i 20 дорослих. Передбачити, як буде змiнюватись популяцiя
жукiв у наступнi 5 рокiв.

10. Пiдраховано, що самка метелика, що живе на модринi,
вiдкладає 200 яєць, з яких личинками стають 170. З цих 170
личинок гусеницями стає 34, з яких лише 3,5 перетворюється в
лялечки, а з лялечок в метелики— лише 2,5 особини з кожної
200-яєчної кладки. Решта гине вiд хвороб, комах-паразитiв,
птахiв тощо. Але iз тих п’яти метеликiв, що залишаються вiд
двох кладок, лише два знову вiдкладуть яйця, оскiльки 1–2
метелики загинуть, один— виявиться самцем, а одна самка
може i не спаруватись. Скласти модель Леслi, яка описуватиме
динамiку цiєї популяцiї метеликiв.



Роздiл 5

Несумiснi системи лiнiйних
рiвнянь

При розв’язуваннi рiзних прикладних задач часто виника-
ють несумiснi системи лiнiйних рiвнянь. Вченi в процесi своїх
дослiджень збирають данi, якi, як правило, мiстять експери-
ментальну похибку. Пiсля цього науковцi намагаються знайти
функцiональнi залежностi мiж змiнними величинами, якi фiгу-
рують у дослiдах. Вони вивчають цi данi та висувають у якостi
гiпотез математичнi моделi для них у виглядi функцiональних
залежностей мiж змiнними.

Звичайно найпростiшими у дослiдженнях властивостей є
многочлени невеликих степенiв. Для знаходження коефiцiєнтiв
таких многочленiв можна використовувати метод, який ми
iлюстрували у § 4 роздiлу 2. Але у бiльшостi випадкiв такий
метод приводить до несумiсної системи лiнiйних рiвнянь виду
𝐴x⃗ = b⃗.

Застосування методу iнтерполяцiйних многочленiв для опра-
цювання даних, вiдомого з теорiї многочленiв, приводить до
многочленiв високих степенiв, якщо цих даних багато.

При вивченнi несумiсних систем лiнiйних рiвнянь застосо-
вують апроксимацiю методом найменших квадратiв. Iдея такої
пiдгонки даних належить Карлу Фрiдрiху Гаусcу. У 1801 роцi
молодий Гаусc займався створенням методiв обробки астрономi-
чних дослiджень. Вiн використав цей метод для встановлення
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орбiти малої планети Церера. Через 40 днiв пiсля того як асте-
роїд був вiдкритий, вiн зник позаду сонця. Гаусс передбачив,
коли астероїд з’явиться i вказав його розташування на небi.
Орбiта Церери лежить мiж орбiтами Марса i Юпiтера та пе-
рiод обертання її навколо Сонця складає 4,6 року. Точнiсть
передбачення Гаусса вразила науковцiв того часу.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай u⃗ i v⃗— вектори-стовпцi з R𝑛. Тодi u⃗𝑇 є 1×𝑛 матриця
i матричний добуток u⃗𝑇 v⃗ є 1 × 1-матриця, яку ми записуємо
просто як дiйсне число (скаляр) без дужок i воно рiвне сумi
добуткiв однойменних координат даних векторiв. Число u⃗𝑇 v⃗
називається скалярним добутком u⃗ i v⃗ та позначається так:
u⃗·v⃗.

Довжиною вектора u⃗ з R𝑛 називається число

||u⃗|| =
√
u⃗·u⃗.

Вектор, довжина якого дорiвнює 1, називається одиничним.
Вiдстанню мiж векторами u⃗ i v⃗ називається довжина

вектора u⃗− v⃗:
dist(u⃗, v⃗) = ||u⃗− v⃗||.

Два вектори u⃗ i v⃗ з R𝑛 називаються ортогональни-
ми (один до iншого), якщо u⃗·v⃗ = 0⃗. Множина векторiв
{u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗𝑝} з R𝑛 називається ортогональною, якщо кожна
пара рiзних векторiв з множини є ортогональною:

u⃗𝑖·u⃗𝑗 = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗.

Базис векторного простору R𝑛 називається ортогональним,
якщо вiн є ортогональною множиною. Ортогональний базис R𝑛

називається ортонормованим, якщо його вектори є одиничними.
Якщо вектор z⃗ ∈ R𝑛 є ортогональним до кожного вектора

пiдпростору 𝑊 простору R𝑛, то z⃗ називається ортогональним
до 𝑊 . Множина всiх векторiв z⃗, якi є ортогональними до 𝑊 ,
називається ортогональним доповненням до 𝑊 i познача-
ється через 𝑊⊥. Має мiсце таке важливе твердження.
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Теорема 5.1 (Теорема про ортогональний розклад). Нехай
𝑊 — пiдпростiр R𝑛. Тодi кожний вектор y⃗ з R𝑛 може бути
записаний єдиним чином у виглядi

y⃗ = ⃗̂y + z⃗, (5.1)

де ⃗̂y належить 𝑊 i z⃗ належить 𝑊⊥. Фактично, якщо
{u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗𝑝}— довiльний ортогональний базис для 𝑊 , то

⃗̂y =
y⃗·u⃗1

u⃗1·u⃗1
u⃗1 + · · ·+ · · ·+ y⃗·u⃗𝑝

u⃗𝑝·u⃗𝑝
u⃗𝑝 (5.2)

i z⃗ = y⃗ − ⃗̂y.

Вектор ⃗̂y у рiвностi (5.1) називається ортогональною про-
екцiєю y⃗ на𝑊 i позначається як proj𝑊 y⃗; вектор z⃗ називається
компонентою y⃗, ортогональною до 𝑊 (див. рис. 5.1).

𝑊
0⃗

y⃗

⃗̂y = proj𝑊 y⃗

z⃗ = y⃗ − ⃗̂y

Рис. 5.1. Ортогональна проекцiя y⃗ на 𝑊 .1

Коли 𝑊 = 𝐿(u⃗) (лiнiйна оболонка вектора u⃗) є одновимiр-
ним пiдпростором, то формула для ⃗̂y є такою:

⃗̂y = proj𝐿(u⃗)y⃗ =
y⃗·u⃗
u⃗·u⃗

u⃗.

1В подальших рисунках цього роздiлу вектори будуть зображатись
точками, а не направленими вiдрiзками.
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Єдинiсть розкладу (5.1) показує, що ортогональна проекцiя
⃗̂y залежить тiльки вiд 𝑊 i не залежить вiд окремого базису,
використаного у (5.2).

Теорема 5.2 (Теорема Пiфагора). Якщо вектори u⃗ i v⃗
ортогональнi, то має мiсце рiвнiсть

||u⃗ + v⃗||2 = ||u⃗||2 + ||v⃗||2.

Повертаючись до рисунку 5.1, ми можемо записати теорему
Пiфагора у такому виглядi:

||y⃗||2 = ||y⃗ − ⃗̂y||2 + ||⃗̂y||2.

Теорема 5.3 (Теорема про найкращу апроксимацiю). Нехай
𝑊 є пiдпростором R𝑛, y⃗ — довiльний вектор з R𝑛, ⃗̂y — ортого-
нальна проекцiя y⃗ на 𝑊 . Тодi ⃗̂y є найближчим вектором у 𝑊
до y⃗ в тому розумiннi, що

||y⃗ − ⃗̂y|| < ||y⃗ − v⃗|| (5.3)

для всiх v⃗ з 𝑊 вiдмiнних вiд ⃗̂y.

Вектор ⃗̂y у теоремi 5.3 називається найкращою апрокси-
мацiєю вектора y⃗ елементами 𝑊 . У наступних параграфах ми
будемо обговорювати задачi, де даний вектор y⃗ повинен бути
замiнений або апроксимований вектором v⃗ у деякому фiксова-
ному пiдпросторi 𝑊 . Вiдстань вiд y⃗ до v⃗, задана через ||y⃗− v⃗||,
може розглядатись як «похибка» при використаннi v⃗ замiсть
y⃗. Теорема 5.3 стверджує, що ця помилка є мiнiмальною, коли
v⃗ = ⃗̂y.

Нерiвнiсть (5.3) веде до нового доведення, що ⃗̂y не залежить
вiд конкретного ортогонального базису використаного для його
обчислення. Якщо рiзнi ортогональнi базиси для 𝑊 були вико-
ристанi для побудови ортогональної проекцiї y⃗, то ця проекцiя
⃗̂y повинна також бути найближчою точкою у 𝑊 до y⃗.

Доведення. Вiзьмемо вектор v⃗ з 𝑊 вiдмiнний вiд ⃗̂y (див.
рис. 5.2). Тодi ⃗̂y − v⃗ належить 𝑊 . За теоремою 5.1 про ортого-
нальний розклад, y⃗ − ⃗̂y є ортогональним до 𝑊 . Зокрема, y⃗ − ⃗̂y
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є ортогональним до ⃗̂y − v⃗ (який належить 𝑊 ). Оскiльки

y⃗ − v⃗ = (y⃗ − ⃗̂y) + (⃗̂y − v⃗),

то за теоремою Пiфагора маємо

||y⃗ − v⃗||2 = ||y⃗ − ⃗̂y||2 + ||⃗̂y − v⃗||2.
На рисунку 5.2 вiдмiчена довжина кожної сторони трикутника
справа. Тепер ||⃗̂y − v⃗||2 > 0, оскiльки ⃗̂y − v⃗ ̸= 0⃗, звiдки одразу
встановлюємо нерiвнiсть (5.3). �

𝑊

0⃗

y⃗

⃗̂y

‖y⃗ − ⃗̂y‖

‖⃗̂y − v⃗‖

‖y⃗ − v⃗‖

v⃗

Рис. 5.2. Ортогональна проекцiя y⃗ на 𝑊 є найближчою точкою
у 𝑊 до y⃗.

Якщо 𝑚 × 𝑛 матриця 𝐴 має лiнiйно незалежнi стовпцi
a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗𝑛, то застосувавши процес ортогоналiзацiї Грама1–
Шмiдта2 з нормуванням до системи векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗𝑛, отри-
маємо корисну факторизацiю матрицi 𝐴. Ця факторизацiя ши-
роко використовується для рiзних обчислень.

Теорема 5.4 (QR-факторизацiя матрицi). Кожна 𝑚× 𝑛
матриця з лiнiйно незалежними стовпцями може бути пода-
на у виглядi 𝑄𝑅, де 𝑄—𝑚×𝑛 матриця, стовпцi якої утворю-
ють ортонормований базис для стовпцевого простору Col𝐴 i
𝑅 є верхньотрикутною матрицею 𝑛-го порядку з додатними
елементами на її дiагоналi.

1Jorgen Pedersen Gram (1850–1916) — датський математик.
2Erhard Schmidt (1876–1959) — нiмецький математик.
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1. Апроксимацiя методом найменших квадратiв

Розглянемо несумiсну систему 𝑚 лiнiйних рiвнянь 𝐴x⃗ = b⃗

з 𝑛 невiдомими. При замiнi вектора b⃗ у цiй системi на iнший
вектор з простору R𝑛 ми можемо отримати сумiсну систему
(наприклад, при b⃗ = 0⃗). Виникає питання про можливiсть
замiни вектора b⃗ на найближчий до нього вектор з простору
R𝑛. Таку замiну прийнято називати апроксимацiєю.

Приклад 1. У несумiснiй системi лiнiйних рiвнянь{︂
𝑥1 − 𝑥2 = 1,
𝑥1 − 𝑥2 = 2,

замiнити стовпець вiльних членiв на найближчий вектор у R2

так, щоб отримана система мала розв’язок.

Розв’язання. Головною матрицею коефiцiєнтiв цiєї систе-

ми є 𝐴 =

[︂
1 −1
1 −1

]︂
. Очевидно, що при замiнi стовпця вiльних

членiв на вектор, у якого однаковi координати отримаємо су-
мiсну систему.

Як вiдомо, Col𝐴 = {𝐴x⃗ : x⃗ ∈ R2} є лiнiйною оболонкою
стовпцiв матрицi 𝐴. У даному випадку

Col𝐴 =

{︂[︂
𝑥1 − 𝑥2
𝑥1 − 𝑥2

]︂
: 𝑥1, 𝑥2 ∈ R

}︂
є бiсектрисою першого i третього координатних кутiв i вектор

b⃗ =

[︂
1
2

]︂
не лежить на нiй. Тодi вiдстань вiд точки (1, 2), яку

визначає вектор b⃗, до довiльної точки (𝑦, 𝑦) на цiй прямiй (яка

визначається вектором y⃗ =

[︂
𝑦
𝑦

]︂
) знаходиться за формулою√︀

(𝑦 − 1)2 + (𝑦 − 2)2. Ця вiдстань буде найменшою, коли най-
меншою буде сума квадратiв, яка є пiдкореневим виразом у
формулi. Очевидно також, що найближчою точкою, до точки
(1, 2) є її ортогональна проекцiя на Col𝐴 (див. рис. 5.3).
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𝑥1

𝑥2
Col𝐴

1

1

2 b⃗

⃗̂x

x⃗′

x⃗′′

Рис. 5.3. Вектор b⃗ є ближчим до 𝐴ˆ⃗x нiж до 𝐴x⃗ для iншого x⃗

Нехай (𝑎, 𝑎) —координати цiєї найближчої точки. Тодi за
теоремою Пiфагора:(︁√

5
)︁2

=
(︁√︀

𝑎2 + 𝑎2
)︁2

+
(︁√︀

(𝑎− 1)2 + (𝑎− 2)2
)︁2
.

Пiсля спрощення отримаємо

5 = 2𝑎2 + (𝑎− 1)2 + (𝑎− 2)2, 4𝑎2 − 6𝑎 = 0, 𝑎 ∈
{︂

0,
3

2

}︂
.

Отже, найближча точка на прямiй Col𝐴 має координати (32 ,
3
2)

i вона перебуває на вiдстанi
√
2
4 вiд точки (1, 2). Тому, шуканою

замiною є вектор з координатами (32 ,
3
2). �

Аналогiчнi мiркування можна провести для несумiсної систе-
ми лiнiйних рiвнянь з бiльшою кiлькiстю рiвнянь та невiдомих.
Однак уявити собi геометрiю у такому випадку буде значно
важче.

Загальна постановка вказаної задачi для несумiсної системи
лiнiйних рiвнянь 𝐴x⃗ = b⃗ є такою:

Знайти вектор 𝐴x⃗, для якого вiдстань ||b⃗−𝐴x⃗|| є мiнi-
мальною.

Вказану задачу ми називатимемо найменшо-квадратною
(англ. least squares problem).
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Означення 5.1. Нехай 𝐴—𝑚 × 𝑛 матриця, b⃗ ∈ R𝑛.
Найменшо-квадратним розв’язком системи 𝐴x⃗ = b⃗ є век-
тор ⃗̂x з R𝑛 такий, що

||b⃗−𝐴⃗̂x|| 6 ||b⃗−𝐴x⃗||
для всiх x⃗ з R𝑛.

Найбiльш важливим аспектом найменшо-квадратної задачi
є те, що незалежно вiд того, як ми обираємо вектор x⃗, вектор
𝐴x⃗ обов’язково належатиме стовпцевому простору Col𝐴. Ми
шукаємо x⃗, який робить 𝐴x⃗ найближчою точкою у Col𝐴 до b⃗
(див. рис. 5.4).

Col𝐴

0⃗

b⃗

𝐴⃗̂x

𝐴x⃗

𝐴x⃗

Рис. 5.4. Вектор b⃗ є ближчим до 𝐴ˆ⃗x нiж до 𝐴x⃗ для iншого x⃗.

Звичайно, якщо b⃗ належить Col𝐴, то система 𝐴x⃗ = b⃗ має
розв’язок i вiн є «найменшо-квадратним розв’язком».

У наведеному вище прикладi 1 ми бачили, що найменшо-
квадратний розв’язок несумiсної системи лiнiйних рiвнянь з
двома невiдомими iснує та його можна обчислити. Цiлком при-
родно виникають питання про iснування такого розв’язку у
будь-якої несумiсної системи лiнiйних рiвнянь, їхню кiлькiсть
та метод його знаходження.

Нехай маємо несумiсну систему 𝑚 лiнiйних рiвнянь з 𝑛
невiдомими, яка у матричнiй формi має вигляд 𝐴x⃗ = b⃗. Має
мiсце таке твердження.
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Теорема 5.5. Множина найменшо-квадратних розв’язкiв
𝐴x⃗ = b⃗ спiвпадає з непорожною множиною розв’язкiв системи

𝐴𝑇𝐴x⃗ = 𝐴𝑇 b⃗. (5.4)

Доведення. Нехай
⃗̂
b = projCol𝐴b⃗.

За теоремою 5.3 вектор ⃗̂b є найкращою апроксимацiєю b⃗ еле-
ментами стовпцевого простору Col𝐴.

Тодi ⃗̂b належить стовпцевому простору 𝐴. Це означає, що
система 𝐴x⃗ =

⃗̂
b є сумiсною i iснує ⃗̂x у R𝑛 такий, що

𝐴⃗̂x =
⃗̂
b. (5.5)

Оскiльки ⃗̂
b є найближчою точкою у Col𝐴 до b⃗, то вектор

⃗̂x є найменшо-квадратним розв’язком 𝐴x⃗ = b⃗ тодi i тiльки
тодi, коли ⃗̂x задовольняє (5.5). Такий вектор ⃗̂x з R𝑛 має своїми

координатами числа, якi будуть будувати ⃗̂b з стовпцiв 𝐴 (див.
рис. 5.5).

Col𝐴— пiдпростiр у R𝑚

0⃗

b⃗

⃗̂
b = 𝐴⃗̂x

b⃗−𝐴⃗̂x

R𝑛 ⃗̂x

𝐴

Рис. 5.5. Найменшо-квадратний розв’язок ⃗̂x належить R𝑛.

Припустимо, що ⃗̂x задовольняє 𝐴⃗̂x =
⃗̂
b. За теоремою 5.1 про

ортогональний розклад b⃗− ⃗̂b є ортогональним до Col𝐴. Тому
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b⃗−𝐴⃗̂x є ортогональним до кожного стовпця 𝐴 = [⃗a1 a⃗2 . . . a⃗𝑛].
Для довiльного стовпця a⃗𝑗 матрицi 𝐴 a⃗𝑗 ·(b⃗ − 𝐴⃗̂x) = 0, тобто
a⃗𝑇𝑗 (b⃗−𝐴⃗̂x) = 0. Оскiльки кожний a⃗𝑇𝑗 є рядком у 𝐴𝑇 , то

𝐴𝑇 (b⃗−𝐴⃗̂x) = 0⃗. (5.6)

Тому
𝐴𝑇 b⃗−𝐴𝑇𝐴⃗̂x = 0⃗,

𝐴𝑇𝐴⃗̂x = 𝐴𝑇 b⃗.

Цi обчислення показують, що кожний найменшо-квадратний
розв’язок рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗ задовольняє рiвняння

𝐴𝑇𝐴x⃗ = 𝐴𝑇 b⃗. (5.7)

Отже, множина найменшо-квадратних розв’язкiв є непоро-
жньою i кожний такий розв’язок x̂ задовольняє рiвняння (5.7).

Припустимо, що ⃗̂x задовольняє 𝐴𝑇𝐴x⃗ = 𝐴𝑇 b⃗. Тодi x̂ задо-
вольняє (5.6), яке показує, що b⃗−𝐴⃗̂x ортогональний до рядкiв
𝐴𝑇 , i тому ортогональний до стовпцiв 𝐴. Оскiльки стовпцi 𝐴
породжують Col𝐴, то вектор b⃗−𝐴⃗̂x є ортогональним до всiх
векторiв з Col𝐴. Тому рiвнiсть

b⃗ = 𝐴⃗̂x + (b⃗−𝐴⃗̂x)

є розкладом b⃗ на суму вектора з Col𝐴 i вектора, ортогонального
до Col𝐴. За єдинiстю ортогонального розкладу 𝐴⃗̂x повинен
бути ортогональною проекцiєю b⃗ на Col𝐴. Тобто, 𝐴⃗̂x =

⃗̂
b i

⃗̂x є найменшо-квадратним розв’язком. Таким чином, теорема
доведена повнiстю. �

Матричне рiвняння (5.4) представляє собою систему рiвнянь,
якi називаються нормальними рiвняннями для 𝐴x⃗ = b⃗.
Розв’язок системи (5.4) часто позначають через ˆ⃗x.

Коли найменшо-квадратний розв’язок ⃗̂x використано для
створення 𝐴⃗̂x як апроксимацiї до b⃗, то вiдстань вiд b⃗ до 𝐴⃗̂x
називається найменшо-квадратною похибкою цiєї апрокси-
мацiї.

З першої частини доведення останньої теореми випливає
таке твердження.
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Наслiдок. Несумiсна система завжди має найменшо-
квадратний розв’язок.

Приклад 2. Знайти найменшо-квадратний розв’язок ⃗̂x си-
стеми з прикладу 1 та найменшо-квадратну похибку цiєї апро-
ксимацiї.

Розв’язання. Для матрицi 𝐴 =

[︂
1 −1
1 −1

]︂
маємо 𝐴𝑇 =[︂

1 1
−1 −1

]︂
. Тодi

𝐴𝑇𝐴 =

[︂
1 1
−1 −1

]︂ [︂
1 −1
1 −1

]︂
=

[︂
2 −2
−2 2

]︂
.

Тому рiвняння 𝐴𝑇𝐴x⃗ = 𝐴𝑇 b⃗ стає таким[︂
2 −2
−2 2

]︂ [︂
𝑥1
𝑥2

]︂
=

[︂
1 1
−1 −1

]︂ [︂
1
2

]︂
або [︂

2 −2
−2 2

]︂ [︂
𝑥1
𝑥2

]︂
=

[︂
3
−3

]︂
.

Загальним розв’язком цiєї системи є 𝑥1 = 𝑥2 + 3
2 з вiльною

змiнною 𝑥2. Тодi найменшо-квадратний розв’язок дорiвнює

⃗̂x =

[︂
3
2 + 𝑥2

𝑥2

]︂
.

При цьому найближчим вектором до b⃗ у Col𝐴 є

𝐴⃗̂x =

[︂
1 −1
1 −1

]︂ [︂
3
2 + 𝑥2

𝑥2

]︂
=

[︂
3/2
3/2

]︂
.

Тодi

b⃗−𝐴⃗̂x =

[︂
1
2

]︂
−
[︂

3/2
3/2

]︂
=

[︂
−1/2

1/2

]︂
i найменшо-квадратна помилка такої апроксимацiї дорiвнює
||b⃗−𝐴⃗̂x|| =

√
2
4 (порiвняйте з отриманим ранiше результатом у

прикладi 1). �
У розглянутому нами прикладi матриця 𝐴𝑇𝐴 не є оборотною

i система мала безлiч найменшо-квадратних розв’язкiв.
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Наступна теорема дає корисний критерiй для встановлен-
ня, коли iснує тiльки один найменшо-квадратний розв’язок
несумiсної системи 𝐴x⃗ = b⃗.

Теорема 5.6. Матриця 𝐴𝑇𝐴 є оборотною тодi i тiльки
тодi, коли стовпцi 𝐴 є лiнiйно незалежними. У цьому випад-
ку рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗ має тiльки один найменшо-квадратний
розв’язок ⃗̂x i вiн задається формулою

⃗̂x = (𝐴𝑇𝐴)−1𝐴𝑇 b⃗. (5.8)

Приклад 3. Знайти найменшо-квадратний розв’язок рiв-
няння 𝐴x⃗ = b⃗, якщо

𝐴 =

⎡⎣ 2 1
−2 0

2 3

⎤⎦ та b⃗ =

⎡⎣ −5
8
1

⎤⎦.
Розв’язання. Стовпцi матрицi 𝐴 лiнiйно незалежнi. Тодi

найменшо-квадратний розв’язок можна знайти за формулою
(5.8). Виконаємо необхiднi обчислення.

𝐴𝑇 =

[︂
2 −2 2
1 0 3

]︂
;

𝐴𝑇𝐴 =

[︂
2 −2 2
1 0 3

]︂⎡⎣ 2 1
−2 0

2 3

⎤⎦ =

[︂
12 8
8 10

]︂
;

(𝐴𝑇𝐴)−1 =
1

56

[︂
10 −8
−8 12

]︂
.

Нарештi

⃗̂x = (𝐴𝑇𝐴)−1𝐴𝑇 b⃗ =
1

56

[︂
10 −8
−8 12

]︂ [︂
2 −2 2
1 0 3

]︂⎡⎣ −5
8
1

⎤⎦ =

=
1

56

[︂
4 −20 −4
−4 16 20

]︂⎡⎣ −5
8
1

⎤⎦ =
1

56

[︂
−184

168

]︂
=

[︂
−23

7
1

]︂
.
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Отже, ⃗̂x =

[︂
−23

7
1

]︂
. �

Зауваження. Формула (5.8) для ⃗̂x є корисною, в основному,
для теоретичних дослiджень. При ручних обчисленнях вона
зручна тiльки тодi, коли 𝐴𝑇𝐴 є оборотною матрицею другого
порядку.

Iснують iншi способи обчислення найменшо-квадратних
розв’язкiв.

Наступний приклад показує, як знайти найменшо-
квадратний розв’язок системи 𝐴x⃗ = b⃗, коли стовпцi 𝐴 є орто-
гональними.

Приклад 4. Знайти найменшо-квадратний розв’язок 𝐴x⃗ =

b⃗ при

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
1 −6
1 −2
1 1
1 7

⎤⎥⎥⎦ , b⃗ =

⎡⎢⎢⎣
−1

2
1
6

⎤⎥⎥⎦ .
Розв’язання. Оскiльки стовпцi a⃗1 i a⃗2 матрицi 𝐴 є орто-

гональними, то ортогональна проекцiя b⃗ на Col𝐴 задається так
(дивись теорему 5.1):

⃗̂
b =

b⃗·⃗a1
a⃗1 ·⃗a1

a⃗1 +
b⃗·⃗a2
a⃗2 ·⃗a2

a⃗2 =
8

4
a⃗1 +

45

90
a⃗2; (5.9)

⃗̂
b =

⎡⎢⎢⎣
2
2
2
2

⎤⎥⎥⎦ +

⎡⎢⎢⎣
−3
−1
1/2
7/2

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
−1

1
5/2

11/2

⎤⎥⎥⎦
Тепер, коли ⃗̂b вiдомо, ми можемо розв’язати 𝐴⃗̂x =

⃗̂
b. Але

це тривiально, оскiльки ми уже знаємо, що коефiцiєнти у (5.9)
є компонентами ⃗̂x. Отже,

⃗̂x =

[︂
8/4

45/90

]︂
=

[︂
2

0,5

]︂
.

�
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У деяких випадках нормальнi рiвняння для найменшо-
квадратних задач можуть бути погано обумовленi ; тобто ма-
ленькi помилки у обчисленнях елементiв 𝐴𝑇𝐴 можуть iнодi
спричиняти вiдносно великi помилки у розв’язку ⃗̂x. Якщо стовп-
цi 𝐴 є лiнiйно незалежними, то найменшо-квадратний розв’язок
часто може бути обчисленим бiльш надiйно за допомогою QR-
розкладу (QR-факторизацiї) матрицi 𝐴.

Теорема 5.7. Для заданої 𝑚× 𝑛 матрицi 𝐴 з лiнiйно не-
залежними стовпцями нехай 𝐴 = 𝑄𝑅 є її QR-факторизацiєю
(див. теорему 5.4). Тодi для кожного вектора b⃗ ∈ R𝑛 рiвняння
𝐴x⃗ = b⃗ має єдиний найменшо-квадратний розв’язок, заданий
формулою

⃗̂x = 𝑅−1𝑄𝑇 b⃗. (5.10)

Доведення. Нехай ⃗̂x = 𝑅−1𝑄𝑇 b⃗. Тодi

𝐴⃗̂x = 𝑄𝑅⃗̂x = 𝑄𝑅𝑅−1𝑄𝑇 b⃗ = 𝑄𝑄𝑇 b⃗.

За теоремою 5.4, стовпцi 𝑄 утворюють ортонормальний ба-
зис для Col𝐴. Тому 𝑄𝑄𝑇 b⃗ є ортогональною проекцiєю ⃗̂

b векто-
ра b⃗ на Col𝐴. Тодi рiвнiсть 𝐴⃗̂x =

⃗̂
b показує, що ⃗̂x є найменшо-

квадратний розв’язок 𝐴x⃗ = b⃗. Єдинiсть ⃗̂x слiдує з теореми
5.6. �

Зауваження. Оскiльки 𝑅 у теоремi 5.7 є верхньотрику-
тною, то ⃗̂x може бути обчислено як розв’язок рiвняння

𝑅⃗̂x = 𝑄𝑇 ⃗̂b. (5.11)

Iнодi швидше розв’язати (5.11) зворотною пiдстановкою або ряд-
ковими перетвореннями, нiж обчислювати 𝑅−1 i застосовувати
(5.10).

Приклад 5. Знайти найменшо-квадратний розв’язок 𝐴x⃗ =

b⃗ для

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
1 3 5
1 1 0
1 1 2
1 3 3

⎤⎥⎥⎦ , b̃ =

⎡⎢⎢⎣
3
5
7
−3

⎤⎥⎥⎦ .
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Розв’язання. Стовпцi матрицi 𝐴 є лiнiйно незалежними
(перевiрте це!). Застосувавши до них процес ортогоналiзацiї
Грама–Шмiдта та пронормувавши знайденi вектори, ми отри-
маємо стовпцi матрицi 𝑄. Оскiльки 𝑄𝑇𝑄 = 𝐼 тому, що стовпцi 𝑄
ортонормальнi, то матриця 𝑅 = 𝑄𝑇𝐴. Провiвши цi обчислення,
отримаємо:

𝑄 =

⎡⎢⎢⎣
1/2 1/2 1/2
1/2 −1/2 −1/2
1/2 −1/2 1/2
1/2 1/2 −1/2

⎤⎥⎥⎦ ,

𝑄𝑇 =

⎡⎣ 1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 −1/2 −1/2 1/2
1/2 −1/2 1/2 −1/2

⎤⎦ та 𝑅 =

⎡⎣ 2 4 5
0 2 3
0 0 2

⎤⎦ .
Шукана QR-факторизацiя матрицi 𝐴:

𝐴 = 𝑄𝑅 =

⎡⎢⎢⎣
1/2 1/2 1/2
1/2 −1/2 −1/2
1/2 −1/2 1/2
1/2 1/2 −1/2

⎤⎥⎥⎦
⎡⎣ 2 4 5

0 2 3
0 0 2

⎤⎦ .
Тодi

𝑄𝑇 b⃗ =

⎡⎣ 1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 −1/2 −1/2 1/2
1/2 −1/2 1/2 −1/2

⎤⎦
⎡⎢⎢⎣

3
5
7
−3

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎣ 6
−6

4

⎤⎦ .
Найменшо-квадратний розв’язок задовольняє 𝑅x⃗ = 𝑄𝑇 b⃗, тобто⎡⎣ 2 4 5

0 2 3
0 0 2

⎤⎦⎡⎣ 𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤⎦ =

⎡⎣ 6
−6

4

⎤⎦ .
Це матричне рiвняння розв’язати легко i маємо ⃗̂x =

⎡⎣ 10
−6

2

⎤⎦. �
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Вправи

1. Знайти ортогональну проекцiю вектора y⃗ =

⎡⎣ 6
4
1

⎤⎦ на

лiнiйну оболонку векторiв u⃗1 =

⎡⎣ −4
−1

1

⎤⎦ та u⃗2 =

⎡⎣ 0
1
1

⎤⎦.
2. Знайти QR-факторизацiю матрицi

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
5 9
1 7
−3 −5

1 5

⎤⎥⎥⎦ .
3. Знайти найменшо-квадратний розв’язок рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗,

якщо

𝐴 =

⎡⎣ 1 3
1 −1
1 1

⎤⎦ та b⃗ =

⎡⎣ 5
1
0

⎤⎦ .
4. Обчислити найменшо-квадратну похибку, асоцiйовану з

найменшо-квадратним розв’язком, знайденим у вправi 3.
5. Знайти найменшо-квадратний розв’язок рiвняння 𝐴x⃗ = b⃗,

використавши задану 𝑄𝑅-факторизацiю матрицi:

𝐴 =

⎡⎣ 2 3
2 4
1 1

⎤⎦ =

⎡⎣ 2/3 −1/3
2/3 2/3
1/3 −2/3

⎤⎦[︂
3 5
0 1

]︂
та b⃗ =

⎡⎣ 7
3
1

⎤⎦ .
2. Лiнiйна регресiя

У процесi проведення рiзного виду експериментальних дослi-
джень доводиться накопичувати велику кiлькiсть даних i пiсля
цього опрацьовувати їх. Загальним завданням тодi є аналiз
взаємозалежностей серед декiлькох величин, якi змiнюються.
Такого типу аналiзи вивчаються у математичнiй статистицi.
Одним з типiв аналiзу, який застосовується при цьому є ре-
гресiї рiзних видiв (лiнiйна, багатовимiрна або мультилiнiйна,
мультиварiативна i т.д.). Для бiльш глибокого ознайомлення
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з рiзного типу регресiями пропонуємо сучасний пiдручник з
економетрики [9].

Нехай у результатi проведення деякого експерименту (фiзи-
чного, астрономiчного, хiмiчного, бiологiчного, екологiчного i
т. iн.) отримали ряд даних (𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛), якi зобразили на
координатнiй площинi. У результатi отримали деяку розсiяну
дiаграму точок. Припустимо, що цi точки лежать неширокою
стрiчкою вздовж деякої уявної прямої. Тодi можна використати
для дослiдження цих даних просту лiнiйну регресiю.

Лiнiйна регресiя використовується для обчислення параме-
трiв (коефiцiєнтiв) рiвняння першого степеня вiдносно змiнних
𝑦 i 𝑥. Вираз проста лiнiйна регресiя застосовується до до-
слiджень, у яких є одна незалежна змiнна 𝑥. Рiвняння (або
модель) для простої лiнiйної регресiї має вигляд:

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥.

Таким є рiвняння прямої (тому її названо лiнiйною), яка пере-
тинає розсiянi точки деяким оптимальним шляхом i дозволяє
обчисленням оцiнити значення 𝑦 (ординати на розсiянiй дiа-
грамi) для будь-якого значення абсциси 𝑥. Параметр 𝛽0 оцiнює
перетин регресивної лiнiї з вiссю ординат. Параметр 𝛽1 характе-
ризує кутовий коефiцiєнт прямої регресiї. Вiн також називається
регресивним коефiцiєнтом.

Коли використовується такий тип регресiї, то слiд бути впев-
неним у тому, що це є справдi лiнiйна модель. Iншими словами,
ми виходимо з припущення, що залежнiсть мiж змiнними буде
адекватно описано прямою i, що вертикальна дисперсiя (розсiя-
нiсть, вiдхилення) спостережених значень вище i нижче прямої
є результатом випадкового процесу. Рiзниця мiж спостережним
i обчисленим (оцiночним) значеннями позначається 𝜀𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝑖
та для кожного спостереження 𝑖 вона може бути додатною або
вiд’ємною, оскiльки спостереженi данi точки можуть лежати
вище або нижче регресивної лiнiї. Число 𝜀𝑖 називається по-
милкою спостереження 𝑦𝑖 пiсля пiдгонки регресивною прямою.
Включення 𝜀𝑖 у рiвняння дозволяє описати точно значення ор-
динати 𝑦𝑖 для кожної точки (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) з множини даних. Число 𝑦𝑖
дорiвнює значенню 𝑦𝑖 передбаченому регресивним рiвнянням
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плюс помилка 𝜀𝑖:

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝜀𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖.

Це рiвняння є лiнiйною моделлю взаємозв’язку. Число 𝑦𝑖 є
передбаченим або пiдiгнаним значенням, вiдповiдним кожно-
му спостереженню 𝑖. Модель припускає, що вiдхиленням вiд
лiнiйного функцiонального взаємозв’язку є тiльки вертикальнi
рiзницi («помилки») 𝜀𝑖 на значеннi 𝑦𝑖 залежної змiнної i не iснує
помилки, пов’язаної з обчисленням 𝑥. «Помилка» є традицiйним
термiном, який використовується статистиками для вiдхилень
рiзного типу випадкових процесiв вiд прогнозованих.

𝑥

𝑦

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥

(𝑥𝑗 , 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑗)

(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)

Дана точка

Точка на прямiй

Помилка
(вiдхилення)

𝑥1 𝑥𝑗 𝑥𝑛

Рис. 5.6. Пiдгонка прямої до експериментальних даних.

На практицi, якщо вiдомо за гiпотезою (або у результатi
вивчення розсiяної дiаграми), що взаємозв’язок мiж двома змiн-
ними нелiнiйний, то можна спробувати лiнеаризувати його або
використати полiномiальнi або нелiнiйнi регресивнi методи для
моделi взаємозв’язку.

Таким чином, метою дослiдження є знаходження та-
ких параметрiв 𝛽0 i 𝛽1, щоб пряма 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 знахо-
дилась в певному розумiннi якомога ближче до даних
експериментальних точок.

Iснує декiлька шляхiв вимiряти наскiльки «близько» пряма
вiддалена вiд даних. Звичайним вибором (переважно тому, що
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обчислення є простiшими) є обчислення суми квадратiв помилок.
Вибiр «найближчої» прямої при цьому означає мiнiмiзацiю суми

𝜀21 + 𝜀22 + · · ·+ 𝜀2𝑛.

Пiсля пiдстановки значень вiдхилень у цю суму отримаємо:

(𝑦1 − 𝑦1)2 + . . .+ (𝑦𝑛 − 𝑦𝑛)2 =

= (𝑦1 − (𝛽0 + 𝛽1𝑥1))
2 + . . .+ (𝑦𝑛 − (𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑛))2.

Проаналiзуємо останню суму. Для цього введемо позначення,
якi вживаються у математичнiй статистицi:

𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 𝑥1
1 𝑥2
...

...
1 𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝛽 =

[︂
𝛽0
𝛽1

]︂
, y⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑦1
𝑦2
...
𝑦𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Тодi

𝑋𝛽 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝛽0 + 𝛽1𝑥1
𝛽0 + 𝛽1𝑥2

...
𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦
i система рiвнянь 𝑋𝛽 = y⃗ є несумiсною, оскiльки 𝑦𝑖 ̸= 𝑦𝑖 для де-
яких 𝑖. В той же час, квадрат вiдстанi ||𝑋�⃗�− y⃗|| мiж векторами
𝑋𝛽 i y⃗ є в точностi сумою квадратiв залишкiв. Отже, значення
𝛽, яке мiнiмiзує вiдстань мiж 𝑋𝛽 i y⃗ також мiнiмiзує записану
вище суму. Тому обчислення найменшо-квадратного розв’язку
системи рiвнянь 𝑋𝛽 = y⃗ еквiвалентне знаходженню вектора
⃗̂
𝛽, який визначає регресивну пряму. Такий метод знаходжен-
ня вектора ⃗̂𝛽, який визначає регресивну пряму 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥,
називають у статистицi методом найменших квадратiв, а
його координати — коефiцiєнтами регресiї. Визначену вектором
⃗̂
𝛽 таку пряму називають лiнiєю регресiї 𝑦 на 𝑥.

Якщо в процесi дослiдiв можливi помилки вимiрiв змiнної
𝑥, а не 𝑦, то просто замiнюємо координати даних (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) перед
нанесенням точок i обчисленням регресивної прямої. Якщо
обидвi координати є предметом можливих помилок, то можна
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вибрати пряму, яка мiнiмiзує суму квадратiв вiдстаней вiд точок
до прямої.

Як вiдомо з попереднього параграфа вектор 𝛽 є розв’язком
системи нормальних рiвнянь 𝑋𝑇𝑋𝛽 = 𝑋𝑇 y⃗. Оскiльки

𝑋𝑇𝑋 =

[︂
1 1 . . . 1
𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛

]︂⎡⎢⎢⎢⎣
1 𝑥1
1 𝑥2
...

...
1 𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ =

=

[︂
𝑛 𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛

𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛 𝑥21 + 𝑥22 + · · ·+ 𝑥2𝑛

]︂
,

𝑋𝑇𝑋b⃗ =

[︂
𝑛𝛽0 + (𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛)𝛽1

𝛽0(𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛) + (𝑥21 + 𝑥22 + · · ·+ 𝑥2𝑛)𝛽1

]︂
та

𝑋𝑇 y⃗ =

[︂
1 1 . . . 1
𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛

]︂⎡⎢⎢⎢⎣
𝑦1
𝑦2
...

𝑦𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ =

=

[︂
𝑦1 + 𝑦2 + . . .+ 𝑦𝑛

𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑦𝑛

]︂
,

то остання система набуває вигляд{︂
𝑛𝛽0 + 𝛽1(𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛) = 𝑦1 + 𝑦2 + . . .+ 𝑦𝑛,
𝛽0(𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑛) + 𝛽1(𝑥

2
1 + · · ·+ 𝑥2𝑛) = 𝑥1𝑦1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑦𝑛.

Далi, якщо ввести позначення∑︁
𝑥 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖,
∑︁

𝑥2 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 ,

∑︁
𝑦 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖,
∑︁

𝑥𝑦 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖,

то система нормальних рiвнянь може бути записана так:{︂
𝑛𝛽0 + 𝛽1

∑︀
𝑥 =

∑︀
𝑦,

𝛽0
∑︀
𝑥+ 𝛽1

∑︀
𝑥2 =

∑︀
𝑥𝑦.
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В останньому виглядi ця система частiше зустрiчається у
статистицi. Крiм цього, статистики вводять вектор помилок
�⃗� = y⃗ −𝑋𝛽. Його координатами є помилки 𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑛. Тодi
загальне рiвняння простої лiнiйної регресiї має вигляд

y⃗ = 𝑋𝛽 + �⃗�.

При пiдгонцi даних спостережень iншими лiнiями (не пря-
мими) буде змiнюватися матриця 𝑋. Вона називається ма-
трицею плану. Коли 𝑋 i y⃗ визначенi, то метою є мiнiмi-
зувати довжину �⃗�, яка досягається знаходженням найменшо-
квадратного розв’язку рiвняння 𝑋𝛽 = y⃗. У цьому випадку
найменшо-квадратний розв’язок ⃗̂

𝛽 є розв’язком нормальних
рiвнянь

𝑋𝑇𝑋𝛽 = 𝑋𝑇 y⃗.

Зауваження. У статистицi використовують такi позначен-
ня:

SS(R)=||𝑋⃗̂𝛽||2 = ||⃗̂y||2 — сума квадратiв значень регресiї;

SS(E)=||y⃗ −𝑋⃗̂𝛽||2 — сума квадратiв помилок (вiдхилень);
SS(T)=||y⃗||2 — сума квадратiв 𝑦-значень1.
При таких позначеннях теорема Пiфагора у статистицi (ди-

вись, наприклад, [9]) приймає вигляд:
SS(T)=SS(R)+SS(E).

Приклад 1. Нехай у результатi експерименту отриманi
точки на декартовiй площинi (2, 3), (3, 2), (5, 1), (6, 0). Знайти
рiвняння 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 лiнiї регресiї 𝑦 на 𝑥.

Розв’язання. У даному випадку матриця плану:

𝑋 =

⎡⎢⎢⎣
1 2
1 3
1 5
1 6

⎤⎥⎥⎦ та y⃗ =

⎡⎢⎢⎣
3
2
1
0

⎤⎥⎥⎦ .
1SS(R) — вiд «sum of squares for regression»; SS(E) — вiд «sum of the

squares for error»; SS(T) — вiд «total sum of squares».
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Тодi

𝑋𝑇𝑋 =

[︂
1 1 1 1
2 3 5 6

]︂⎡⎢⎢⎣
1 2
1 3
1 5
1 6

⎤⎥⎥⎦ =

[︂
4 16

16 74

]︂
.

𝑋𝑇 y⃗ =

[︂
1 1 1 1
2 3 5 6

]︂⎡⎢⎢⎣
3
2
1
0

⎤⎥⎥⎦ =

[︂
6

17

]︂
.

Нормальнi рiвняння:[︂
4 16

16 74

]︂ [︂
𝛽0
𝛽1

]︂
=

[︂
6

17

]︂
.

Тому[︂
𝛽0
𝛽1

]︂
=

[︂
4 16

16 74

]︂−1 [︂
6

17

]︂
=

1

40

[︂
74 −16
−16 4

]︂ [︂
6

17

]︂
=

=
1

40

[︂
172
−28

]︂
=

[︂
4,3
−0,7

]︂
.

Отже, лiнiя регресiї 𝑦 на 𝑥 є 𝑦 = 4,3− 0,71𝑥. �

𝑥

𝑦

1 2 3 4 5

1

2

3

Рис. 5.7. Лiнiя регресiї 𝑦 на 𝑥 є 𝑦 = 4,3− 0,71𝑥.

Загальною практикою перед обчисленням лiнiйної регресiї
є знаходження середнього �̄� початкових 𝑥-значень i утворення
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нової змiнної 𝑥* = 𝑥− �̄�. Говорять, що новi 𝑥-данi пербувають у
формi середнього вiдхилення. У цьому випадку два стовпцi
матрицi плану будуть ортогональними i розв’язання нормальних
рiвнянь значно спрощується.

Приклад 2. Знайти рiвняння 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 лiнiї регресiї 𝑦
на 𝑥, яка найкраще пiдганяє данi точки (2, 1), (5, 2), (7, 3), (8, 3).

Розв’язання. Тут �̄� = 5,5. Тодi 𝑥*1 = 𝑥1 − 5,5 = −3,5,
𝑥*2 = −0,5, 𝑥*3 = 1,5, 𝑥*4 = 2,5. При цих даних:

𝑋* =

⎡⎢⎢⎣
1 −3,5
1 −0,5
1 1,5
1 2,5

⎤⎥⎥⎦ та y⃗ =

⎡⎢⎢⎣
1
2
3
3

⎤⎥⎥⎦ .
Тодi 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1(𝑥

* + 5,5), тобто 𝑦 = (𝛽0 + 5,5𝛽1) + 𝛽1𝑥
*. Тому

𝛽* =

[︂
𝛽0 + 5,5𝛽1

𝛽1

]︂
.

Для розв’язання рiвняння 𝑋*𝛽* = y⃗ знайдемо розклад вектора
y⃗ за стовпцями матрицi 𝑋*:

y⃗ =
9

4
x⃗1 +

5

14
x⃗2,

де x⃗1 та x⃗2 є стовпцi матрицi 𝑋*. Тодi

𝛽* =

[︂
9
4
5
14

]︂
.

Отже, 𝛽1 = 5
14 та 𝛽0+5,5𝛽1 = 9

4 . Пiдставивши у останню рiвнiсть
значення 𝛽1 = 5

14 , отримаємо

𝛽0 =
9

4
− 5,5𝛽1 =

2

7
.

Таким чином, лiнiя регресiї 𝑦 на 𝑥:

𝑦 =
2

7
+

5

14
𝑥.

�
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𝑥

𝑦

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

Рис. 5.8. Лiнiя регресiї 𝑦 на 𝑥 𝑦 = 2
7 + 5

14𝑥.

Пiдгонка даних спостережень iншими кривими.
Часто у результатi спостережень нанесенi на декартову пло-

щину точки (𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) досить розсiянi i не лежать
близько до будь-якої прямої. Виникає питання про пiдгонку
таких точок iншими кривими. Якщо для пiдгонки даних вико-
ристовуються функцiї, якi мають загальну форму

𝑦 = 𝛽0𝑓0(𝑥) + 𝛽1𝑓1(𝑥) + · · ·+ 𝛽𝑘𝑓𝑘(𝑥),

де 𝑓0, . . . , 𝑓𝑘 — вiдомi функцiї, 𝛽0, . . . , 𝛽𝑘 —невiдомi параметри,
то така модель також є лiнiйною. Це пов’язано з тим, що всi
параметри входять у вказану форму у першому степенi. Виявля-
ється, що i в такому випадку для знаходження найкращої кривої
можна використати просту лiнiйну регресiю. Продемонструємо
це на наступному прикладi.

Приклад 3. Нехай маємо данi спостережень

(𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)

i вони розмiщенi на декартовiй площинi так, що дещо нагаду-
ють нам параболу. Тодi поставимо завдання знайти найкращу
апроксимацiю цих даних за допомогою квадратичної функцiї

𝑓(𝑥) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥+ 𝛽2𝑥
2.
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Розв’язання. Пiдставимо значення незалежної змiнної
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 у цю функцiю. У результатi отримаємо значення,
якi швидше всього будуть вiдрiзнятися вiд спостережених даних
𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 для 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Тодi для кожної точки (𝑥𝑖, 𝑦𝑖),
(1 6 𝑖 6 𝑛) можна записати рiвнiсть

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝛽2𝑥
2
𝑖 + 𝜀𝑖,

де 𝜀𝑖 є рiзницею мiж спостереженим i прогнозованим значенням
для незалежної змiнної 𝑥𝑖. Таким чином, ми отримаємо систему
рiвностей ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑦1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥
2
1 + 𝜀1,

𝑦2 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥2 + 𝛽2𝑥
2
2 + 𝜀2,

. . .
𝑦𝑛 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑛 + 𝛽2𝑥

2
𝑛 + 𝜀𝑛.

Фактично ми отримали систему з 𝑛 лiнiйних рiвнянь з трьо-
ма невiдомими параметрами i потрiбно знайти їх так, щоб за-
гальна помилка була найменшою, тобто сума

𝜀21 + 𝜀22 + · · ·+ 𝜀2𝑛

повинна бути найменшою.
Введемо такi позначення:

y⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑦1
𝑦2
...

𝑦𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 𝑥1 𝑥21
1 𝑥2 𝑥22
...

...
...

1 𝑥𝑛 𝑥2𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝛽 =

⎡⎣ 𝛽0
𝛽1
𝛽2

⎤⎦ , �⃗� =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜀1
𝜀2
...

𝜀𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Зрештою ми знову приходимо до рiвняння

y⃗ = 𝑋�⃗� + �⃗�.

Найменшо-квадратний розв’язок несумiсної системи y⃗ = 𝑋𝛽
є шуканою найкращою апроксимацiєю даних спостережень за
допомогою квадратичної функцiї. �

Вправи
1. Знайти рiвняння 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 лiнiї регресiї 𝑦 на 𝑥, яка

найкраще пiдганяє данi точки (1, 0), (2, 1), (4, 2), (5, 3).
2. Звичайний експеримент забезпечує данi

(1; 1,8), (2; 2,7), (3; 3,4), (4; 3,8), (5; 3,9).
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Описати модель, яка створює найменшо-квадратну пiдгонку
цих точок за допомогою функцiї виду

𝑓(𝑥) = 𝛽1𝑥+ 𝛽2𝑥
2.

А. Задати матрицю плану, спостережний вектор i невiдомий
параметричний вектор.

Б. Знайти асоцiйовану найменшо-квадратну криву для да-
них.

Така функцiя може виникати, наприклад, як прибуток вiд
продажу 𝑥 одиниць товару, коли кiлькiсть товару, що запропо-
новано для продажу, впливає на цiну, яка буде поставлена на
товар.

3. Проста крива, яка часто дає хорошу модель для рiзнома-
нiтних цiн компанiй, як функцiя рiвня продаж 𝑥, має форму
𝑓(𝑥) = 𝛽1𝑥+ 𝛽2𝑥

2 + 𝛽3𝑥
3. Вiльного члена немає тому, що фiксо-

ванi цiни не включено.
А. Задати матрицю плану i параметричний вектор для лi-

нiйної моделi, яка веде до найменшо-квадратної пiдгонки запи-
саного вище рiвняння з даними (𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛).

Б. Знайти найменшо-квадратну криву записаного вище ви-
гляду для пiдгонки даних (4; 1,58), (6; 2,08), (8; 2,5), (10; 2,8),
(12; 3,1), (14; 3,4), (16; 3,8), (18; 4,32) зi значеннями у тисячах.
Зобразити данi точки i графiк кубiчної апроксимацiї на коорди-
натнiй площинi.

4. Звичайний експеримент забезпечує данi (1; 7,9), (2; 5,4)
i (3;−0,9). Описати модель, яка створює найменшо-квадратну
пiдгонку цих точок за допомогою функцiї вигляду

𝑦 = 𝐴 cos𝑥+𝐵 sin𝑥.

5. Дано множину точок (1, 2), (2, 3), (3, 5), (4, 4) i (5, 1).
А. Знайти пряму, яка найкраще пiдганяє цi точки.
Б. Знайти квадратичну криву, яка найкраще пiдганяє цi

точки.
В. На вашу думку, яка з лiнiй — пряма чи парабола— дає

краще наближення до даних? Чому?
6. Для вимiрювання злiтної характеристики лiтака горизон-

тальна позицiя лiтака була вимiряна кожної секунди з 𝑡 = 0 до
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𝑡 = 12. Позицiї (у футах1) були такими: 0; 8,8; 29,9; 62,0; 104,7;
159,1; 222,5; 380,4; 471,1; 571,1; 686,8; 809,2.

А. Знайти найменшо-квадратну кубiчну криву 𝑦 = 𝛽0 +𝛽1𝑡+
𝛽2𝑡

2 + 𝛽3𝑡
3 для цих даних.

Б. Використати результати п. А для оцiнки швидкостi лiтака
в момент часу 𝑡 = 4,5 секунди.

3. Багатовимiрна регресiя та зваженi найменшi
квадрати

Багатовимiрна регресiя.
Природним узагальненням моделi простої лiнiйної регресiї

з двома змiнними є багатовимiрна регресiйна модель (модель
множинної регресiї).

У процесi рiзних дослiджень доводиться мати справу з кiль-
кома незалежними змiнними, якi впливають на результат. У
процесi вимiрювання кожної з них допускаються свої помил-
ки. Методи апроксимацiї, якi застосовуються у таких випадках
називають багатовимiрними регресiями. У загальному виглядi
така модель має форму

𝑦 = 𝛽0𝑓0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)+𝛽1𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)+· · ·+𝛽𝑘𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)+𝜀𝑘,
(5.12)

де 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 —незалежнi змiннi та 𝛽0, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑘 —невiдомi па-
раметри. Як i у випадку простої лiнiйної регресiї мета апрокси-
мацiї залишається такою самою: пiдiбрати невiдомi параметри
𝛽0, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑘 так, щоб рiзниця мiж спостереженими i очiку-
ваними даними була найменшою.

Як i у випадку однiєї незалежної змiнної доводиться теорема
Гаусса–Маркова про те, що найкращу апроксимацiю для цiєї
моделi дає розв’язок ⃗̂𝛽 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇 y⃗ системи нормальних
рiвнянь для несумiсної системи рiвнянь 𝑋�⃗� = y⃗ при умовi, що
матриця 𝑋𝑇𝑋 є оборотною (дивись [9]).

Проiлюструємо багатовимiрну модель на прикладi моделi з
двома незалежними змiнними.

11 фут=30,48 см.
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Припустимо, що експеримент залучає двi незалежних змiн-
них 𝑢 i 𝑣 та одну залежну змiнну 𝑦. Просте рiвняння для про-
гнозу 𝑦 вiд 𝑢 i 𝑣 має форму

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢+ 𝛽2𝑣. (5.13)

Бiльш загальне прогнозне рiвняння має форму

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢+ 𝛽2𝑣 + 𝛽3𝑢
2 + 𝛽4𝑢𝑣 + 𝛽5𝑣

2. (5.14)

Цi рiвняння використовуються у геологiї, наприклад, для моделi
ерозiї поверхнi, льодовикових зон, забруднення ґрунтiв та iн.
У таких випадках, найменшо-квадратна пiдгонка називається
поверхневою тенденцiєю.

Рiвняння (5.13) i (5.14) ведуть до лiнiйної моделi тому, що
вони є лiнiйними вiдносно невiдомих параметрiв (навiть не див-
лячись на добуток 𝑢 i 𝑣). Взагалi, лiнiйна модель буде виникати
завжди, коли 𝑦 буде прогнозуватися рiвнянням виду

𝑦 = 𝛽0𝑓0(𝑢, 𝑣) + 𝛽1𝑓1(𝑢, 𝑣) + · · ·+ 𝛽𝑘𝑓𝑘(𝑢, 𝑣),

де 𝑓0, . . . , 𝑓𝑘 — вiдомi функцiї довiльного виду, 𝛽0, . . . , 𝛽𝑘 —невi-
домi параметри.

Приклад 1. У географiї локальнi моделi мiсцевостi кон-
струюються з даних (𝑢1, 𝑣1, 𝑦1), . . . , (𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑦𝑛), де 𝑢𝑗 , 𝑣𝑗 i 𝑦𝑗
є широтою, довготою i висотою, вiдповiдно. Описати лiнiйну
модель, що базується на (5.13), яка дає найменшо-квадратну
пiдгонку до таких даних. Розв’язок називається найменшо-
квадратною площиною (див. рис. 5.9).

Рис. 5.9. Найменшо-квадратна площина.
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Розв’язання. Ми очiкуємо, що данi задовольняють насту-
пним рiвнянням:

𝑦1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢1 + 𝛽2𝜈1 + 𝜀1,
𝑦2 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢2 + 𝛽2𝜈2 + 𝜀2,

...
𝑦𝑛 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢𝑛 + 𝛽2𝜈𝑛 + 𝜀𝑛.

Ця система має матричну форму y⃗ = 𝑋𝛽 + �⃗�, де

y⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑦1
𝑦2
...
𝑦𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦— спостережний вектор,

𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 𝑢1 𝜈1
1 𝑢2 𝜈2
...

...
...

1 𝑢𝑛 𝜈𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦— матриця плану,

𝛽 =

⎡⎣ 𝛽0
𝛽1
𝛽2

⎤⎦— параметричний вектор,

�⃗� =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜀1
𝜀2
...
𝜀𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦— вектор помилок (вiдхилень).

�
Приклад 1 показує, що лiнiйна модель для множинної регре-

сiї має таку ж абстрактну форму, як модель для простої регресiї
у попереднiх прикладах. Лiнiйна алгебра дає нам силу для ро-
зумiння загальних принципiв, якi стоять позаду всiх лiнiйних
моделей. Як тiльки 𝑋 визначена правильно, то нормальнi рiвня-
ння для 𝛽 мають аналогiчну матричну форму, не дивлячись на
те скiльки змiнних залучено. Тому, для будь-якої багатовимiрної
моделi, де 𝑋𝑇𝑋 є оборотною, найменшо-квадратний розв’язок
⃗̂
𝛽 задається так: (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇 y⃗.
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Зваженi найменшi квадрати.
У процесi проведення експериментiв може виявитися так,

що довiра до вимiрювань проведених у рiзний час або у рiзних
точках не однакова. Iншими словами, одним даним ми довiря-
ємо бiльше нiж iншим. Це може трапитися також i з довiрою
до приладiв, якими проводиться вимiрювання. На декартовiй
площинi розсiювання таких даних буде набагато бiльшим у по-
рiвняннi з iншими точками. Виникає питання про врахування
таких огрiхiв у процесi знаходження найкращої апроксимацiї.

До цих пiр при розглядi арифметичного векторного просто-
ру R𝑛 ми розглядали стандартний скалярний добуток векторiв.
Це був приклад найпростiшого евклiдового векторного просто-
ру. Але з курсу лiнiйної алгебри вiдомо, що скалярний добуток
можна задавати рiзними способами. Тодi ми отримуємо iншi ев-
клiдовi векторнi простори. Наприклад, у просторi R2 скалярний
добуток векторiв u⃗ = (𝑢1, 𝑢2) та v⃗ = (𝑣1, 𝑣2) можна визначити
так:

u⃗ · v⃗ = u⃗𝑇 v⃗ = 2𝑢1𝑣1 + 3𝑢2𝑣2.

Тодi можна записати рiвнiсть

||u⃗− v⃗|| = 2(𝑢1 − 𝑣1)2 + 3(𝑢2 − 𝑣2)2,

яка дає пiдказку як поступити у тих випадках, коли ми менше
довiряємо деяким даним експерименту.

Нехай ми отримали ряд даних експерименту
(𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛), для яких маємо такi коефiцiєнти до-
вiри: 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛. Цi числа є додатними. Визначимо тепер у
векторному просторi R𝑛 скалярний добуток так:

x⃗ · y⃗ = 𝜔1𝑥1𝑦1 + 𝜔2𝑥2𝑦2 + · · ·+ 𝜔𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛. (5.15)

Тодi

SS(E) = ||�⃗�||2 = ||y⃗ − ⃗̂y||2 = 𝜔2
1(𝑦1 − 𝑦1)2 + · · ·+ 𝜔2

𝑛(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛)2.
(5.16)



Багатовимiрна регресiя та зваженi найменшi квадрати 231

Нехай 𝑊 —дiагональна матриця з (додатними) 𝜔1, . . . , 𝜔𝑛

на її дiагоналi, тодi

𝑊 y⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜔1 0 · · · 0

0 𝜔2
...

. . .
...

0 · · · 𝜔𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
𝑦1
𝑦2
...

𝑦𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜔1𝑦1
𝜔2𝑦2

...
𝜔𝑛𝑦𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ .
Помiтимо, що 𝑗-ий доданок у (5.16) може бути записаний як

𝑤2
𝑗 (𝑦𝑗 − 𝑦𝑗)2 = (𝑤𝑗𝑦𝑗 − 𝑤𝑗𝑦𝑗)

2.

Це означає, що SS(E) у (5.16) є квадратом довжини у евклiдово-
му просторi R𝑛 з скалярним добутком (5.15) вектора 𝑊 y⃗−𝑊⃗̂y,
який ми записуємо як ||𝑊 y⃗ −𝑊⃗̂y||2.

Тепер припустимо, що апроксимацiйний вектор ⃗̂y буде по-
будовано з стовпцiв матрицi плану 𝑊𝑋. Тодi ми знайдемо ⃗̂𝛽
такий, що робить 𝑊𝑋

⃗̂
𝛽 = 𝑊⃗̂y якомога ближчим до y⃗. При

цьому вимiрюваннi близькостi зваженою помилкою є:

||𝑊 y⃗ −𝑊⃗̂y||2 = ||𝑊 y⃗ −𝑊𝑋𝛽||2.

Тому ⃗̂𝛽 є найменшо-квадратний розв’язок рiвняння

𝑊𝑋
⃗̂
𝛽 = 𝑊 y⃗.

Нормальнi рiвняння для найменшо-квадратного розв’язку ма-
ють вигляд

(𝑊𝐴)𝑇 (𝑊𝐴)𝛽 = (𝑊𝐴)𝑇𝑊 y⃗.

Приклад 2. Знайти пряму 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥, яка найкраще
пiдганяє данi (−2, 0), (−1, 0), (0, 2), (1, 4), (2, 4) у двох випадках:

А. Всi данi мають однакову надiйнiсть.
Б. Вважаючи, що перша i остання точки є наполовину на-

дiйнiшi у порiвняннi з iншими.
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Розв’язання. Як i у попередньому параграфi запишемо:

𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2
1 −1
1 0
1 1
1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝛽 =

[︂
𝛽0
𝛽1

]︂
, y⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
2
4
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
А. Нескладнi обчислення показують, що

𝑋𝑇𝑋 =

[︂
5 0
0 10

]︂
, 𝑋y⃗ =

[︂
10
12

]︂
i система нормальних рiвнянь є такою:[︂

5 0
0 10

]︂ [︂
𝛽0
𝛽1

]︂
=

[︂
10
12

]︂
.

Наближений розв’язок нормального рiвняння (з точнiстю до
двох цифр): 𝛽0 = 2 i 𝛽1 = 1,2. Таким чином, лiнiя регресiї 𝑦 на
𝑥 є

𝑦 = 2 + 1,2𝑥.

Б. Для зваженого найменшо-квадратного розв’язку задачi
виберемо 𝑊 з дiагональними елементами 1, 2, 2, 2 i 1. Помно-
жимо злiва на 𝑊 матрицю 𝑋 i вектор y⃗:

𝑊𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2
2 −2
2 0
2 2
1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑊 y⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
4
8
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Для нормального рiвняння обчислимо

(𝑊𝑋)𝑇𝑊𝑋 =

[︂
14 −1
−1 13

]︂
i (𝑊𝑋)𝑇𝑊 ỹ =

[︂
26
20

]︂
i розв’яжемо нормальне рiвняння[︂

14 −1
−1 13

]︂ [︂
𝛽0
𝛽1

]︂
=

[︂
26
20

]︂
.

Розв’язок нормального рiвняння є (з точнiстю до двох цифр)
𝛽0 = 1,98 i 𝛽1 = 1,67. Отже, при таких умовах очiкувана пряма
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має рiвняння

𝑦 = 1,98 + 1,67𝑥.

Пропонуємо зобразити цi двi прямi на рисунку самостiйно i
порiвняти їх. �

На завершення цiєї теми пропонуємо зацiкавленому читачу
звернутися до посiбника [10], у якому викладено також засто-
сування найменшо-квадратних задач до аналiзу тенденцiй у
вимiрюваннi даних та апроксимацiї за допомогою рядiв Фур’є.

Вправи

1. Бюджетне обстеження впродовж року п’яти випадково
вибраних сiмей дало такi результати (у тис. гривень):

Сiм’я Заощадження, 𝑦 Прибуток, 𝑢 Майно, 𝑣
1 3,0 40 60
2 6,0 55 36
3 5,0 45 36
4 3,5 30 15
5 1,5 30 90

Розгляньте регресiю у формi 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢+ 𝛽2𝑣, та дайте
вiдповiдi на такi завдання.

а) Оцiнити регресiю 𝑦 на 𝑢 i 𝑣.
б) Спрогнозуйте заощадження сiм’ї, яка має прибуток 40

тисяч гривень i майно на суму 25 тисяч гривен.
в) Припустимо, що прибуток сiм’ї зрiс на 10 тисяч гривен у

той час, коли вартiсть майна не зросла. Оцiнити, як зростуть її
заощадження.

г) Оцiнити, як зростуть заощадження сiм’ї, якщо її прибуток
зрiс на 5 тисяч гривен, а вартiсть майна зросла 15 тисяч гривен.

д) Знайти суму квадратiв вiдхилень (помилок).
2. Знайти пряму 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥, яка найкраще пiдганяє данi

(−2, 3), (−1, 5), (0, 5), (1, 4), (2, 3). Вiдомо, що помилки у вимiрах
𝑦-значень останнiх двох даних точок бiльшi нiж у iнших точках.
Довiра до цих даних складає половину вiд довiри до решти
даних. Якою буде лiнiя регресiї 𝑦 на 𝑥, якщо взяти коефiцiєнти
довiри рiвними 2, 2, 2, 1, 1? Порiвняйте отриманi результати.
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3. Повернемося до даних у вправi 6 з попередньо-
го параграфа на сторiнцi 226, що стосуються злiтних ха-
рактеристик лiтака. Припустимо, що помилки можливих
вимiрiв стали бiльшими при зростаннi швидкостi. Нехай
𝑊 —дiагональна матриця, дiагональними елементами якої
є 1; 1; 1; 0,9; 0,9; 0,8; 0,7; 0,6; 0,5; 0,4; 0,3; 0,2; 0,1. Знайти кубiчну
криву, яка пiдганяє данi з мiнiмальною зваженою найменшо-
квадратною помилкою i використати її для оцiнки швидкостi
лiтака, коли 𝑡 = 4,5 секунди.
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