
О.Б.Панасенко

Лекцiї з лiнiйної алгебри

Видання 2-е, доповнене

ТОВ «Нiлан-ЛТД»
Вiнниця, 2015



УДК 512.64 (075.8)
ББК 22.143

П16

Рекомендовано до друку Вченою радою Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського

(протокол №5 вiд 28.10.2015 р.)

Рецензенти:
Працьовитий М.В., доктор фiзико-математичних наук, професор, завiду-

вач кафедри вищої математики Нацiонального педа-
гогiчного унiверситету iменi М.П.Драгоманова

Величко I.Г., кандидат фiзико-математичних наук, доцент кафедри вищої
математики та фiзики Таврiйського державного агротехноло-
гiчного унiверситету

Панасенко О. Б.
П16 Панасенко О.Б. Лекцiї з лiнiйної алгебри / О.Б.Панасенко. —

Вид. 2-е, доповн. — Вiнниця : ТОВ «Нiлан-ЛТД», 2015. — 222 c.
ISBN 978-966-2770-19-3

Навчальний посiбник охоплює теоретичний матерiал з лiнiйної алгебри за
програмами пiдготовки бакалаврiв математики фiзико-математичних факульте-
тiв педагогiчних унiверситетiв. Виклад традицiйного матерiалу з лiнiйної алгебри
подано у вiдповiдностi до сучасних пiдходiв у вивченнi цiєї дисциплiни. Систе-
матизованi теоретичнi вiдомостi наведено з доведеннями i супроводжуються
прикладами, рисунками, схемами та завданнями для самостiйної роботи.

Посiбник призначений для студентiв педагогiчних унiверситетiв.

УДК 512.64 (075.8)

ББК 22.143

ISBN 978-966-2770-19-3 c○ Панасенко О.Б., 2015



Змiст

Передмова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

Основнi позначення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Роздiл 1. Системи лiнiйних рiвнянь. Арифметичний
векторний простiр. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

§ 1. Системи лiнiйних рiвнянь та методи їх розв’язування. . . . . . . . . 11
1.1. Поняття про системи лiнiйних рiвнянь.. . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2. Схiдчаста форма матрицi. Метод Гауса розв’язування

систем лiнiйних рiвнянь. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3. Зведена схiдчаста форма матрицi i розв’язування

систем лiнiйних рiвнянь методом Йордана–Гауса. . . . . . . . 21
§ 2. 𝑛-вимiрний арифметичний векторний простiр . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1. Поняття 𝑛-вимiрного арифметичного векторного
простору. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2. Лiнiйна комбiнацiя i лiнiйна оболонка системи векторiв 24
2.3. Базис системи векторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.4. Елементарнi перетворення системи векторiв. Ранг

матрицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.5. Стовпцевий ранг матрицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.6. Множення матрицi на вектор i матрично-векторна

форма запису системи лiнiйних рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.7. Критерiй сумiсностi системи лiнiйних рiвнянь (теорема

Кронекера–Капеллi) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
§ 3. Поняття пiдпростору простору R𝑛. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1. Пiдпростори, пов’язанi з матрицями. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.2. Зв’язок мiж розв’язками неоднорiдної та однорiдної

систем лiнiйних рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3. Загальний розв’язок i фундаментальна система

розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь . . . . . . . . . 42

Роздiл 2. Матрицi та визначники . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
§ 1. Матрицi. Дiї над матрицями. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.1. Поняття матрицi. Типи матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45



4

1.2. Лiнiйнi операцiї над матрицями.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
1.3. Множення матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
1.4. Поняття оберненої матрицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
1.5. Елементарнi матрицi. Знаходження оберненої матрицi 56
1.6. Матричний метод розв’язування систем лiнiйних

рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
§ 2. Детермiнанти (визначники) 𝑛-го порядку . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.1. Формули для обчислення визначникiв матриць другого
та третього порядкiв. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2.2. Теорема Лапласа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.3. Доведення теореми Лапласа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.4. Вираження детермiнанта матрицi через її елементи . . 67
2.5. Властивостi детермiнантiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.6. Детермiнанти елементарних матриць. Критерiй

оборотностi матриць. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
2.7. Детермiнанти i операцiї над матрицями . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.8. Правило Крамера для розв’язування систем лiнiйних

рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
2.9. Приєднана матриця. Формула для обчислення

оберненої матрицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Роздiл 3. Векторнi простори . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
§ 1. Поняття векторного простору та його пiдпростору.. . . . . . . . . . . . 81

1.1. Означення векторного (лiнiйного) простору. Основнi
приклади векторних просторiв. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

1.2. Поняття пiдпростору векторного простору . . . . . . . . . . . . 84
1.3. Лiнiйна оболонка системи векторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

§ 2. Лiнiйна незалежнiсть, базис i розмiрнiсть векторного простору 89
2.1. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi системи векторiв 89
2.2. Базис векторного простору. Координати вектора в

базисi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
2.3. Розмiрнiсть векторного простору . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

§ 3. Перехiд вiд одного базиса до iншого . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3.1. Матриця переходу вiд одного базису до iншого та її

властивостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3.2. Обчислення матрицi переходу вiд одного базиса до

iншого методом Йордана–Гауса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
§ 4. Перетин i сума пiдпросторiв векторного простору . . . . . . . . . . . . . 101
§ 5. Векторнi простори зi скалярним множенням . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.1. Скалярне множення у векторному просторi . . . . . . . . . . . 105



5

5.2. Властивостi скалярного множення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.3. Довжина, ортогональнiсть i вiдстань у евклiдовому

векторному просторi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.4. Ортогональнi системи векторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
5.5. Ортогональне доповнення до пiдпростору векторного

простору . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.6. Процес ортогоналiзацiї лiнiйно незалежної системи

векторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
5.7. Ортогональна проекцiя вектора на пiдпростiр . . . . . . . . 116

Роздiл 4. Лiнiйнi вiдображення векторних просторiв . . . . . . . . . 121
§ 1. Вiдображення мiж множинами. Приклади лiнiйних

вiдображень векторних просторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
1.1. Поняття iзоморфiзму векторних просторiв . . . . . . . . . . . . 122
1.2. Лiнiйнi вiдображення векторних просторiв . . . . . . . . . . . . 124
1.3. Властивостi лiнiйних вiдображень векторних просторiв126
1.4. Матриця лiнiйного вiдображення вiдносно рiзних

базисiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
§ 2. Операцiї над лiнiйними вiдображеннями векторних просторiв 133

2.1. Сума вiдображень та добуток вiдображення на скаляр133
2.2. Композицiя лiнiйних вiдображень . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

§ 3. Ядро i образ лiнiйного вiдображення векторних просторiв . . . . 138

Роздiл 5. Лiнiйнi оператори векторного простору . . . . . . . . . . . . . 143
§ 1. Поняття лiнiйного оператора (перетворення) векторного

простору . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
§ 2. Матрицi лiнiйного оператора в рiзних базисах . . . . . . . . . . . . . . . . 146

2.1. Зв’язок мiж матрицями лiнiйного оператора в рiзних
базисах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

2.2. Подiбнi матрицi та їх властивостi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
2.3. Алгебра лiнiйних операторiв. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

§ 3. Невиродженi лiнiйнi оператори . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
3.1. Виродженi та невиродженi лiнiйнi оператори . . . . . . . . . 149
3.2. Оборотнi лiнiйнi оператори . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

Роздiл 6. Власнi значення i власнi вектори . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
§ 1. Власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора . . . . . . . . 152
§ 2. Знаходження власних значень та власних векторiв. . . . . . . . . . . . 156

2.1. Характеристичне рiвняння лiнiйного оператора . . . . . . . 156
2.2. Алгоритм вiдшукання власних значень i власних

векторiв матрицi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
2.3. Деякi властивостi власних значень та власних векторiв160



6

§ 3. Дiагоналiзацiя матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
3.1. Умови, за яких матриця зводиться до дiагонального

виду . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
3.2. Застосування дiагоналiзацiї матриць до знаходження

степенiв матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
3.3. Застосування дiагоналiзацiї матриць до розв’язування

рiзницевих рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

Роздiл 7. Лiнiйнi оператори в евклiдовому просторi . . . . . . . . . . 170
§ 1. Поняття оператора, спряженого до даного . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

1.1. Транспонованi матрицi та деякi їх властивостi . . . . . . . . 170
1.2. Оператор, спряжений до даного . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
1.3. Самоспряжений лiнiйний оператор . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

§ 2. Ортогональнi лiнiйнi оператори . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
2.1. Ортогональнi матрицi та деякi їх властивостi . . . . . . . . . 176
2.2. Ортогональнi матрицi другого порядку . . . . . . . . . . . . . . . 180
2.3. Ортогональнi лiнiйнi оператори та їх властивостi . . . . . 181

§ 3. Дiагоналiзацiя симетричних матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
§ 4. Подання невиродженої матрицi у виглядi добутку ортогональної

та симетричної матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

Роздiл 8. Бiлiнiйнi та квадратичнi форми . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
§ 1. Лiнiйнi, бiлiнiйнi та квадратичнi форми . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

1.1. Лiнiйнi функцiї векторного аргументу. . . . . . . . . . . . . . . . . 192
1.2. Бiлiнiйнi функцiї, бiлiнiйнi форми . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
1.3. Квадратичнi форми. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

§ 2. Зведення квадратичної форми до канонiчного вигляду . . . . . . . 197
2.1. Зведення квадратичної форми до канонiчного вигляду

за допомогою ортогональної дiагоналiзацiї її матрицi . . 197
2.2. Зведення квадратичної форми до канонiчного вигляду

методом Лагранжа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
§ 3. Закон iнерцiї квадратичних форм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
§ 4. Класифiкацiя квадратичних форм. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
§ 5. Зведення рiвняння лiнiї другого порядку до канонiчного

вигляду . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

Предметний покажчик . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

Рекомендована лiтература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220



Передмова

То, что хотел бы я высказать, высказыванию не подлежит,
ибо вот то, что я высказать хотел бы, оно таково,
что, когда его всё же высказать пытаешься, оно бежит,
а когда не пытаешься, ввек не избавишься от него...

М. Щербаков

Лiнiйна алгебра є роздiлом математики, що має численнi застосу-
вання в рiзних галузях людських знань, а тому займає вагоме мiсце
в пiдготовцi майбутнiх учителiв математики. Даний навчальний посi-
бник допоможе студентам педагогiчних унiверситетiв в опануваннi
теоретичних основ цього роздiлу математики.

Лiнiйнiй алгебрi присвячено чимало пiдручникiв, посiбникiв i
монографiй (перелiк рекомендованої лiтератури подано в кiнцi цього
посiбника). Разом з цим, як показав досвiд викладання цiєї дисциплi-
ни, для нинiшнiх студентiв назрiли потреби уточнення i узагальнення
в доступнiй формi теоретичних основ лiнiйної алгебри. Це i було
враховано при написаннi цього посiбника, мета якого — охопити весь
обов’язковий теоретичний матерiал з курсу лiнiйної алгебри, окресли-
ти науковi i практичнi рекомендацiї застосування положень лiнiйної
алгебри при розв’язаннi задач. Реалiзацiя мети зумовила необхiднiсть
розв’язання таких завдань: вивчення зарубiжного i вiтчизняного до-
свiду викладання лiнiйної алгебри у вищих навчальних закладах,
дослiдження структури лiнiйної алгебри, уточнення її понятiйно-
термiнологiчного апарату.

Матерiал посiбника структуровано i викладено на двох рiвнях:
базовому та розширеному. Базовий рiвень мiстить означення, основнi
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теореми з повними доведеннями та коментарями до них, розв’яза-
ння типових задач, застосування понять i методiв лiнiйної алгебри.
Розширений рiвень доповнює базовий додатковими твердженнями,
повними доведеннями складних, але важливих теорем. Вони наведенi
у текстi дрiбним шрифтом. Наприкiнцi кожного роздiлу наведено
додатковi вiдомостi i завдання для самостiйної роботи, доведення
яких пропонується читачам виконати самостiйно з використанням
допомiжної лiтератури.

Структура посiбника є такою: 28 параграфiв об’єднано у 8 роздi-
лiв. Параграфи можуть розбиватись на кiлька пунктiв, якi позначаю-
ться подвiйною нумерацiєю. На початку посiбника є перелiк основних
умовних позначень лiнiйної алгебри, якi фiгурують по тексту, а в
кiнцi — предметний покажчик i перелiк рекомендованої лiтератури.
Знаком � позначається кiнець доведення твердження (теореми, леми)
або розв’язання прикладу.

В друге видання посiбника додано новi пункти «Ортогональ-
на проекцiя вектора на пiдпростiр» та «Самоспряжений лiнiйний
оператор».

Автор сподiвається, що цей навчальний посiбник буде корисним
як для студентiв очної, заочної форм навчання, що навчаються у педа-
гогiчних унiверситетах, так i для студентiв вузiв iншого спрямування,
якi вивчають лiнiйну алгебру.



Основнi позначення

Начинающий <. . . > не должен смущаться, если
<. . . > он обнаружит, что у него не хватает
предварительных знаний даже для чтения
предварительных сведений.

П. Халмош

N множина натуральних чисел
R множина дiйсних чисел
C множина комплексних чисел
R𝑛 𝑛-вимiрний арифметичний векторний простiр
𝑉𝑛 𝑛-вимiрний векторний простiр
dim𝑉 розмiрнiсть векторного простору 𝑉

0⃗𝑉 нуль-вектор векторного простору 𝑉

𝑀𝑚×𝑛(R), 𝑀𝑚×𝑛 множина матриць розмiрностi 𝑚 × 𝑛 з дiйсними
коефiцiєнтами

𝑀𝑛(R), 𝑀𝑛 множина квадратних матриць 𝑛-го порядку з дiйс-
ними коефiцiєнтами

𝐺𝐿𝑛(R) група оборотних квадратних матриць 𝑛-го порядку
з дiйсними коефiцiєнтами з операцiєю матричного
множення (повна лiнiйна група)

rank(𝐴), 𝑟(𝐴) ранг матрицi 𝐴
𝐴𝑇 транспонована матриця 𝐴

𝐴−1 матриця, обернена до 𝐴

[𝐴]𝑖𝑗 елемент 𝑖-го рядка i 𝑗-го стовпця матрицi 𝐴
row(𝐴) простiр рядкiв матрицi 𝐴
col(𝐴) простiр стовпцiв матрицi 𝐴
null(𝐴) нуль-простiр матрицi 𝐴
𝑀𝑖𝑗(𝐴) мiнор елемента [𝐴]𝑖𝑗 матрицi 𝐴
𝐴𝑖𝑗(𝐴) алгебраїчне доповнення елемента [𝐴]𝑖𝑗 матрицi 𝐴



det𝐴, |𝐴| детермiнант матрицi 𝐴
𝐼𝑛 одинична матриця 𝑛-го порядку
𝐼 одинична матриця, розмiрнiсть якої зрозумiла з

контексту
𝑂 нульова матриця(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑛

)︀
впорядкована система векторiв

{𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑛} невпорядкована система векторiв
[𝑥⃗]ℬ координати вектора 𝑥⃗ в базисi ℬ
𝑃𝒞←ℬ матриця переходу вiд базису ℬ до базису 𝒞
𝒫𝑛,R𝑛[𝑥] векторний простiр многочленiв вiд змiнної 𝑥 степе-

ня не вище 𝑛
𝒞[𝑎,𝑏] векторний простiр неперервних на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]

функцiй
[𝑇 ] стандартна матриця лiнiйного вiдображення 𝑇

[𝑇 ]𝒞←ℬ матриця лiнiйного вiдображення 𝑇 вiдносно базисiв
ℬ та 𝒞

Ker𝑇 ядро лiнiйного вiдображення 𝑇

Im𝑇 образ лiнiйного вiдображення 𝑇

𝐿 (⃗𝑎1, . . . , 𝑎⃗𝑛) лiнiйна оболонка системи векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑛

)︀
diag{𝜆1, . . . , 𝜆𝑛} дiагональна матриця [𝑎𝑖𝑗 ] з 𝑎𝑖𝑖 = 𝜆𝑖(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
скалярний добуток векторiв 𝑥⃗ та 𝑦⃗

𝑇 * оператор, спряжений до оператора 𝑇

‖𝑎⃗‖ норма (довжина) вектора 𝑎⃗

𝑈⊥ ортогональне доповнення до пiдпростору 𝑈

𝑎⃗ ⊥ 𝑏⃗ ортогональнiсть векторiв 𝑎⃗ та 𝑏⃗

pr𝑈 𝑥⃗ ортогональна проекцiя вектора 𝑥⃗ на пiдпростiр 𝑈

ort𝑈 𝑥⃗ ортогональна складова вектора 𝑥⃗ вiдносно пiдпро-
стору 𝑈



Роздiл 1

Системи лiнiйних рiвнянь.
Арифметичний векторний простiр.

— . . . Вот об этом я бы поговорил с удовольствием, но вы
ничего не поймёте.
— Почему же это я ничего не пойму? Я всё-таки инженер. . .
— Потому что я сам не понимаю, — сказал Валентин. — У
меня есть системы уравнений, но как их истолковать, я
представления не имею. . .

Аркадий и Борис Стругацкие, «Пикник на обочине»

§ 1. Системи лiнiйних рiвнянь та методи їх
розв’язування.

Системи лiнiйних рiвнянь лежать в основi лiнiйної алгебри. В
цьому параграфi ми розглянемо основний метод їх розв’язування—
метод Гауса.

1.1. Поняття про системи лiнiйних рiвнянь.

Означення 1.1. Лiнiйним рiвнянням з 𝑛 невiдомими
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 над полем 𝑃 називається рiвняння, яке може бу-
ти записане у виглядi

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏, (1.1)

де 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏— елементи поля1 𝑃 (зазвичай вiдомi).

Приклад 1.1. Рiвняння 4𝑥1−5𝑥2 + 2 = 𝑥1 i 𝑥2 = 2(
√

6−𝑥1) +𝑥3

є лiнiйними, хоча i не записанi у виглядi (1.1), а рiвняння 𝑥1𝑥2 =

6 + 𝑥1 + 𝑥2 не є лiнiйним.

1Передбачається, що читачi знайомi з поняттями група, кiльце, поле (див.,
наприклад [4]).
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Означення 1.2. Системою лiнiйних рiвнянь називається набiр
з одного чи бiльше лiнiйних рiвнянь вiдносно однiєї i тiєї ж множини
змiнних (наприклад, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).

В загальному виглядi система лiнiйних рiвнянь, що мiстить 𝑚

рiвнянь з 𝑛 невiдомими, має вигляд⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,

. . .

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚.

(1.2)

Означення 1.3. Розв’язком системи лiнiйних рiвнянь (1.2) на-
зивається впорядкована множина чисел (𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛), яка при пiд-
становцi в дану систему вiдповiдно замiсть 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 перетворює
кожне рiвняння системи на правильну числову рiвнiсть.

Наприклад, пара чисел (3,−1) є розв’язком системи{︃
𝑥1 + 𝑥2 = 2,

𝑥1 − 𝑥2 = 4.

Якщо iснує хоча б один розв’язок системи (1.2), то система нази-
вається сумiсною, в iншому випадку— несумiсною. Сумiсна система
називається визначеною, якщо вона має єдиний розв’язок; система,
що має бiльше одного розв’язкiв називається невизначеною.

Розв’язати систему— означає знайти множину її розв’язкiв.
Система лiнiйних рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0,

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0,

. . .

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0

називається однорiдною. Однорiдна система завжди сумiсна (оскiльки
(0, 0, . . . , 0) є її розв’язком). Разом з цим вона може бути як визначе-
ною, так i невизначеною. Якщо (0, 0, . . . , 0) не є розв’язком системи
лiнiйних рiвнянь, то вона називається неоднорiдною.

Розв’язування систем лiнiйних рiвнянь з двома невiдомими вивча-
ються в шкiльному курсi алгебри (методи пiдстановки i додавання).
Для дослiдження питання сумiсностi системи можна використати
графiчний метод.
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Приклад 1.2. Дослiдити на сумiснiсть систему{︃
𝑥− 2𝑦 = −1,

−𝑥 + 3𝑦 = 3.

Розглянемо графiки обох рiвнянь системи в прямокутнiй декарто-
вiй системi координат. Добре вiдомо, що це прямi, якi перетинаються
(рис. 1.1). Отже, система сумiсна, причому (3, 2) —розв’язок системи.

𝑥

𝑦

(1)

(2)

3

2

Рис. 1.1. Прямi, заданi рiвняннями 𝑥− 2𝑦 = −1 та −𝑥+ 3𝑦 = 3.

Означення 1.4. Двi системи називаються еквiвалентними (рiв-
носильними), якщо множини їхнiх розв’язкiв спiвпадають, тобто
кожний розв’язок першої системи є розв’язком другої i, навпаки,
кожний розв’язок другої системи є розв’язком першої.

Основна iдея при розв’язуваннi систем лiнiйних рiвнянь — замiна
даної системи на еквiвалентну до даної, яку розв’язати з якихось
мiркувань простiше.

Наступнi перетворення системи лiнiйних рiвнянь називаються
елементарними:

1) Перестановка двох рiвнянь у системi.
2) Множення будь-якого рiвняння системи на вiдмiнний вiд нуля

елемент поля 𝑃 .
3) Додавання до будь-якого рiвняння системи будь-якого iншого

рiвняння, помноженого на довiльний елемент поля 𝑃 .
4) Вилучення iз системи рiвняння виду 0 = 0 або приписування до

системи такого рiвняння.
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Теорема 1.1. Елементарне перетворення кожної системи лi-
нiйних рiвнянь переводить її у еквiвалентну систему.

Доведення. Нехай система 𝑆2 одержується з системи 𝑆1 шля-
хом певного елементарного перетворення. Покажемо, що кожний
розв’язок системи 𝑆1 є розв’язком системи 𝑆2 i навпаки. Для пере-
творень 1, 2, 4 це очевидно. Доведемо це для третього елементарного
перетворення.

Але спочатку вiдмiтимо, що елементарнi перетворення систем
лiнiйних рiвнянь оборотнi. Це означає, що якщо ми з деякої системи
𝑆1 шляхом елементарного перетворення отримали систему 𝑆2, то
iснує елементарне перетворення, що переводить систему 𝑆2 назад в
систему 𝑆1.

Нехай тепер 𝑆1 має вигляд (1.2), а 𝑆2 вiдрiзняється вiд 𝑆1 лише
𝑖-м рiвнянням, що має вигляд

(𝑎𝑖1 + 𝑐𝑎𝑗1)𝑥1 + (𝑎𝑖2 + 𝑐𝑎𝑗2)𝑥2 + . . . + (𝑎𝑖𝑛 + 𝑐𝑎𝑗𝑛)𝑥𝑛 = 𝑏𝑖 + 𝑐𝑏𝑗 .

Тодi якщо (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) —розв’язок системи 𝑆1, тобто 𝑎𝑘1𝑠1+𝑎𝑘2𝑠2+

. . . + 𝑎𝑘𝑛𝑠𝑛 = 𝑏𝑘 (𝑘 = 1,𝑚), то (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) задовольняє i останню
рiвнiсть, а значить є розв’язком системи 𝑆2. Оскiльки елементарнi
перетворення оборотнi, то i, навпаки, кожний розв’язок системи 𝑆2 є
розв’язком системи 𝑆1, тобто системи 𝑆1 i 𝑆2 еквiвалентнi. �

Нехай маємо систему лiнiйних рiвнянь (1.2). Випишемо коефi-
цiєнти цiєї системи в таку таблицю, яку називатимемо матрицею
коефiцiєнтiв цiєї системи (головною матрицею):

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Розширена матриця системи вiдрiзняється вiд головної тим, що
додатково виписаний також i стовпець вiльних членiв. Стовпець
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вiльних членiв прийнято вiдокремлювати вiд головної матрицi верти-
кальною рискою: ⎡⎢⎢⎢⎣

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑏1
𝑏2
...
𝑏𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Приклад 1.3. Розв’язати систему:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥− 𝑦 − 𝑧 = 2,

𝑦 + 3𝑧 = 5,

5𝑧 = 10.

Розв’язання. З останнього рiвняння однозначно знаходимо, що
𝑧 = 2. Тодi з другого знаходимо, що 𝑦 = 5 − 3𝑧 = −1, а з першого
𝑥 = 2 + 𝑦 + 𝑧 = 3.

Вiдповiдь. {(3,−1, 2)}. �

Приклад 1.4. Розв’язати систему:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥− 𝑦 − 𝑧 = 2,

3𝑥− 3𝑦 + 2𝑧 = 16,

2𝑥− 𝑦 + 𝑧 = 9.

Розв’язання. Спробуємо за допомогою елементарних перетво-
рень звести дану систему до так званого «трикутного» виду, тобто
такого виду, як в попередньому прикладi.⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥− 𝑦 − 𝑧 = 2,

3𝑥− 3𝑦 + 2𝑧 = 16,

2𝑥− 𝑦 + 𝑧 = 9.

IIр.−3·Iр.−−−−−−−→
IIIр.−2·Iр.

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥− 𝑦 − 𝑧 = 2,

5𝑧 = 10,

𝑦 + 3𝑧 = 5.

IIр.↔ IIIр.−−−−−−−→

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥− 𝑦 − 𝑧 = 2,

𝑦 + 3𝑧 = 5,

5𝑧 = 10,

тобто дiстали систему лiнiйних рiвнянь з попереднього прикладу.
Вiдповiдь. {(3,−1, 2)}. �
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1.2. Схiдчаста форма матрицi. Метод Гауса розв’язуван-
ня систем лiнiйних рiвнянь.

Означення 1.5. Говорять, що матриця має схiдчасту форму
(або рядково схiдчасту форму), якщо вона володiє такими властиво-
стями:

1) усi ненульовi рядки знаходяться вище всiх нульових рядкiв;
2) в кожному ненульовому рядку перший ненульовий елемент (вiн

називається ведучим елементом рядка) знаходиться в стовпцi
справа вiд ведучого елемента у рядку над ним.

Приклад 1.5. Наступнi матрицi мають схiдчасту форму:⎡⎢⎣ 2 4 1

0 1 2

0 0 0

⎤⎥⎦ ,

⎡⎢⎣ 1 4 1 1

0 0 −1 2

0 0 0 0

⎤⎥⎦ ,

⎡⎢⎢⎣
0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0 0 0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0 0 0 0 ⋆ ⋆ ⋆

0 0 0 0 0 0 ⋆

⎤⎥⎥⎦ .

(тут ведучi елементи кожного рядка обведенi в рамку; ⋆—довiльний
елемент, ⋆ —довiльний ненульовий елемент).

Елементарними перетвореннями рядкiв матрицi називатимемо
такi:

1) Перестановка двох рядкiв мiсцями.
2) Множення рядка матрицi на ненульовий елемент поля 𝑃 .
3) Додавання до одного рядка iншого, помноженого на певне число.
4) Вiдкидання вiд матрицi нульового рядка (якщо вiн є) або припи-

сування до матрицi нульовий рядок.

Якщо над матрицею виконується елементарне перетворення, то це
буде позначатися вiдповiдним чином справа вiд матрицi. Наприклад,
запис ⎡⎣1 2 3

4 5 6

7 8 9

⎤⎦ | · 7 ←−←−−−−−
←−−−−−−

·5

+

означає, що перший рядок множиться на 7, переставляється мiсцями
з другим рядком, в той час як до третього рядка додаються 5 других.

Двi матрицi називаються рядково еквiвалентними, якщо iснує
послiдовнiсть елементарних рядкових операцiй, якi переводять одну
матрицю в iншу.
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Кожну матрицю шляхом елементарних перетворень можна звести
до схiдчастої форми (можливо, не єдиним способом).

Приклад 1.6. Звести до схiдчастої форми матрицю⎡⎢⎢⎣
1 2 −4 −4 5

2 4 0 0 2

2 3 2 1 5

−1 1 3 6 5

⎤⎥⎥⎦
Алгоритм наступний. Працюємо зверху вниз, злiва направо. Спо-

чатку помiчаємо, що елемент першого рядка i першого стовпця ма-
трицi дорiвнює 1, що є зручним для того, щоб в першому стовпцi з
допомогою елементарного перетворення «замiщення» (третє елемен-
тарне перетворення) утворити нулi в iнших позицiях. Отже, першим
кроком обираємо «опорний елемент»— той, який стане ведучим у
схiдчастiй формi матрицi i утворюємо нулi пiд цим опорним елемен-
том. ⎡⎢⎢⎢⎣

1 2 −4 −4 5

2 4 0 0 2

2 3 2 1 5

−1 1 3 6 5

⎤⎥⎥⎥⎦ ←−
·(−2)

+

←−−−−−−

·(−2)

+

←−−−−−−−−−−−−+

∼

⎡⎢⎢⎣
1 2 −4 −4 5

0 0 8 8 −8

0 −1 10 9 −5

0 3 −1 2 10

⎤⎥⎥⎦ | : 8 ←−
←−−−−−

Тепер помiчаємо, що, по-перше, усi елементи другого рядка дiляться
на 8, i, по-друге, в цьому рядку на другiй позицiї знаходиться 0, тодi
як в третьому i четвертому рядках — вiдмiннi вiд нуля елементи. Тому
далi виконаємо дiлення елементiв другого рядка на 8 i помiняємо
його мiсцем з третiм рядком, ведучим елементом якого є −1. Тепер
обираємо опорний елемент (−1 в другому рядку) i утворюємо нулi в
усiх позицiях пiд ним.⎡⎢⎢⎣

1 2 −4 −4 5

0 −1 10 9 −5

0 0 1 1 −1

0 3 −1 2 10

⎤⎥⎥⎦
←−

·3

+

∼

⎡⎢⎢⎣
1 2 −4 −4 5

0 −1 10 9 −5

0 0 1 1 −1

0 0 29 29 −5

⎤⎥⎥⎦
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Переходимо до третього рядка. Опорний елемент дорiвнює 1. Вiднi-
мемо вiд четвертого рядка 29 третiх i остаточно отримаємо:⎡⎢⎢⎣

1 2 −4 −4 5

0 −1 10 9 −5

0 0 1 1 −1

0 0 0 0 24

⎤⎥⎥⎦ .

Бачимо, що одержана матриця у схiдчастiй формi i вона рядково
еквiвалентна до вихiдної матрицi.

Метод Гауса1 розв’язування систем лiнiйних рiвнянь (метод
послiдовного виключення невiдомих) полягає в наступному:
1. Виписати розширену матрицю системи лiнiйних рiвнянь.
2. За допомогою елементарних перетворень рядкiв матрицi звести її

до схiдчастої форми.
3. Повернутись вiд одержаної матрицi до системи та розв’язати її.

Зауважимо, що звести матрицю до схiдчастої форми можна рi-
зними способами. Вiдзначимо деякi поради того, як цього можна
досягнути:

∙ Обрати крайнiй злiва стовпець, не всi елементи якого до-
рiвнюють нулю. Створити ведучий елемент першого рядка
(вiн повинен бути ненульовим, але бажано, якщо ведучий
елемент дорiвнює ±1), використовуючи елементарне пере-
творення «перестановка рядкiв».
∙ Використовуючи цей ведучий елемент, створити в стовпцi

пiд ним нулi. Цього завжди можна досягти, додаючи до ко-
жного рядка перший рядок, що помножений на вiдповiдний
коефiцiєнт.
∙ Повторити описанi вище дiї для пiдматрицi, яка одержує-
ться з даної пiсля викреслення першого рядка i першого
(ненульового) стовпця.

Приклад 1.7. Розв’язати систему:⎧⎪⎨⎪⎩
2𝑥2+3𝑥3 = 8,

2𝑥1+3𝑥2+ 𝑥3 = 5,

𝑥1− 𝑥2−2𝑥3 = −5.

(1.3)

(1.4)

(1.5)

1Johann Carl Friedrich Gauss (1777–1855) — видатний нiмецький математик.
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Розв’язання. Розширена матриця системи має вигляд⎡⎣ 0 2 3

2 3 1

1 −1 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 8

5

−5

⎤⎦ .

Зведемо її до схiдчастої форми. Перший ненульовий стовпець — край-
нiй злiва. Переставивши мiсцями перший i третiй рядки матрицi, ми
досягнемо того, що ведучий елемент першого рядка буде рiвним 1,
що є зручним для подальших обчислень.⎡⎣ 1 −1 −2

2 3 1

0 2 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ −5

5

8

⎤⎦ .

Далi утворюємо нулi пiд ведучим елементом. Для цього до другого
рядка додаємо перший, що помножений на −2:⎡⎣ 1 −1 −2

0 5 5

0 2 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ −5

15

8

⎤⎦ .

Тепер «забуваємо» про перший рядок i повторюємо описанi дiї для
одержаної пiдматрицi. Елементи другого рядка помножимо на 1

5 .⎡⎣ 1 −1 −2

0 1 1

0 2 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ −5

3

8

⎤⎦ .

Утворимо нуль на другiй позицiї третього рядка (додаємо до третього
рядка другий, помножений на −2):⎡⎣ 1 −1 −2

0 1 1

0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ −5

3

2

⎤⎦ .

Одержали матрицю у схiдчастiй формi. Тепер повертаємось до систе-
ми ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥1−𝑥2−2𝑥3 = −5,

𝑥2+ 𝑥3 = 3,

𝑥3 = 2,

(1.6)

(1.7)

(1.8)
i розв’язуємо її «знизу вгору»: 𝑥3 = 2, 𝑥2 = 3− 𝑥3 = 1, 𝑥1 = −5 + 𝑥2 +

2𝑥3 = 0.
Вiдповiдь. {(0, 1, 2)}. �
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Приклад 1.8. Розв’язати систему:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1− 𝑥2−𝑥3+2𝑥4 = 1,

2𝑥1−2𝑥2−𝑥3+3𝑥4 = 3,

−𝑥1+ 𝑥2−𝑥3 = −3.

(1.9)

(1.10)

(1.11)

Розв’язання. Випишемо розширену матрицю системи i зведемо
її до схiдчастої форми.

⎡⎣ 1 −1 −1 2

2 −2 −1 3

−1 1 −1 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

3

−3

⎤⎦ ←−
·(−2)

+

←−−−−−−+

∼

⎡⎣ 1 −1 −1 2

0 0 1 −1

0 0 −2 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

1

−2

⎤⎦
←−
·2

+

∼

⎡⎣ 1 −1 −1 2

0 0 1 −1

0 0 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

1

0

⎤⎦
Система, що вiдповiдає останнiй матрицi, має вигляд{︂

𝑥1−𝑥2−𝑥3+2𝑥4 = 1,

𝑥3− 𝑥4 = 1.

(1.12)

(1.13)

Ця система має безлiч розв’язкiв. Iснує декiлька способiв введення
параметрiв для опису загального розв’язку цiєї системи. Ми буде-
мо використовувати такий: вираження змiнних, що вiдповiдають
ведучим елементам рядкiв схiдчастої форми матрицi (цi змiннi нази-
ваються основними) через iншi змiннi (вони називаються вiльними).
В нашому прикладi основними є змiннi 𝑥1 та 𝑥3, а вiльними— 𝑥2 та
𝑥4.

Маємо: 𝑥3 = 𝑥4 + 1, 𝑥1 = 𝑥2 + 𝑥3 − 2𝑥4 + 1 = 𝑥2 − 𝑥4 + 2. Для
запису вiдповiдi введемо параметри 𝑎 = 𝑥2, 𝑏 = 𝑥4.

Вiдповiдь. {(𝑎− 𝑏 + 2, 𝑎, 𝑏 + 1, 𝑏) : 𝑎, 𝑏 ∈ R}. �
Вiдзначимо також, що якщо останнiй ненульовий рядок схiдча-

стої форми матрицi мiстить лише один вiдмiнний вiд нуля елемент
(останнiй), то система є несумiсною, а в iншому випадку— сумiсною.
Якщо кiлькiсть рядкiв в схiдчастiй формi матрицi спiвпадає з кiлькi-
стю невiдомих сумiсної системи, то вона має єдиний розв’язок; якщо
ж їх менше— то безлiч.
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1.3. Зведена схiдчаста форма матрицi i розв’язування систем
лiнiйних рiвнянь методом Йордана–Гауса.

Означення 1.6. Говорять, що матриця має зведену схiдчасту форму ,
якщо виконується умови:

1) вона має схiдчасту форму;
2) ведучi елементи кожного ненульового рядка дорiвнюють 1;
3) кожний стовпець, що мiстить ведучу одиницю якогось рядка, мiстить в

усiх iнших позицiях нулi.

Приклад 1.9. Наступнi матрицi мають зведену схiдчасту форму:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 0 0 3 0 0

0 0 1 0 2 0 0

0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

⎡⎢⎢⎢⎣
0 1 ⋆ 0 0 ⋆ 0

0 0 0 1 0 ⋆ 0

0 0 0 0 1 ⋆ 0

0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦
(тут ⋆— довiльнi числа, 1 — ведучий елемент вiдповiдного рядка).

Виявляється, що кожна матриця рядково еквiвалентна лише однiй
матрицi у зведенiй схiдчастiй формi.

Метод Йордана1–Гауса розв’язування систем лiнiйних рiвнянь по-
лягає в наступному:

1. Записуємо розширену матрицю системи лiнiйних рiвнянь.
2. Зводимо матрицю до схiдчастої форми i встановлюємо, чи сумiсна

система. Якщо сумiсна, то переходимо до наступного пункту.
3. Утворюючi нулi в стовпцях з ведучими елементами рядкiв матрицi,

приводимо її до зведеної схiдчастої форми.
4. Повертаємось вiд матрицi до системи. Тi змiннi, що вiдповiдають веду-

чим одиницям, назвемо основними, усi iншi (якщо вони є) — вiльними.
Виражаємо основнi змiннi через вiльнi i записуємо вiдповiдь.

Розв’яжемо систему з прикладу 1.8 методом Йордана–Гауса. Як було
показано вище, схiдчастою формою матрицi цiєї системи є⎡⎢⎣ 1 −1 −1 2

0 0 1 −1
0 0 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1

1

0

⎤⎥⎦ .

Вiдзначаємо, що система сумiсна, оскiльки ми не отримали рядка виду[︁
0 0 0 0 1

]︁
. Приведемо її до зведеної схiдчастої форми. Для цього

1Wilhelm Jordan (1842–1899) — нiмецький геодезiст.
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слiд утворити нулi в першiй i третiй позицiях третього стовпця. Цього
можна досягти, додавши до першого рядка другий:⎡⎢⎣ 1 −1 0 1

0 0 1 −1
0 0 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 2

1

0

⎤⎥⎦ .

Одержали матрицю у зведенiй схiдчастiй формi. Система, що їй вiдпо-
вiдає має вигляд: {︂

𝑥1−𝑥2 +𝑥4 = 2,

𝑥3−𝑥4 = 1.

(1.14)

(1.15)

Змiннi 𝑥1 та 𝑥3 є основними, а 𝑥2 та 𝑥4 — вiльними. Виражаємо основнi
змiннi через вiльнi: {︂

𝑥1 = 𝑥2 − 𝑥4 + 2,

𝑥3 = 𝑥4 + 1.

(1.16)

(1.17)

i виписуємо остаточну вiдповiдь: {(𝑎− 𝑏+ 2, 𝑎, 𝑏+ 1, 𝑏) : 𝑎, 𝑏 ∈ R}.

§ 2. 𝑛-вимiрний арифметичний векторний простiр

При розв’язуваннi систем лiнiйних рiвнянь виникає поняття впо-
рядкованого набору з 𝑛 чисел — розв’язок системи рiвнянь з 𝑛 невi-
домими. Якщо на множинi всiх таких впорядкованих наборiв чисел
ввести операцiї додавання i множення на число, то дiстанемо ал-
гебраїчну структуру, яка називається 𝑛-вимiрним арифметичним
векторним простором.

2.1. Поняття 𝑛-вимiрного арифметичного векторного
простору.

Нехай 𝑛—натуральне.

Означення 1.7. 𝑛-вимiрним вектором над полем 𝑃 назвемо
впорядкований набiр з 𝑛 елементiв цього поля.

Зазвичай впорядкований набiр чисел 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 позначається
одним з двох наступних способiв:

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) або

⎡⎢⎣𝑥1

...
𝑥𝑛

⎤⎥⎦ .
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𝑛-вимiрний вектор позначають малими латинськими лiтерами зi стрiл-
кою зверху або грубим шрифтом: 𝑥⃗ або 𝑥. Ми будемо використовувати
перше позначення.

Зауважимо, що часто для спрощення обґрунтування окремих
фактiв використовується тлумачення 𝑛-вимiрного вектора як матрицi,
що мiстить 𝑛 рядкiв та один стовпець.

Два 𝑛-вимiрних вектори 𝑥⃗ та 𝑦⃗ називаються рiвними (позна-
чається 𝑥⃗ = 𝑦⃗), якщо їх вiдповiднi компоненти однаковi: нехай
𝑥⃗ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦⃗ = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), тодi 𝑥⃗ = 𝑦⃗ тодi i тiльки тодi, коли
𝑥1 = 𝑦1 ∧ . . . ∧ 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛.

Вектор (0, 0, . . . , 0) називається нульовим i позначається 0⃗.
Множину всiх 𝑛-вимiрних векторiв заданих над полем 𝑃 познача-

ють 𝑃𝑛. Якщо в текстi не зроблено спецiальних зауважень, ми надалi
розглядатимемо випадок, коли 𝑃 = R.

На множинi R𝑛 всiх 𝑛-вимiрних векторiв, елементами яких є
дiйснi числа, введемо двi бiнарнi алгебраїчнi операцiї: внутрiшню
«додавання» i зовнiшню «множення на число».

Означення 1.8. Сумою двох 𝑛-вимiрних векторiв 𝑥⃗ =

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) та 𝑦⃗ = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) називається вектор 𝑥⃗ + 𝑦⃗ = (𝑥1 +

𝑦1, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛).

Означення 1.9. Добутком вектора 𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) на число
𝑐 ∈ R називається вектор 𝑐𝑥⃗ = (𝑐𝑥1, 𝑐𝑥2, . . . , 𝑐𝑥𝑛).

Серед властивостей вказаних операцiй додавання та множення
на число вiдмiтимо такi:

1) ∀𝑥⃗, 𝑦⃗, 𝑧⃗ ∈ R𝑛: 𝑥⃗ + (𝑦⃗ + 𝑧⃗) = (𝑥⃗ + 𝑦⃗) + 𝑧⃗ (асоцiативнiсть);
2) ∀𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ R𝑛: 𝑥⃗ + 𝑦⃗ = 𝑦⃗ + 𝑥⃗ (комутативнiсть);
3) ∀𝑥⃗ ∈ R𝑛: 𝑥⃗ + 0⃗ = 𝑥⃗;
4) ∀𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ R𝑛, ∀𝑐 ∈ R: 𝑐(𝑥⃗ + 𝑦⃗) = 𝑐𝑥⃗ + 𝑐𝑦⃗ (дистрибутивнiсть);
5) ∀𝑥⃗ ∈ R𝑛, ∀𝑐, 𝑑 ∈ R: (𝑐 + 𝑑)𝑥⃗ = 𝑐𝑥⃗ + 𝑑𝑥⃗ (дистрибутивнiсть);
6) ∀𝑥⃗ ∈ R𝑛, ∀𝑐, 𝑑 ∈ R: (𝑐𝑑)𝑥⃗ = 𝑐(𝑑𝑥⃗);
7) ∀𝑥⃗ ∈ R𝑛: 1 · 𝑥⃗ = 𝑥⃗;
8) ∀𝑥⃗ ∈ R𝑛: 0 · 𝑥⃗ = 0⃗.

Означення 1.10. Множина усiх 𝑛-вимiрних векторiв з дiйсними
компонентами, що розглядається з визначеними в нiй операцiями
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додавання i множення на число, називається 𝑛-вимiрним арифмети-
чним векторним простором.

Геометричною iнтерпретацiєю просторiв R2 (R3) є множина всiх
векторiв площини (простору) з початком в точцi 𝑂 з операцiями
додавання i множення на число, означеними в стандартний спосiб,
який вiдомий ще зi шкiльної геометрiї.

2.2. Лiнiйна комбiнацiя i лiнiйна оболонка системи ве-
кторiв.

Далi ми розглядатимемо системи векторiв — це скiнченна суку-
пнiсть векторiв, в якiй, взагалi кажучи, чiтко визначено мiсце кожного
вектора.

Означення 1.11. Нехай
(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
— система векторiв про-

стору R𝑛. Говорять, що вектор 𝑏⃗ є лiнiйною комбiнацiєю систе-
ми векторiв

(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
(вектор 𝑏⃗ лiнiйно виражається через

𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘), якщо iснують дiйснi 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑘 такi, що виконує-
ться рiвнiсть:

𝑏⃗ = 𝛼1𝑎⃗1 + 𝛼2𝑎⃗2 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘.

Позначатимемо це так: 𝑏⃗ л.в.−−→ 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘.

Означення 1.12. Множина всiх можливих лiнiйних комбiнацiй
векторiв 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 простору R𝑛 називається лiнiйною оболонкою цих
векторiв i позначається 𝐿 (⃗𝑎1, . . . , 𝑎⃗𝑘):

𝐿 (⃗𝑎1, . . . , 𝑎⃗𝑘) =
{︀
𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘 : 𝛼𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 𝑘

}︀
.

Приклад 1.10. Розглянемо вектори 𝑢⃗ =

[︂
−1

2

]︂
i 𝑣⃗ =

[︂
2

3

]︂
. Цi два

вектори можна взяти в основi нової координатної сiтки на площинi
(див. рис. 1.2). При цьому кожний вектор 𝑤⃗ ∈ R2 може бути поданий
у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв 𝑢⃗ та 𝑣⃗. Наприклад, як видно з

рисунку, вектор
[︂

5

−3

]︂
є сумою векторiв −3𝑢⃗ та 𝑣⃗. З iншого боку, це

пiдтверджується безпосереднiм обчисленням:

−3𝑢⃗ + 𝑣⃗ = −3

[︂
−1

2

]︂
+

[︂
2

3

]︂
=

[︂
5

−3

]︂
.

Перехiд вiд однiєї системи координат до iншої є зручним iнстру-
ментом при розв’язуваннi багатьох задач.
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𝑥

𝑦

𝑢⃗

𝑣⃗

𝑢⃗+ (−𝑣⃗)

−3𝑢⃗+ 𝑣⃗

Рис. 1.2. Нова координатна сiтка, що породжується векторами 𝑢⃗ = (−1, 2)
та 𝑣⃗ = (2, 3) в просторi R2.

Приклад 1.11. Нехай 𝑥⃗—ненульовий вектор простору R3. Тодi
з геометричної точки зору 𝐿 (𝑥⃗) —множина векторiв на прямiй, що
мiстить вектор 𝑥⃗:

𝐿 (𝑥⃗) = {𝛼𝑥⃗ : 𝛼 ∈ R} .

Приклад 1.12. Нехай 𝑥⃗, 𝑦⃗—ненульовi неколiнеарнi вектори про-
стору R3. Тодi з геометричної точки зору 𝐿 (𝑥⃗, 𝑦⃗) —множина векторiв
площини, що мiстить вектори 𝑥⃗ та 𝑦⃗ i проходить через початок коор-
динат:

𝐿 (𝑥⃗, 𝑦⃗) = {𝛼1𝑥⃗ + 𝛼𝑦⃗ : 𝛼1, 𝛼2 ∈ R} .

Приклад 1.13. Нехай 𝑎⃗1 =

⎡⎣ 1

−2

−5

⎤⎦, 𝑎⃗2 =

⎡⎣2

5

6

⎤⎦, 𝑏⃗ =

⎡⎣ 7

4

−3

⎤⎦. Довести,

що вектор 𝑏⃗ є лiнiйною комбiнацiєю векторiв 𝑎⃗1 i 𝑎⃗2 i знайти вiдповiдне
подання.

Розв’язання. Припустимо, що вектор 𝑏⃗ є лiнiйною комбiнацiєю
векторiв 𝑎⃗1 i 𝑎⃗2. Тодi повиннi iснувати такi коефiцiєнти 𝑥 та 𝑦, щоб
виконувалась рiвнiсть

𝑏⃗ = 𝑥𝑎⃗1 + 𝑦𝑎⃗2.
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Маємо: ⎡⎣ 7

4

−3

⎤⎦ = 𝑥

⎡⎣ 1

−2

−5

⎤⎦ + 𝑦

⎡⎣2

5

6

⎤⎦ ,

звiдки з означень добутку вектора на число, суми векторiв та їх
рiвностi знаходимо: ⎡⎣ 7

4

−3

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝑥 + 2𝑦

−2𝑥 + 5𝑦

−5𝑥 + 6𝑦

⎤⎦ ,

що рiвносильно системi ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥+2𝑦 = 7,

−2𝑥+5𝑦 = 4,

−5𝑥+6𝑦 = −3.

(1.18)

(1.19)

(1.20)
Розв’язуємо цю систему методом Гауса:⎡⎣ 1 2

−2 5

−5 6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 7

4

−3

⎤⎦ ←−
·2

+

←−−−−

·5

+

∼

⎡⎣ 1 2

0 9

0 16

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 7

18

32

⎤⎦ | · 19
| · 1

16

∼

⎡⎣ 1 2

0 1

0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 7

2

2

⎤⎦ .

Система, що вiдповiдає останнiй матрицi, вочевидь, сумiсна i визна-
чена, а її розв’язком є пара чисел (3, 2). Таким чином, 𝑏⃗ = 3𝑎⃗1 + 𝑎⃗2.
�

Приклад 1.14. Довести, що 𝐿

(︂[︂
2

−1

]︂
,

[︂
1

3

]︂)︂
= R2.

Розв’язання. Треба довести, що кожний вектор з простору

R2 можна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв 𝑎⃗1 =

[︂
2

−1

]︂
,

𝑎⃗2 =

[︂
1

3

]︂
.

Нехай
[︂
𝑎

𝑏

]︂
—довiльний вектор з R2. Спробуємо подати цей вектор

у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв 𝑎⃗1, 𝑎⃗2:

𝑥

[︂
2

−1

]︂
+ 𝑦

[︂
1

3

]︂
=

[︂
𝑎

𝑏

]︂
.
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Остання рiвнiсть рiвносильна системi:{︃
2𝑥 + 𝑦 = 𝑎,

− 𝑥 + 3𝑦 = 𝑏.

Додавши до першого рiвняння два других, знаходимо 𝑦 = 𝑎+2𝑏
7 i

𝑥 = 3𝑎−𝑏
7 . Отже, якими б не були 𝑎 i 𝑏, справджується рiвнiсть

3𝑎− 𝑏

7

[︂
2

−1

]︂
+

𝑎 + 2𝑏

7

[︂
1

3

]︂
=

[︂
𝑎

𝑏

]︂
.

�

Означення 1.13. Система векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
називається лi-

нiйно залежною, якщо iснують такi числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘, серед яких хоча
б одне вiдмiнне вiд нуля, що виконується рiвнiсть

𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘 = 0⃗. (⋆)

Якщо ж рiвнiсть (⋆) виконується лише при 𝛼1 = . . . = 𝛼𝑘 = 0, то
система векторiв називається лiнiйно незалежною.

Приклад 1.15. Дослiдити, лiнiйно залежною чи лiнiйно незале-
жною є система векторiв:

а) 𝑎⃗1 =

⎡⎣1

0

2

⎤⎦, 𝑎⃗2 =

⎡⎣1

0

0

⎤⎦, 𝑎⃗3 =

⎡⎣0

1

0

⎤⎦;
б) 𝑎⃗1 =

⎡⎣1

0

2

⎤⎦, 𝑎⃗2 =

⎡⎣1

0

0

⎤⎦, 𝑎⃗3 =

⎡⎣2

0

6

⎤⎦.
Розв’язання. а) Складемо рiвнiсть (⋆) для векторiв 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, 𝑎⃗3.

𝛼1

⎡⎣1

0

2

⎤⎦ + 𝛼2

⎡⎣1

0

0

⎤⎦ + 𝛼3

⎡⎣0

1

0

⎤⎦ =

⎡⎣0

0

0

⎤⎦ .

Остання рiвнiсть приводить до системи⎧⎪⎨⎪⎩
𝛼1+𝛼2 = 0,

𝛼3 = 0,

2𝛼1 = 0,

(1.21)

(1.22)

(1.23)

яка, очевидно, має лише нульовий розв’язок. Таким чином, система
векторiв 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, 𝑎⃗3 є лiнiйно незалежною.
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б) Легко перевiрити, що має мiсце рiвнiсть

3𝑎⃗1 − 𝑎⃗2 − 𝑎⃗3 = 0⃗.

Таким чином, система векторiв 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, 𝑎⃗3 є лiнiйно залежною.
Зауважимо, що цю задачу можна розв’язати, складаючи рiвнiсть

(⋆) (аналогiчно до того, як це було зроблено в п. а)). В цьому випадку
одержана система була б невизначеною (мала б безлiч розв’язкiв), з
чого робимо висновок про лiнiйну залежнiсть дослiджуваної системи
векторiв. �

Теорема 1.2. Для того, щоб система векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
була

лiнiйно залежною, необхiдно i достатньо, щоб хоча б один вектор
цiєї системи лiнiйно виражався через iншi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
—деяка лiнiйно

залежна система векторiв. Це означає, що рiвнiсть (⋆), складена для
цих векторiв, виконується при деякому 𝑐𝑖 ̸= 0:

𝑐1𝑎⃗1 + . . . + 𝑐𝑖𝑎⃗𝑖 + . . . + 𝑐𝑘𝑎⃗𝑘 = 0⃗, 𝑐𝑖 ̸= 0.

Роздiливши обидвi частини останньої рiвностi на 𝑐𝑖, дiстанемо:

𝑎⃗𝑖 = −𝑐1
𝑐𝑖
𝑎⃗1 − . . .− 𝑐𝑖−1

𝑐𝑖
𝑎⃗𝑖−1 −

𝑐𝑖+1

𝑐𝑖
𝑎⃗𝑖+1 − . . .− 𝑐𝑘

𝑐𝑖
𝑎⃗𝑘,

тобто вектор 𝑎⃗𝑖 є лiнiйною комбiнацiєю iнших векторiв.
Достатнiсть. Припустимо, що деякий вектор системи векторiв

є лiнiйною комбiнацiєю iнших векторiв: 𝑎⃗𝑖 = 𝑐𝑖1 𝑎⃗𝑖1 + . . . + 𝑐𝑖𝑙 𝑎⃗𝑖𝑙 . Тодi,
записавши рiзницю мiж лiвою i правою частинами останньої рiвностi,
i доповнивши її доданками виду 0 · 𝑎⃗𝑗 , складемо правильну рiвнiсть
(⋆) для системи векторiв

(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
, яка виконується принаймнi при

одному коефiцiєнту вiдмiнному вiд нуля (коефiцiєнт при 𝑎⃗𝑖 дорiвнює
1). �

Очевидно, що система, яка складається з одного вектора, є лiнiйно
залежною тодi i тiльки тодi, коли цей вектор— 0⃗.

Теорема 1.3. Якщо система векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
мiстить лi-

нiйно залежну пiдсистему
(︀
𝑎⃗𝑖1 , . . . , 𝑎⃗𝑖𝑙

)︀
, то вихiдна система лiнiйно

залежна.

Доведення пропонуємо читачам провести самостiйно.
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Наслiдок. Система векторiв, що мiстить нуль-вектор, є лi-
нiйно залежною.

Теорема 1.4 (Основна теорема про лiнiйну залежнiсть). Якщо
кожний вектор системи з бiльшою кiлькiстю векторiв лiнiйно
виражається через вектори системи з меншою кiлькiстю векторiв,
то перша система лiнiйна залежна.

Доведення. Нехай 𝒜 =
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
i ℬ =

(︀
𝑏1, . . . , 𝑏⃗𝑙

)︀
—двi си-

стеми векторiв, причому 𝑘 > 𝑙. Нехай також кожний вектор системи
𝒜 є лiнiйною комбiнацiєю векторiв системи ℬ. Якщо серед векторiв
системи 𝒜 є нуль-вектор, то вона є лiнiйно залежною, а тому далi
розглядатимемо випадок, коли усi вектори системи 𝒜 ненульовi.

1. Оскiльки 𝑎⃗1
л.в.−−→ 𝑏⃗1, . . . , 𝑏⃗𝑙, то рiвнiсть 𝑐0𝑎⃗1 + 𝑐1⃗𝑏1 + . . . + 𝑐𝑙𝑏𝑙

виконується хоча б при одному 𝑐𝑖 ̸= 0, 𝑖 > 1 (якщо припустити, що
𝑐𝑖 = 0 для всiх 𝑖 > 1, то тодi 𝑐0 ̸= 0, а значить 𝑎⃗1 = 0⃗, що супере-
чить припущенню про ненульовi вектори системи 𝒜). Не порушуючи
загальностi вважатимемо, що 𝑐1 ̸= 0. Тодi

𝑏⃗1 = −𝑐0
𝑐1

𝑎⃗1 −
𝑐2
𝑐1

𝑏⃗2 − . . .− 𝑐𝑙
𝑐1

𝑏⃗𝑙,

тобто
𝑏⃗1

л.в.−−→ 𝑎⃗1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑙.

Тодi очевидно, що i кожний з векторiв 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘 також є лiнiйною
комбiнацiєю векторiв 𝑎⃗1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑙.

2. Складемо рiвнiсть (⋆) для векторiв 𝑎⃗2, 𝑎⃗1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑙. Якщо усi
коефiцiєнти при векторах 𝑏⃗𝑖 дорiвнюють нулю, то вектори 𝑎⃗1, 𝑎⃗2
утворюють лiнiйно залежну систему, а тому за теоремою 1.3 i уся
система 𝒜 буде лiнiйно залежною. Тому припустимо, що якийсь
коефiцiєнт при 𝑏⃗𝑖 вiдмiнний вiд нуля. Не порушуючи загальностi
вважатимемо, що це коефiцiєнт при 𝑏⃗2. Тодi знаходимо, що

𝑏⃗2
л.в.−−→ 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, 𝑏⃗3, . . . , 𝑏⃗𝑙.

Крiм цього, 𝑎⃗𝑖
л.в.−−→ 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, 𝑏⃗3, . . . , 𝑏⃗𝑙, 𝑖 = 3, 𝑘.

3. Продовжимо такi ж мiркування далi. Враховуючи, що 𝑘 > 𝑙

зрештою одержимо, що для деякого 𝑠: 𝑎⃗𝑠
л.в.−−→ 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑠−1. Якщо

𝑠 < 𝑘, то система 𝒜 мiстить лiнiйно залежну пiдсистему за теоремою
1.3 є лiнiйно залежною. Якщо ж 𝑠 = 𝑘, то система 𝒜 є лiнiйно
залежною за теоремою 1.2. �
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Теорема 1.5. Система векторiв

𝑒⃗1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1

0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑒⃗2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0

1
...
0

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑒⃗𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0

0
...
1

⎤⎥⎥⎥⎦
є лiнiйно незалежною, причому кожний вектор 𝑥⃗ ∈ R𝑛 лiнiйно
виражається через вектори 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛.

Доведення. Оскiльки рiвнiсть (⋆), що складена для векторiв
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛, виконується лише при 𝑐1 = . . . = 𝑐𝑛 = 0, то система лiнiйно

незалежна. Нехай 𝑥⃗ =

⎡⎢⎣𝑥1

...
𝑥𝑛

⎤⎥⎦—довiльний вектор з простору R𝑛. Тодi

𝑥⃗ = 𝑥1𝑒⃗1 + 𝑥2𝑒⃗2 + . . . + 𝑥𝑛𝑒⃗𝑛, що i потрiбно було довести. �

Наслiдок (теорем 1.4 та 1.5). Кожна множина з 𝑚 векторiв
простору R𝑛 при 𝑚 > 𝑛 є лiнiйно залежною.

Теорема 1.6. Нехай 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 — вектори-стовпцi простору R𝑛

i 𝐴 =
[︀
𝑎1 . . . 𝑎⃗𝑘

]︀
— матриця, стовпцями якої є 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘. Тодi

система векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
є лiнiйно залежною тодi i тiльки тодi,

коли однорiдна система лiнiйних рiвнянь
[︀
𝐴 | 0⃗

]︀
має ненульовий

розв’язок.

Доведення. Справдi, однорiдну систему лiнiйних рiвнянь[︀
𝐴 | 0⃗

]︀
з матрицею 𝐴 =

[︀
𝑎1 . . . 𝑎⃗𝑘

]︀
можна записати у вектор-

нiй формi 𝑥1𝑎⃗1 + . . . + 𝑥𝑛𝑎⃗𝑘 = 0⃗. Якщо остання рiвнiсть виконується
не при всiх 𝑥𝑖 рiвних нулю, то, з одного боку, система має ненульовий
розв’язок, а з iншого — вектори 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 утвоюють лiнiйно залежну
систему. �

2.3. Базис системи векторiв.

Означення 1.14. Двi системи векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
i
(︀
𝑏1, . . . , 𝑏⃗𝑙

)︀
простору R𝑛 називаються еквiвалентними, якщо кожен вектор пер-
шої системи лiнiйно виражається через вектори другої i навпаки.

Теорема 1.7. Двi еквiвалентнi лiнiйно незалежнi системи мi-
стять однакову кiлькiсть векторiв.
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Доведення. Нехай
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
i
(︀
𝑏1, . . . , 𝑏⃗𝑙

)︀
— еквiвалентнi лiнiй-

но незалежнi системи векторiв. Якщо припустити, що 𝑘 > 𝑙, то за
основною теоремою про лiнiйну залежнiсть система

(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
мала

б бути лiнiйно залежною, що суперечить умовi. Аналогiчно, якщо
𝑙 > 𝑘, то лiнiйно залежною мала б бути система

(︀
𝑏1, . . . , 𝑏⃗𝑙

)︀
. Таким

чином, 𝑘 = 𝑙. �

Лема 1.1. Якщо система векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
лiнiйно неза-

лежна, а система векторiв
(︀
𝑏, 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
— лiнiйно залежна, то 𝑏⃗

лiнiйно виражається через 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘.

Доведення. Iз лiнiйної залежностi системи векторiв(︀
𝑏, 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
слiдує, що рiвнiсть

𝛼 · 𝑏⃗ + 𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘 = 0⃗

можлива, коли не усi коефiцiєнти одночасно дорiвнюють нулю. Якщо
припустити, що 𝛼 = 0, то цей вiдмiнний вiд нуля коефiцiєнт буде
серед 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘, а отже система

(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
буде лiнiйно залежною,

що суперечить умовi. Отже, 𝛼 ̸= 0 i

𝑏⃗ = −𝛼1

𝛼
𝑎⃗1 − . . .− 𝛼𝑘

𝛼
𝑎⃗𝑘.

�

Означення 1.15. Пiдсистема векторiв
(︀
𝑎⃗𝑖1 , . . . , 𝑎⃗𝑖𝑙

)︀
системи(︀

𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘
)︀
називається базисом цiєї системи, якщо виконуються

умови:
1) пiдсистема

(︀
𝑎⃗𝑖1 , . . . , 𝑎⃗𝑖𝑙

)︀
є лiнiйно незалежною;

2) для довiльного вектора 𝑎⃗𝑠 системи
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
пiдсистема(︀

𝑎⃗𝑠, 𝑎⃗𝑖1 , . . . , 𝑎⃗𝑖𝑙
)︀
є лiнiйно залежною.

За лемою 1.1 вектор 𝑎⃗𝑠 лiнiйно виражається через вектори(︀
𝑎⃗𝑖1 , . . . , 𝑎⃗𝑖𝑙

)︀
, тому можна дати таке означення базису системи ве-

кторiв.
Означення 1.15′. Пiдсистема векторiв

(︀
𝑎⃗𝑖1 , . . . , 𝑎⃗𝑖𝑙

)︀
системи(︀

𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘
)︀
називається її базисом, якщо ця пiдсистема є лiнiйно

незалежною i через її вектори лiнiйно виражається будь-який вектор
даної системи.

Приклад 1.16. Знайти базис системи векторiв 𝑎⃗1 = (1, 0, 2),
𝑎⃗2 = (1, 0, 1), 𝑎⃗3 = (1, 0, 0).
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Розв’язання. Рiвнiсть (⋆), складена для цих векторiв, приво-
дить до системи ⎧⎪⎨⎪⎩

𝛼1+𝛼2+𝛼3 = 0,

0 = 0,

2𝛼1+𝛼2 = 0,

(1.24)

(1.25)

(1.26)

яка має безлiч розв’язкiв. Це означає, що вихiдна система векторiв
є лiнiйно залежною, тому її базис мiстить два або менше векторiв.
Вектори, наприклад, 𝑎⃗1 i 𝑎⃗3 є лiнiйно незалежними (чому?), а тому
вони утворюють базис даної системи.

Аналогiчно в якостi базису можна було б взяти пiдсистеми(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2

)︀
,
(︀
𝑎⃗2, 𝑎⃗3

)︀
. �

Розглянемо деякi властивостi базису системи векторiв:
1. Будь-яка система векторiв еквiвалентна з базисом цiєї системи.
2. Будь-якi два базиси системи векторiв еквiвалентнi мiж собою.
Справдi, нехай

(︀
𝑎⃗𝑖1 , . . . , 𝑎⃗𝑖𝑙

)︀
i
(︀
𝑎⃗𝑗1 , . . . , 𝑎⃗𝑗𝑚

)︀
—два базиси однiєї

i тiєї ж системи векторiв. Оскiльки перша пiдсистема— базис, то
кожний вектор другої лiнiйно виражається через вектори першої.
Навпаки, оскiльки друга пiдсистема є базисом, то кожний вектор
першої пiдсистеми лiнiйно виражається через вектори другої. Таким
чином, цi два базиси є еквiвалентними системами векторiв.

3. Будь-якi два базиси однiєї i тiєї ж системи векторiв мiстять
однакову кiлькiсть векторiв.

Справдi, за доведеною властивiстю два будь-якi два базиси однiєї
i тiєї ж системи еквiвалентнi. А оскiльки базис є лiнiйно незале-
жною системою, то за теоремою 1.7 вони мiстять однакову кiлькiсть
векторiв.

Остання властивiсть дає можливiсть ввести таке означення.

Означення 1.16. Рангом системи векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
нази-

вається кiлькiсть векторiв її базису.

Наприклад, ранг системи векторiв 𝑎⃗1 = (1, 0, 2), 𝑎⃗2 = (1, 0, 1),
𝑎⃗3 = (1, 0, 0) (див. приклад 1.16) дорiвнює 2, а ранг системи векторiв
𝑎⃗1 = (1, 0, 0, 0), 𝑎⃗2 = (0, 1, 0, 0), 𝑎⃗3 = (0, 0, 1, 0) дорiвнює 3.

Якщо в якостi системи векторiв розглянути усi вектори простору
R𝑛, то базис цiєї системи називається базисом простору R𝑛, а ранг
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цiєї системи— розмiрнiстю простору R𝑛. З теореми 1.5 випливає, що
розмiрнiсть простору R𝑛 дорiвнює 𝑛.

2.4. Елементарнi перетворення системи векторiв. Ранг
матрицi.

Означення 1.17. Нехай
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
—деяка система векторiв

простору R𝑛. Наступнi перетворення цiєї системи називаються еле-
ментарними:

1) перестановка мiсцями будь-яких векторiв системи;
2) множення будь-якого iз векторiв системи на число 𝑐 ̸= 0;
3) додавання до будь-якого iз векторiв системи iншого вектора,

помноженого на 𝑐;
4) вiдкидання вiд векторiв системи 0⃗ (якщо вiн там є) або припи-

сування до векторiв системи 0⃗.

Обґрунтування наступного твердження пропонуємо читачевi зро-
бити самостiйно.

Теорема 1.8. При елементарних перетвореннях системи ве-
кторiв її ранг не змiнюється.

Нехай маємо систему лiнiйних рiвнянь з 𝑛 невiдомими з розши-
реною матрицею

[︀
𝐴 | 𝑏⃗

]︀
. Цю матрицю можна розглядати як систему

векторiв-рядкiв простору R𝑛+1. При цьому виконання рядкового
елементарного перетворення матрицi вiдповiдатиме елементарному
перетворенню для системи цих векторiв-рядкiв.

Теорема 1.9. Ненульовi вектори-рядки матрицi у схiдчастiй
формi є лiнiйно незалежними.

Доведення. Справдi, нехай 𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑟 —ненульовi вектори-
рядки матрицi, що має схiдчасту форму з ведучими елементами
𝑐1, . . . , 𝑐𝑟. Складемо рiвнiсть (⋆) для цiєї системи векторiв:

𝛼1𝑣⃗1 + . . . + 𝛼𝑟𝑣⃗𝑟 = 0⃗.

Якщо записати цю рiвнiсть у координатнiй формi, то знайдемо:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼1𝑐1 = 0,

𝛼1𝑑21+ 𝛼2𝑐2 = 0,

. . .

𝛼1𝑑𝑟1+𝛼2𝑑𝑟2+. . .+𝛼𝑟𝑐𝑟 = 0,

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)
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звiдки 𝛼1 = . . . = 𝛼𝑟 = 0, що i потрiбно було довести. �

Означення 1.18. Рангом матрицi називається кiлькiсть нену-
льових рядкiв у її схiдчастiй формi.

Ми позначатимемо ранг матрицi 𝐴 через 𝑟(𝐴) або rank(𝐴).

Приклад 1.17. Знайти ранг матрицi

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
1 2 3 4 5

2 1 3 3 1

2 1 1 2 −1

−2 −1 −1 −2 1

⎤⎥⎥⎦ .

Розв’язання. Приведемо задану матрицю до схiдчастої форми:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 3 4 5

2 1 3 3 1

2 1 1 2 −1

−2 −1 −1 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ←−
·(−2)

+

←−−−−−−

·(−2)

+

←−−−−−−−−−−−−

·2

+

∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 3 4 5

0 −3 −3 −5 −9

0 −3 −5 −6 −11

0 3 5 6 11

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ←−
·(−1)

+

←−−−−−−+

∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 3 4 5

0 −3 −3 −5 −9

0 0 −2 −1 −2

0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ∼

⎡⎢⎣1 2 3 4 5

0 −3 −3 −5 −9

0 0 −2 −1 −2

⎤⎥⎦ .

Отже, 𝑟(𝐴) = 3. �

2.5. Стовпцевий ранг матрицi.
Нехай маємо матрицю, що мiстить 𝑚 рядкiв та 𝑛 стовпчикiв. Кожний

з рядкiв матрицi є 𝑛-вимiрним вектором, а кожний з її стовпцiв —𝑚-
вимiрним вектором. Тому з кожною матрицею зв’язуються двi системи
векторiв: система векторiв-рядкiв i система векторiв-стовпцiв. Кожна з
цих двох систем має свiй ранг. Як було показано вище, рангом матрицi
називається по сутi ранг системи векторiв-рядкiв (його ще називають
рядковим рангом матрицi). Подiбно до цього стовпцевим рангом матрицi
назвемо ранг системи векторiв-стовпцiв.
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Виявляється, що рядковий i стовпцевий ранги матриць завжди спiвпа-
дають. Для доведення цього факту використаємо таке допомiжне твердже-
ння.

Лема 1.2. Якщо рядковий ранг матрицi 𝐴 дорiвнює 𝑝, то iснує
система iз 𝑝 лiнiйно незалежних векторiв-стовпцiв, через якi лiнiйно
виражається кожний вектор-стовпець цiєї матрицi.

Доведення. Нехай ранг системи векторiв-рядкiв 𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑚 матрицi

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛

...
...

. . .
...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
дорiвнює 𝑝. Це означає, що базис цiєї системи мiстить 𝑝 векторiв. Не пору-
шуючи загальностi вважатимемо, що базис утворюють вектори 𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑝.
Кожний з решти векторiв рядкiв лiнiйно виражається через них:

𝑣⃗𝑝+1 = 𝑐𝑝+1,1𝑣⃗1 + 𝑐𝑝+1,2𝑣⃗2 + . . .+ 𝑐𝑝+1,𝑝𝑣⃗𝑝,

𝑣⃗𝑝+2 = 𝑐𝑝+2,1𝑣⃗1 + 𝑐𝑝+2,2𝑣⃗2 + . . .+ 𝑐𝑝+2,𝑝𝑣⃗𝑝,

. . .

𝑣⃗𝑚 = 𝑐𝑚1𝑣⃗1 + 𝑐𝑚2𝑣⃗2 + . . .+ 𝑐𝑚𝑝𝑣⃗𝑝.

Запишемо цi рiвностi в координатах:

𝑎𝑝+1,𝑖 = 𝑐𝑝+1,1𝑎1𝑖 + 𝑐𝑝+1,2𝑎2𝑖 + . . .+ 𝑐𝑝+1,𝑝𝑎𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

𝑎𝑝+2,𝑖 = 𝑐𝑝+2,1𝑎1𝑖 + 𝑐𝑝+2,2𝑎2𝑖 + . . .+ 𝑐𝑝+2,𝑝𝑎𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

. . .

𝑎𝑚𝑖 = 𝑐𝑚1𝑎1𝑖 + 𝑐𝑚2𝑎2𝑖 + . . .+ 𝑐𝑚𝑝𝑎𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Розглянемо вектори

𝑢⃗1 = (

𝑝⏞  ⏟  
1, 0, 0, . . . , 0, 𝑐𝑝+1,1, 𝑐𝑝+2,1, . . . , 𝑐𝑚1),

𝑢⃗2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 𝑐𝑝+1,2, 𝑐𝑝+2,2, . . . , 𝑐𝑚2),

. . .

𝑢⃗𝑝 = (0, 0, . . . , 0, 1, 𝑐𝑝+1,𝑝, 𝑐𝑝+2,𝑝, . . . , 𝑐𝑚𝑝).

Ця система векторiв лiнiйно незалежна (подумайте чому). З iншого боку,
𝑗-й стовпець матрицi 𝐴 можна подати у виглядi їх лiнiйної комбiнацiї:

𝑎⃗𝑗 = 𝑎1𝑗 𝑢⃗1 + 𝑎2𝑗 𝑢⃗2 + . . .+ 𝑎𝑝𝑗 𝑢⃗𝑝,

що i потрiбно було довести. �
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Теорема 1.10. Рядковий i стовпцевий ранги матрицi спiвпадають.

Доведення. Нехай 𝐴— матриця розмiрiв 𝑚× 𝑛, рядковий ранг якої
дорiвнює 𝑝, а стовпцевий — 𝑠. Нехай базис системи векторiв-рядкiв утворю-
ють вектори

(︀
𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑝

)︀
, а векторiв стовпцiв — вектори

(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑠

)︀
.

За доведеною вище лемою кожний з векторiв системи
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑠

)︀
лiнiйно виражається через вектори

(︀
𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑝

)︀
(такi вектори

(︀
𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑝

)︀
iснують i вони лiнiйно незалежнi). Тодi за основною теоремою про лiнiйну
залежнiсть 𝑠 6 𝑝 (в iншому випадку система векторiв

(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑠

)︀
була б

лiнiйно залежною, що неможливо, оскiльки вона є базисом).
Розглянемо так звану транспоновану матрицю до 𝐴:

𝐴𝑇 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎21 . . . 𝑎𝑚1

𝑎12 𝑎22 . . . 𝑎𝑚2

...
...

. . .
...

𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Її рядковий ранг дорiвнює 𝑠, а стовпцевий — 𝑟. Повторивши попереднi
мiркування стосовно матрицi 𝐴𝑇 одержимо, що 𝑝 6 𝑠. Таким чином, 𝑝 =

𝑠. �

Таким чином, нами доведено такий факт: ранг довiльної матрицi 𝐴
дорiвнює рангу транспонованої матрицi 𝐴𝑇 .

2.6. Множення матрицi на вектор i матрично-векторна
форма запису системи лiнiйних рiвнянь.

Означення 1.19. Якщо 𝐴 є 𝑚 × 𝑛 матрицею зi стовпцями
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑛 i 𝑥⃗ ∈ R𝑛, то добутком матрицi 𝐴 на вектор 𝑥⃗ (позна-
чається 𝐴 · 𝑥⃗ або 𝐴𝑥⃗) називається лiнiйна комбiнацiя стовпцiв матрицi
𝐴 з використанням вiдповiдних координат вектора 𝑥⃗ як ваг:

𝐴𝑥⃗ =
[︀
𝑎1 𝑎⃗2 . . . 𝑎⃗𝑛

]︀
⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥1

𝑥2

...
𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ = 𝑥1𝑎⃗1 + 𝑥2𝑎⃗2 + . . . + 𝑥𝑛𝑎⃗𝑛.

Наприклад,[︂
1 3 2

−1 −1 4

]︂⎡⎣2

1

3

⎤⎦ = 2

[︂
1

−1

]︂
+

[︂
3

−1

]︂
+ 3

[︂
2

4

]︂
=

[︂
11

9

]︂
.
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Нехай маємо систему лiнiйних рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,

. . .

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚.

(1.31)

Введемо позначення:

𝑎⃗1 =

⎡⎢⎣𝑎11
...

𝑎𝑚1

⎤⎥⎦ , 𝑎⃗2 =

⎡⎢⎣𝑎12
...

𝑎𝑚2

⎤⎥⎦ , . . . , 𝑎⃗𝑛 =

⎡⎢⎣𝑎1𝑛
...

𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎦ , 𝑏⃗ =

⎡⎢⎣ 𝑏1
...
𝑏𝑚

⎤⎥⎦ .

Тодi систему (1.31) можна подати у виглядi векторного рiвняння

𝑥1𝑎⃗1 + 𝑥2𝑎⃗2 + . . . + 𝑥𝑛𝑎⃗𝑛 = 𝑏⃗. (1.32)

Останню рiвнiсть називатимемо векторною формою запису системи
лiнiйних рiвнянь (1.31).

Якщо ж головну матрицю системи (1.31) позначити через 𝐴 i

ввести вектор невiдомих 𝑥⃗ =

⎡⎢⎣𝑥1

...
𝑥𝑛

⎤⎥⎦, то систему (1.31) можна подати

у так званому матрично-векторному виглядi

𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗. (1.33)

Однорiдна система лiнiйних рiвнянь у матрично-векторнiй формi,
вочевидь, набуває вигляд 𝐴𝑥⃗ = 0⃗.

Властивостi введеної операцiї множення матрицi на вектор ви-
свiтлено в наступнiй теоремi, доведення якої пропонується читачам
виконати самостiйно.

Теорема 1.11. Якщо 𝐴—𝑚×𝑛-матриця, 𝑢⃗ i 𝑣⃗ ∈ R𝑛, 𝑐 ∈ R, то:

1) 𝐴(𝑢⃗ + 𝑣⃗) = 𝐴𝑢⃗ + 𝐴𝑣⃗;
2) 𝐴(𝑐𝑢⃗) = 𝑐 ·𝐴𝑢⃗.

Крiм цього, зазначимо, що результатом добутку матрицi 𝐴 на
вектор 𝑒⃗𝑗 (вектор, 𝑗-та координата якого дорiвнює 1, а решта— 0) є
𝑗-ий стовпець матрицi 𝐴.

2.7. Критерiй сумiсностi системи лiнiйних рiвнянь (тео-
рема Кронекера–Капеллi).
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Теорема 1.12 (Теорема Кронекера1–Капеллi2). Для того, щоб
система лiнiйних рiвнянь була сумiсною, необхiдно i достатньо, щоб
ранг головної матрицi цiєї системи спiвпадав з рангом її розширеної
матрицi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай маємо сумiсну систему лiнiй-
них рiвнянь, векторна форма якої має вигляд

𝑥1𝑎⃗1 + 𝑥2𝑎⃗2 + . . . + 𝑥𝑛𝑎⃗𝑛 = 𝑏⃗.

Iз її сумiсностi випливає, що iснують такi числа 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛, що

𝛼1𝑎⃗1 + 𝛼2𝑎⃗2 + . . . + 𝛼𝑛𝑎⃗𝑛 = 𝑏⃗,

тобто 𝑏⃗ лiнiйно виражається через 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑛. Отже, системи векто-
рiв

(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑛

)︀
та

(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑛, 𝑏⃗

)︀
є еквiвалентними i тому мають

однаковий ранг.
Достатнiсть. Оскiльки (стовпцевi) ранги головної та розшире-

ної матриць спiвпадають, то ранг системи векторiв
(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑛

)︀
дорiвнює рангу системи

(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑛, 𝑏⃗

)︀
. Це означає, що 𝑏⃗ лiнiйно

виражається через 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑛. Тому iснують такi 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, що

𝛼1𝑎⃗1 + 𝛼2𝑎⃗2 + . . . + 𝛼𝑛𝑎⃗𝑛 = 𝑏⃗,

а це i означає, що (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) є розв’язком системи, тобто вона є
сумiсною. �

§ 3. Поняття пiдпростору простору R𝑛.

Означення 1.20. Пiдпростором арифметичного векторного про-
стору R𝑛 називається довiльна множина 𝑆 векторiв з R𝑛 така, що
виконуються умови :
1) якщо 𝑢⃗, 𝑣⃗ ∈ 𝑆, то 𝑢⃗ + 𝑣⃗ ∈ 𝑆 (говорять, що 𝑆 замкнена вiдносно

операцiї додавання);
2) якщо 𝑢⃗ ∈ 𝑆, то для довiльного 𝛼 ∈ R вектор 𝛼𝑢⃗ також належить 𝑆

(говорять, що 𝑆 замкнена вiдносно операцiї множення на число).

З другої умови означення пiдпростору простору R𝑛 випливає, що
пiдпростiр завжди мiстить 0⃗.

1Leopold Kronecker (1823 — 1891) — нiмецький математик.
2Alfredo Capelli (1855 – 1910) — iталiйський математик.
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Приклад 1.18. 1. Розглянемо геометричну iнтерпретацiю про-
стору R3. Нехай 𝑆 —множина векторiв, що розташованi на деякiй
прямiй, яка проходить через початок координат. З геометричних тлу-
мачень операцiй додавання i множення на число векторiв зрозумiло,
що ця множина задовольняє означення пiдпростору простору R3.

2. Множина векторiв, що розташованi на площинi, яка проходить
через початок координат, з аналогiчних мiркувань також утворює
пiдпростiр простору R3.

3. Множина, яка складається з одного нуль-вектора, очевидно,
задовольняє означення 3.2. Сам векторний простiр R𝑛 також мо-
жна мислити як пiдпростiр. Це так званi тривiальнi пiдпростори
арифметичного векторного простору.

Теорема 1.13. Нехай 𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑘 — деякi вектори простору R𝑛.
Тодi їх лiнiйна оболонка 𝐿 (𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑘) — пiдпростiр простору R𝑛.

Доведення. Нехай 𝑢⃗1, 𝑢⃗2 ∈ 𝐿 (𝑣⃗1, · · · 𝑣⃗𝑘). Це означає, що iснують
такi числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑘, що

𝑢⃗1 = 𝛼1𝑣⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑣⃗𝑘,

𝑢⃗2 = 𝛽1𝑣⃗1 + . . . + 𝛽𝑘𝑣⃗𝑘.

Але тодi їх сума 𝑢⃗1 + 𝑢⃗2 = (𝛼1 + 𝛽1)𝑣⃗1 + . . . + (𝛼𝑘 + 𝛽𝑘)𝑣⃗𝑘, тобто
𝑢⃗1 + 𝑢⃗2 є лiнiйною комбiнацiєю системи векторiв 𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑘. Отже,
𝐿 (𝑣⃗1, · · · 𝑣⃗𝑘) замкнена вiдносно операцiї додавання векторiв. Аналогi-
чно доводиться, що вона замкнена i вiдносно операцiї множення на
число. �

Лiнiйна оболонка системи векторiв є в певному смислi «наймен-
шим» пiдпростором, що мiстить цi вектори. Тому лiнiйну оболонку
векторiв 𝑣⃗1, · · · 𝑣⃗𝑘 ми називатимемо також пiдпростором, що поро-
джений векторами 𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑘.

Приклад 1.19. Чи є пiдпростором множина векторiв простору
R3 виду (𝑥, 𝑦, 𝑧) така, що 𝑥 = 5𝑦, 𝑧 = −2𝑦?

Розв’язання. Вказана множина векторiв {(5𝑦, 𝑦,−2𝑦) : 𝑦 ∈ R}
може мислитись як лiнiйна оболонка вектора 𝑎⃗ = (5, 1,−2). За теоре-
мою 1.13 ця множина є пiдпростором простору R𝑛. �

Приклад 1.20. Чи є пiдпростором множина векторiв простору
R3 виду (𝑥, 𝑦, 𝑧) така, що 𝑥 = 5𝑦, 𝑧 = −2𝑦 + 1?
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Розв’язання. Множина векторiв {(5𝑦, 𝑦,−2𝑦 + 1): 𝑦 ∈ R} не
мiстить нуль-вектор простору R𝑛, а тому не може бути пiдпростором
простору R𝑛. �

3.1. Пiдпростори, пов’язанi з матрицями.

Означення 1.21. Нехай 𝐴—𝑚× 𝑛 матриця. Простором рядкiв
матрицi 𝐴 називається пiдпростiр row(𝐴) простору R𝑛, що поро-
джений векторами-рядками матрицi 𝐴; простором стовпцiв матри-
цi 𝐴 називається пiдпростiр col(𝐴) простору R𝑚, що породжений
векторами-стовпцями матрицi 𝐴.

Приклад 1.21. Чи належить вектор 𝑏⃗ =

⎡⎣1

2

3

⎤⎦ простору стовпцiв

матрицi 𝐴 =

⎡⎣1 −1

0 1

3 −2

⎤⎦?
Розв’язання. Перевiримо, чи iснують 𝛼1, 𝛼2 такi, що⎡⎣1

2

3

⎤⎦ = 𝛼1

⎡⎣1

0

3

⎤⎦ + 𝛼2

⎡⎣−1

1

−2

⎤⎦ .

Одержали систему лiнiйних рiвнянь з розширеною матрицею⎡⎣ 1 −1 1

0 1 2

3 −2 3

⎤⎦ ,

яка рядково еквiвалентна до матрицi⎡⎣ 1 1 1

0 1 2

0 0 1

⎤⎦ .

Отже, система несумiсна.
Вiдповiдь. Не належить. �

Розглянемо однорiдну систему лiнiйних рiвнянь 𝐴𝑥⃗ = 0⃗, де 𝐴—
𝑚× 𝑛-матриця.

Теорема 1.14. Множина розв’язкiв однорiдної системи лiнiй-
них рiвнянь 𝐴𝑥⃗ = 0⃗ утворює пiдпростiр простору R𝑛.
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Доведення. Нехай 𝑢⃗ та 𝑣⃗—деякi два розв’язки системи 𝐴𝑥⃗ = 0⃗.
Це означає, що 𝐴𝑢⃗ = 𝐴𝑣⃗ = 0⃗. Але тодi згiдно з теоремою 1.11 про
властивостi добутку матрицi на вектор 𝐴(𝑢⃗ + 𝑣⃗) = 𝐴𝑢⃗ + 𝐴𝑣⃗ = 0⃗ i
для довiльного 𝑐 ∈ R 𝐴(𝑐𝑢⃗) = 𝑐 ·𝐴𝑢⃗ = 0⃗. Отже, множина розв’язкiв
однорiдної системи замкнена вiдносно операцiї додавання i множення
на число, а тому є пiдпростором простору R𝑛. �

Означення 1.22. Нехай 𝐴—𝑚× 𝑛-матриця. Нуль-простором
матрицi 𝐴 називається пiдпростiр null(𝐴) простору R𝑛, що складає-
ться з усiх розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь 𝐴𝑥⃗ = 0⃗.

Означення 1.23. Базисом пiдпростору 𝑆 простору R𝑛 нази-
вається кожна лiнiйно незалежна множина векторiв пiдпростору, що
породжує 𝑆.

Кiлькiсть векторiв базису називається розмiрнiстю пiдпростору
𝑆 i позначається через dim𝑆.

Таким чином, рядковий ранг матрицi 𝐴 є розмiрнiстю просто-
ру рядкiв цiєї матрицi (dim(row𝐴)), стовпцевий ранг — розмiрнiстю
простору стовпцiв (dim(col𝐴)). Розмiрнiсть нуль-простору матрицi
називається дефект матрицi i позначається nullity(𝐴) = dim(null𝐴).

3.2. Зв’язок мiж розв’язками неоднорiдної та однорiдної
систем лiнiйних рiвнянь.

Нехай маємо систему лiнiйних рiвнянь

𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗ (1.34)

i вiдповiдну до неї однорiдну систему

𝐴𝑥⃗ = 0⃗. (1.35)

Теорема 1.15. Якщо 𝑥⃗част — деякий частинний (фiксований)
розв’язок системи (1.34), 𝑍 — множина всiх розв’язкiв системи
(1.35), то множина {𝑧⃗ + 𝑥⃗част : 𝑧⃗ ∈ 𝑍}— множина всiх розв’язкiв
системи (1.34).

Доведення. Нехай 𝑧⃗—деякий розв’язок системи (1.35). Тодi
𝐴(𝑥⃗част + 𝑧⃗) = 𝐴𝑥⃗част + 𝐴𝑧⃗ = 𝑏⃗ + 0⃗ = 𝑏⃗, тобто 𝑥⃗част + 𝑧⃗—деякий
розв’язок системи (1.34). З iншого боку, рiзниця двох розв’язкiв
системи (1.34) є розв’язком системи (1.35): 𝐴(𝑥⃗1− 𝑥⃗2) = 𝐴𝑥⃗1−𝐴𝑥⃗2 =

𝑏⃗ − 𝑏⃗ = 0⃗. Тобто для кожного розв’язку 𝑥⃗1 системи (1.34) можна
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вказати такий розв’язок системи (1.35), що 𝑥⃗1 = 𝑧⃗ + 𝑥⃗част. Отже,
множина {𝑧⃗ + 𝑥⃗част : 𝑧⃗ ∈ 𝑍} спiвпадає з множиною усiх розв’язкiв
системи (1.34). �

З останньої теореми випливає такий спосiб знаходження загаль-
ного розв’язку системи лiнiйних рiвнянь (1.34):
1) пiдiбрати один з розв’язкiв цiєї системи;
2) знайти усi розв’язки вiдповiдної однорiдної системи лiнiйних рiв-

нянь;
3) до знайденого розв’язку системи (1.34) додати по черзi усi розв’яз-

ки системи (1.35). В результатi одержимо усi розв’язки системи
(1.34).

Означення 1.24. Нехай 𝑈 —довiльний пiдпростiр простору R𝑛,
𝑎⃗ ∈ R𝑛. Множина

𝑀 = 𝑎⃗ + 𝑈 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥⃗ = 𝑎⃗ + 𝑢⃗, 𝑢⃗ ∈ 𝑈}

називається лiнiйним многовидом простору R𝑛, що утворений пара-
лельним перенесенням пiдпростору 𝑈 на вектор 𝑎⃗.

Отже, множина всiх розв’язкiв неоднорiдної системи лiнiйних
рiвнянь з 𝑛 невiдомими є лiнiйний многовид 𝑎⃗ + 𝑈 простору R𝑛, де
𝑎⃗—деякий частинний розв’язок неоднорiдної системи, 𝑈 —пiдпростiр
розв’язкiв вiдповiдної їй однорiдної системи лiнiйних рiвнянь.

3.3. Загальний розв’язок i фундаментальна система
розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь.

Ми показали, що множина розв’язкiв однорiдної системи лiнiй-
них рiвнянь утворює пiдпростiр простору R𝑛. Цей пiдпростiр має
свiй базис. Тi розв’язки однорiдної системи, якi утворюють базис,
називають її фундаментальною системою розв’язкiв.

Теорема 1.16. Нехай 𝐴—𝑚×𝑛 матриця; 𝑟 — її ранг. Тодi фун-
даментальна система розв’язкiв системи 𝐴𝑥⃗ = 0⃗ мiстить рiвно
𝑛− 𝑟 векторiв.

Доведення. Якщо привести 𝐴 до зведеної схiдчастої форми, то
вона мiститиме 𝑟 ненульових рядкiв, а значить i 𝑟 основних змiнних,
якi виражаються через 𝑛 − 𝑟 вiльних змiнних. Не порушуючи за-
гальностi вважатимемо, що основними є змiннi 𝑥1, . . . , 𝑥𝑟, а решта—
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вiльнi, тодi

𝑥1 = 𝛾11𝑥𝑟+1 + 𝛾12𝑥𝑟+2 + . . . + 𝛾1,𝑛−𝑟𝑥𝑛,

𝑥2 = 𝛾21𝑥𝑟+1 + 𝛾22𝑥𝑟+2 + . . . + 𝛾2,𝑛−𝑟𝑥𝑛,

...

𝑥𝑟 = 𝛾𝑟1𝑥𝑟+1 + 𝛾𝑟2𝑥𝑟+2 + . . . + 𝛾𝑟,𝑛−𝑟𝑥𝑛.

Якщо вiльним змiнним надати значень 𝛼𝑟+1, 𝛼𝑟+2, . . . , 𝛼𝑛, то дi-
станемо деякий розв’язок системи (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛), де

𝛼1 = 𝛾11𝛼𝑟+1 + 𝛾12𝛼𝑟+2 + . . . + 𝛾1,𝑛−𝑟𝛼𝑛,

𝛼2 = 𝛾21𝛼𝑟+1 + 𝛾22𝛼𝑟+2 + . . . + 𝛾2,𝑛−𝑟𝛼𝑛,

...

𝛼𝑟 = 𝛾𝑟1𝛼𝑟+1 + 𝛾𝑟2𝛼𝑟+2 + . . . + 𝛾𝑟,𝑛−𝑟𝛼𝑛.

Надамо вiльним змiнним послiдовно таких значень:

1, 0, . . . , 0;

0, 1, . . . , 0;

...

0, 0, . . . , 1.

Дiстанемо 𝑛− 𝑟 розв’язкiв системи:

𝑠⃗1 = (𝛾11, 𝛾21, . . . , 𝛾𝑟1, 1, 0, . . . , 0),

𝑠⃗2 = (𝛾12, 𝛾22, . . . , 𝛾𝑟2, 0, 1, . . . , 0),

...

𝑠⃗𝑛−𝑟 = (𝛾1,𝑛−𝑟, 𝛾2,𝑛−𝑟, . . . , 𝛾𝑟,𝑛−𝑟, 0, 0, . . . , 1).

Цей набiр розв’язкiв є лiнiйно незалежною системою векторiв. Крiм
цього, кожний iнший розв’язок системи лiнiйно виражається через
цi 𝑛 − 𝑟 розв’язкiв. Справдi, нехай 𝑠⃗ = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) —довiльний
розв’язок системи. Маємо:

𝛼𝑟+1𝑠⃗1 + 𝛼𝑟+2𝑠⃗2 + . . . + 𝛼𝑛𝑠⃗𝑛−𝑟 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑠⃗,
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тобто 𝑠⃗
л.в.−−→

(︀
𝑠⃗1, . . . , 𝑠⃗𝑛−𝑟

)︀
. Тому 𝑠⃗1, . . . , 𝑠⃗𝑛−𝑟 — базис пiдпростору

розв’язкiв системи 𝐴𝑥⃗ = 0⃗. �

Наслiдок. Якщо 𝐴—𝑚× 𝑛 матриця, то сума ранга i ядра цiєї
матрицi рiвна 𝑛.

Додатковi вiдомостi i завдання для самостiйної роботи

1. Нехай 𝐴—𝑚 × 𝑛 матриця, елементи якої належать полю Z𝑝. Довести, що
кожна сумiсна система лiнiйних рiвнянь з головною матрицею 𝐴 над полем
Z𝑝 має рiвно 𝑝𝑛−rank(𝐴) розв’язкiв.

2. Знайти 𝑎, 𝑏, 𝑐 такi, що

𝑥2 − 𝑥+ 3

(𝑥2 + 2)(2𝑥− 1)
=

𝑎𝑥+ 𝑏

𝑥2 + 2
+

𝑐

2𝑥− 1
.

3. Довести, що будь-який лiнiйний многовид простору R𝑛 збiгається з множиною
всiх розв’язкiв деякої сумiсної системи лiнiйних рiвнянь.

4. Довести, що якщо 𝑀 — лiнiйний многовид простору R𝑛, то для довiльних
𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝑀 i 𝛼, 𝛽 ∈ R, для яких 𝛼+ 𝛽 = 1, вектор 𝑧⃗ = 𝛼𝑥⃗+ 𝛽𝑦⃗ ∈ 𝑀 .

5. Нехай 𝑀 — пiдмножина простору R𝑛 з такою властивiстю: якщо 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝑀

i 𝛼 ∈ R, то 𝛼𝑥⃗ + (1 − 𝛼)𝑦⃗ також належить 𝑀 . Довести, що 𝑀 — лiнiйний
многовид.
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Матрицi та визначники

Я не сказав, що буде легко. Я лише обiцяв вiдкрити правду.

х/ф «Матриця»

До цього моменту ми використовували матрицi для спрощеного
запису систем лiнiйних рiвнянь. В цьому роздiлi матрицi розгля-
датимуться як математичнi об’єкти, а множина всiх матриць буде
надiлена структурою шляхом введення на нiй операцiй додавання,
множення на число i множення матриць. Доцiльнiсть таких озна-
чень буде зрозумiлою з роздiлу 4, де ми побачимо як матрицi будуть
виконувати роль зручного представлення одного типу вiдображень.
Виявиться, що вони слугують не просто iнструментом для зручного
запису i подання iнформацiї, а насправдi представляють певний тип
функцiй, що вiдображають однi вектори у iншi. Теорiя матриць має
численнi застосування; з окремими з них читач може познайомитись
в посiбнику [12].

§ 1. Матрицi. Дiї над матрицями.

1.1. Поняття матрицi. Типи матриць.

Означення 2.1. Матрицею над полем 𝑃 називається прямоку-
тна таблиця елементiв цього поля:⎡⎢⎢⎢⎣

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑃, 𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛.

Матрицi зазвичай позначають великими латинськими лiтерами.
Iнодi для того, щоб пiдкреслити, що матриця 𝐴 складається з 𝑚

рядкiв та 𝑛 стовпчикiв, ми позначатимемо її так: 𝐴𝑚×𝑛 або [𝑎𝑖𝑗 ]𝑚×𝑛.
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Матрицю з елементами 𝑎𝑖𝑗 позначають [𝑎𝑖𝑗 ], а через (𝐴)𝑖𝑗 — елемент
𝑖-го рядка i 𝑗-го стовпця матрицi 𝐴.

𝑎11 . . . 𝑎1𝑗 . . . 𝑎1𝑛

...
. . .

...
. . .

...
𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑗 . . . 𝑎𝑖𝑛

...
. . .

...
. . .

...
𝑎𝑚1 . . . 𝑎𝑚𝑗 . . . 𝑎𝑚𝑛

𝑗-й стовпець

𝑖-й рядок𝐴𝑚×𝑛 = [𝑎𝑖𝑗 ]𝑚×𝑛 =

Двi матрицi називаються рiвними, якщо їх розмiри однаковi i
вiдповiднi елементи однаковi.

Якщо окремо не зауважено, то надалi ми розглядатимемо матрицi
над полем R.

Стовпцi матрицi 𝐴 є 𝑚-вимiрними векторами, позначимо їх
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑛. Тодi 𝐴 =

[︀
𝑎1 𝑎⃗2 . . . 𝑎⃗𝑛

]︀
.

Якщо 𝑚 = 𝑛 (кiлькiсть рядкiв спiвпадає з кiлькiстю стовпцiв), то
така матриця називається квадратною матрицею порядку 𝑛. Набiр
елементiв 𝑎11, 𝑎22, . . . , 𝑎𝑛𝑛 утворює головну дiагональ, а набiр елемен-
тiв 𝑎1𝑛, 𝑎(2,𝑛−1), . . . , 𝑎𝑛1 — побiчну дiагональ матрицi .

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛

...
...

. . .
...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛
Головна дiагональПобiчна дiагональ

Квадратна матриця, усi елементи якої нижче (вище) вiд головної
дiагоналi дорiвнюють нулю, називають верхньою (нижньою) трику-
тною матрицею:

𝑎11 𝑎12 𝑎13 . . . 𝑎1𝑛

0 𝑎22 𝑎23 . . . 𝑎2𝑛

0 0 𝑎33 . . . 𝑎3𝑛

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . 𝑎𝑛𝑛

𝑎11 0 0 . . . 0
𝑎21 𝑎22 0 . . . 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 . . . 0

...
...

...
. . .

...
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 . . . 𝑎𝑛𝑛
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Квадратна матриця, усi елементи якої, крiм, можливо, елементiв
головної дiагоналi, дорiвнюють нулю, називають дiагональною ма-
трицею. Дiагональну матриця з елементами 𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛 на головнiй
дiагоналi записують так: diag{𝑎11, 𝑎22, . . . , 𝑎𝑛𝑛}.

𝑎11 0 0 . . . 0

0 𝑎22 0 . . . 0

0 0 𝑎33 . . . 0

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . 𝑎𝑛𝑛

1.2. Лiнiйнi операцiї над матрицями.

Означення 2.2. Сумою двох𝑚×𝑛 матриць 𝐴 =
[︀
𝑎1 . . . 𝑎⃗𝑛

]︀
та

𝐵 =
[︁
𝑏1 . . . 𝑏⃗𝑛

]︁
називається матриця 𝐴 + 𝐵, стовпцi якої є сумами

вiдповiдних стовпцiв матриць 𝐴 та 𝐵: 𝐴+𝐵 =
[︁
𝑎⃗1 + 𝑏⃗1 . . . 𝑎⃗𝑛 + 𝑏⃗𝑛

]︁
.

Означення 2.3. Добутком матрицi 𝐴 =
[︀
𝑎1 . . . 𝑎⃗𝑛

]︀
на число

𝜆 ∈ R називається матриця 𝜆𝐴 =
[︀
𝜆𝑎⃗1 . . . 𝜆𝑎⃗𝑛

]︀
.

Приклад 2.1. Нехай

𝐴 =

[︂
1 2 3

4 1 2

]︂
, 𝐵 =

[︂
2 1 0

−1 3 2

]︂
, 𝐶 =

[︂
1 2

3 1

]︂
.

Тодi

𝐴 + 𝐵 =

[︂
1 + 2 2 + 1 3 + 0

4 + (−1) 1 + 3 2 + 2

]︂
=

[︂
3 3 3

3 4 4

]︂
,

3𝐴 =

[︂
3 6 9

12 3 6

]︂
, −𝐵 =

[︂
−2 −1 0

1 −3 −2

]︂
.

Суми 𝐴+𝐶 i 𝐵+𝐶 невизначенi, оскiльки матрицi 𝐴 i 𝐶, 𝐵 i 𝐶 мають
рiзнi розмiри.

Рiзницею двох матриць 𝐴 i 𝐵 однакових розмiрiв називається
матриця 𝐴−𝐵 = 𝐴 + (−1) ·𝐵.

Матриця, усi елементи якої дорiвнюють нулю (нульовому елемен-
ту поля 𝑃 ), називається нульовою i позначається 𝑂 (або 𝑂𝑚×𝑛 щоб
пiдкреслити її розмiри).

Елементи 𝑎11, 𝑎22, . . . , 𝑎𝑛𝑛 називаються дiагональними елемента-
ми матрицi.
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Теорема 2.1 (Властивостi лiнiйних операцiй над матрицями).
Нехай 𝐴,𝐵,𝐶 — матрицi однакових розмiрiв, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑃 . Тодi справе-
дливi такi тотожностi:

1) 𝐴+ (𝐵 +𝐶) = (𝐴+𝐵) +𝐶 (асоцiативнiсть додавання матриць);
2) 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 (комутативнiсть додавання матриць);
3) 𝐴 + 𝑂 = 𝐴 (властивiсть нульової матрицi);
4) 𝐴 + (−𝐴) = 𝑂 (властивiсть протилежної матрицi);
5) 𝛼(𝐴 + 𝐵) = 𝛼𝐴 + 𝛼𝐵 (дистрибутивнiсть множення матрицi на

число вiдносно додавання матриць);
6) (𝛼 + 𝛽)𝐴 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐴 (дистрибутивнiсть множення матрицi на

число вiдносно додавання чисел);
7) 𝛼(𝛽𝐴) = (𝛼𝛽)𝐴 (асоцiативнiсть множення матрицi на число);
8) 1 ·𝐴 = 𝐴.

Твердження останньої теореми випливає з того, що усi матрицi
мають однаковi розмiри i перевiрка кожної з восьми умов зводиться
до перевiрки виконання операцiй додавання i множення на елемент
поля 𝑃 на множинi 𝑃 , а оскiльки (𝑃,+, ·) є полем, то усi умови
виконуються згiдно з означенням поля.

Позначимо через 𝑀𝑚×𝑛(𝑃 ) множину всiх матриць розмiрiв 𝑚×𝑛,
елементи яких належать полю 𝑃 .

1.3. Множення матриць.
Ранiше нами було введено означення добутку матрицi 𝐴𝑚×𝑛 на

𝑛-вимiрний вектор (див. означення 1.19). Переформулюємо його у
дещо iншому виглядi.

Означення 2.4. Нехай

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑥⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥1

𝑥2

...
𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Тодi добутком матрицi 𝐴 на вектор 𝑥⃗ називається вектор

𝐴𝑥⃗ =

⎡⎢⎣ 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛

...
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛

⎤⎥⎦ .
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Так означене множення матрицi розмiрностi 𝑚×𝑛 на 𝑛-вимiрний
вектор-стовпець (матрицю розмiрностi 𝑛× 1) фактично задає певне
вiдображення простору R𝑛 в простiр R𝑚.

Означення 2.5. Добутком матрицi 𝐴𝑚×𝑛 на матрицю 𝐵𝑛×𝑝
називається матриця

𝐴 ·𝐵 = 𝐴 ·
[︁
𝑏1 𝑏⃗2 . . . 𝑏⃗𝑝

]︁
=

[︁
𝐴𝑏⃗1 𝐴𝑏⃗2 . . . 𝐴𝑏⃗𝑝

]︁
.

Результатом множення є матриця розмiрностi 𝑚× 𝑝.

Приклад 2.2. Обчислити 𝐴 ·𝐵 та 𝐵 ·𝐴, якщо

𝐴 =

[︂
2 3

1 −5

]︂
, 𝐵 =

[︂
4 3 6

1 −2 3

]︂
.

Розв’язання. Оскiльки матриця 𝐴 розмiрностi 2× 2, а матриця
𝐵 розмiрностi 2×3, то множення матриць 𝐴 ·𝐵 визначене. Позначимо
через 𝑏⃗1, 𝑏⃗2, 𝑏⃗3 стовпцi матрицi 𝐵. Тодi формуємо з векторiв 𝐴𝑏⃗1, 𝐴𝑏⃗2,
𝐴𝑏⃗3 матрицю 𝐴𝐵:[︂

11

−1

]︂
𝐴𝑏⃗1 =

[︂
0

13

]︂
𝐴𝑏⃗2 =

[︂
21

−9

]︂
𝐴𝑏⃗3 =

[︂
11 0 21

−1 13 −9

]︂
𝐴𝐵 =

Множення 𝐵 ·𝐴 невизначене, оскiльки розмiри матриць 𝐴 та 𝐵

не узгоджуються з означенням 2.5. �

Зауваження. Добуток двох матриць не завжди iснує, а саме:
добуток матрицi розмiрностi 𝑚×𝑛 на матрицю розмiрностi 𝑘×𝑝 iснує
тодi i тiльки тодi, коли 𝑛 = 𝑘. Разом з цим добуток двох квадратних
матриць одного i того ж порядку завжди iснує.

𝐴 · 𝐵 = 𝐶
𝑚× 𝑛 𝑛× 𝑝 𝑚× 𝑝

однаковi

розмiрнiсть 𝐴𝐵
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Для обчислення добутку матриць використовується також зручне
правило множення «рядок на стовпець». Воно базується на поняттi
добутку рядка однiєї матрицi на стовпець iншої.

Нехай маємо двi матрицi 𝐴𝑚×𝑛 = [𝑎𝑖𝑗 ] i 𝐵𝑛×𝑝 = [𝑏𝑖𝑗 ]. Пiд добу-
тком 𝑖-го рядка матрицi 𝐴 на 𝑗-й стовпчик матрицi 𝐵 розумiють
число

𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + . . . + 𝑎𝑖𝑛𝑏𝑛𝑗 .

Тодi добутком матрицi 𝐴𝑚×𝑛 на матрицю 𝐵𝑛×𝑝 є матриця 𝐶

розмiрностi 𝑚 × 𝑝, кожний елемент 𝑐𝑖𝑗 якої дорiвнює добутку 𝑖-го
рядка матрицi 𝐴 на 𝑗-й стовпчик матрицi 𝐵.

Наприклад,[︂
2 3

1 −5

]︂
·
[︂
4 3 6

1 −2 3

]︂
=

=

[︂
2 · 4 + 3 · 1 2 · 3 + 3 · (−2) 2 · 6 + 3 · 3

1 · 4 + (−5) · 1 1 · 3 + (−5) · (−2) 1 · 6 + (−5) · 3

]︂
.

Лема 2.1. Нехай дано матрицi 𝐴 ∈𝑀𝑚×𝑛, 𝐵 ∈𝑀𝑛×𝑝 i вектор
𝑥⃗ ∈ R𝑝. Тодi 𝐴 · (𝐵𝑥⃗) = (𝐴𝐵)𝑥⃗.

Доведення. Нехай 𝐵 =
[︁
𝑏1 . . . 𝑏⃗𝑝

]︁
, 𝑥⃗ =

⎡⎢⎣𝑥1

...
𝑥𝑝

⎤⎥⎦. Тодi згiдно з

властивостями множення матрицi на вектор (теорема 1.11) маємо:

𝐴 · (𝐵𝑥⃗) =𝐴 · (𝑥1⃗𝑏1 + . . . + 𝑥𝑝𝑏𝑝) = 𝐴(𝑥1⃗𝑏1) + . . . + 𝐴(𝑥𝑝𝑏𝑝) =

=𝑥1(𝐴𝑏⃗1) + . . . + 𝑥𝑝(𝐴𝑏⃗𝑝) =
[︁
𝐴𝑏⃗1 . . . 𝐴𝑏⃗𝑝

]︁
·

⎡⎣𝑥1

. . .

𝑥𝑝

⎤⎦ = (𝐴𝐵)𝑥⃗,

що i потрiбно було довести. �

Теорема 2.2. Нехай 𝐴,𝐵,𝐶 — матрицi таких розмiрiв, для
яких визначенi операцiї, що наведенi нижче; 𝛼 ∈ R. Тодi мають
мiсце тотожностi:

1. 𝐴(𝐵𝐶) = (𝐴𝐵)𝐶 (асоцiативнiсть множення матриць);
2. 𝐴(𝐵+𝐶) = 𝐴𝐵+𝐴𝐶 (лiва дистрибутивнiсть множення матриць

вiдносно додавання);
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3. (𝐴 + 𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶 (права дистрибутивнiсть множення ма-
триць вiдносно додавання);

4. 𝛼(𝐴𝐵) = (𝛼𝐴)𝐵 = 𝐴(𝛼𝐵).

Доведення.

1. Нехай маємо три матрицi 𝐴𝑚×𝑛, 𝐵𝑛×𝑝 =
[︁
𝑏1 . . . 𝑏⃗𝑝

]︁
, 𝐶𝑝×𝑞 =[︀

𝑐⃗1 . . . 𝑐⃗𝑞
]︀
. Тодi згiдно з означенням 2.5 𝐵𝐶 =

[︀
𝐵𝑐⃗1 . . . 𝐵𝑐⃗𝑞

]︀
.

Враховуючи лему 2.1, знаходимо:

𝐴(𝐵𝐶) =
[︀
𝐴(𝐵𝑐⃗1) . . . 𝐴(𝐵𝑐⃗𝑞)

]︀
=

=
[︀
(𝐴𝐵)𝑐⃗1 . . . (𝐴𝐵)𝑐⃗𝑞

]︀
= (𝐴𝐵)𝐶.

2. Нехай маємо три матрицi 𝐴𝑚×𝑛, 𝐵𝑛×𝑝 =
[︁
𝑏1 . . . 𝑏⃗𝑝

]︁
, 𝐶𝑛×𝑝 =[︀

𝑐⃗1 . . . 𝑐⃗𝑝
]︀
. Тодi використовуючи означення 2.5 множення ма-

триць i властивостi множення матрицi на вектор (теорема 1.11),
знаходимо:

𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴
[︁
(⃗𝑏1 + 𝑐⃗1) . . . (⃗𝑏𝑝 + 𝑐⃗𝑝)

]︁
=

=
[︁
𝐴(⃗𝑏1 + 𝑐⃗1) . . . 𝐴(⃗𝑏𝑝 + 𝑐⃗𝑝)

]︁
=

=
[︁
𝐴𝑏⃗1 + 𝐴𝑐⃗1 . . . 𝐴𝑏⃗𝑝 + 𝐴𝑐⃗𝑝

]︁
=

=
[︁
𝐴𝑏⃗1 . . . 𝐴𝑏⃗𝑝

]︁
+
[︀
𝐴𝑐⃗1 . . . 𝐴𝑐⃗𝑝

]︀
= 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶.

3. Нехай матрицi 𝐴,𝐵 ∈𝑀𝑚×𝑛 i матриця 𝐶 ∈𝑀𝑛×𝑝. Легко перевiри-
ти, що матрицi (𝐴+𝐵)𝐶 i 𝐴𝐶 +𝐵𝐶 мають однаковi розмiри 𝑚×𝑝.
Доведемо тепер, що вiдповiднi елементи цих матриць однаковi.
Елемент 𝑖-го рядка i 𝑗-го стовпчика матрицi (𝐴 + 𝐵)𝐶 дорiвнює

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑖𝑘 + 𝑏𝑖𝑘)𝑐𝑘𝑗 ,

а елемент 𝑖-го рядка i 𝑗-го стовпчика матрицi 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶 дорiвнює
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑐𝑘𝑗 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑖𝑘𝑐𝑘𝑗 ,

тобто вони однаковi, що i потрiбно було довести.
4. Нехай дано матрицi 𝐴𝑚×𝑛 = [𝑎𝑖𝑗 ] i 𝐵𝑛×𝑝 = [𝑏𝑖𝑗 ], 𝛼 ∈ R. Очевидно,

що матрицi 𝛼(𝐴𝐵), (𝛼𝐴)𝐵, 𝐴(𝛼𝐵) однакових розмiрiв. Розглянемо
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елементи 𝑖-го рядка i 𝑗-го стовпчика цих матриць:

(𝛼(𝐴𝐵))𝑖𝑗 = 𝛼 ·
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗 ;

((𝛼𝐴)𝐵)𝑖𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝛼𝑎𝑖𝑘)𝑏𝑘𝑗 ;

(𝐴(𝛼𝐵))𝑖𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘(𝛼𝑏𝑘𝑗).

Очевидно, вони однаковi, i, отже, усi вказанi матрицi рiвнi.

�

Зауваження. Про матрицi варто запам’ятати наступне:

∙ взагалi кажучи, 𝐴𝐵 ̸= 𝐵𝐴;
∙ матричне множення не допускає скорочень: якщо 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶,

то це не означає, що 𝐵 = 𝐶;
∙ якщо добуток 𝐴𝐵 є нульовою матрицею, то не можна ствер-

джувати, що 𝐴 = 𝑂 або 𝐵 = 𝑂.

Матрицю 𝐴 можна помножити саму на себе лише тодi, коли ця
матриця квадратна. Натуральний степiнь 𝑘 матрицi 𝐴 розумiють як

𝐴𝑘 = 𝐴 · . . . ·𝐴⏟  ⏞  
𝑘 множникiв

.

1.4. Поняття оберненої матрицi.
Нехай 𝑀𝑛(R) —множина всiх квадратних матриць 𝑛-го порядку,

заданих над полем R. Матриця 𝑛-го порядку⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎦ =
[︀
𝑒⃗1 𝑒⃗2 . . . 𝑒⃗𝑛

]︀

називається одиничною. Вона позначається через 𝐼 (або 𝐼𝑛, щоб
пiдкреслити розмiрнiсть)1. Назва цiєї матрицi зумовлена тим, що для

1В деяких лiтературних джерелах одинична матриця позначається 𝐸. Ми
використовуємо бiльш вживане позначення 𝐼 вiд англiйського «identity matrix»
(одинична матриця).
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довiльної квадратної матрицi 𝐴 виконується тотожнiсть 𝐴𝐼 = 𝐼𝐴 = 𝐴.
Справдi,

𝐴𝐼 = 𝐴
[︀
𝑒⃗1 . . . 𝑒⃗𝑛

]︀
=

[︀
𝐴𝑒⃗1 . . . 𝐴𝑒⃗𝑛

]︀
=

[︀
𝑎1 . . . 𝑎⃗𝑛

]︀
= 𝐴.

Означення 2.6. Матриця 𝐴′ називається оберненою до матрицi
𝐴, якщо має мiсце рiвнiсть

𝐴 ·𝐴′ = 𝐴′ ·𝐴 = 𝐼.

Теорема 2.3. Якщо до матрицi iснує обернена матриця, то
лише одна.

Доведення. Припустимо, що для деякої матрицi 𝐴 iснує двi
рiзнi оберненi матрицi 𝐴′ i 𝐴′′. Тодi з одного боку

𝐴′𝐴𝐴′′ = (𝐴′𝐴)𝐴′′ = 𝐼𝐴′′ = 𝐴′′,

а з iншого
𝐴′𝐴𝐴′′ = 𝐴′(𝐴𝐴′′) = 𝐴′𝐼 = 𝐴′,

звiдки 𝐴′ = 𝐴′′, що суперечить припущенню. Теорему доведено. �

Приклад 2.3. Доведемо, що матриця 𝐴 =

[︂
1 1

2 2

]︂
не має обер-

неної.

Нехай
[︂
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︂
—матриця, обернена до 𝐴. Тодi[︂

1 1

2 2

]︂ [︂
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︂
=

[︂
1 0

0 1

]︂
;[︂

𝑎 + 𝑐 𝑏 + 𝑑

2(𝑎 + 𝑐) 2(𝑏 + 𝑑)

]︂
=

[︂
1 0

0 1

]︂
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎 + 𝑐 = 1,

2(𝑎 + 𝑐) = 0,

𝑏 + 𝑑 = 0,

2(𝑏 + 𝑑) = 1.

Остання система є несумiсною. Таким чином матриця 𝐴 оберненої не
має.

Обернену матрицю до матрицi 𝐴 позначатимемо 𝐴−1 (не можна
писати 1

𝐴 !). Матриця, до якої iснує обернена, називається оборотною.
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Теорема 2.4 (Обертання матрицi другого порядку). Якщо

𝐴 =

[︂
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︂
i 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ̸= 0, то матриця 𝐴 є оборотною, причому

𝐴−1 = 1
𝑎𝑑−𝑏𝑐

[︂
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

]︂
. Якщо ж 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐, то до матрицi 𝐴 не iснує

оберненої.

Доведення. Розглянемо першу частину теореми. Безпосередньо
обчислимо

𝐴𝐴−1 =

[︂
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︂
· 1

𝑎𝑑− 𝑏𝑐

[︂
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

]︂
=

1

𝑎𝑑− 𝑏𝑐

[︂
𝑎𝑑− 𝑏𝑐 𝑎𝑏− 𝑏𝑎

𝑐𝑑− 𝑑𝑐 𝑎𝑑− 𝑏𝑐

]︂
=

=

[︂
1 0

0 1

]︂
.

Абсолютно аналогiчно можна переконатись, що i 𝐴−1𝐴 = 𝐼. Отже,
𝐴−1 справдi матриця, обернена до матрицi 𝐴.

Доведення iншої частини теореми тут наводити не будемо, оскiль-
ки це твердження згодом (теорема 2.6) буде доведено в бiльш загаль-
ному виглядi. �

Зазначимо, що вираз 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 називається детермiнантом (або
визначником) матрицi 𝐴.

Теорема 2.5 (Властивостi оборотних матриць). 1. Якщо 𝐴—
оборотна матриця, то матриця 𝐴−1 також оборотна, причому
(𝐴−1)−1 = 𝐴.

2. Якщо 𝐴— оборотна матриця, 𝑐 ̸= 0, то тодi матриця 𝑐𝐴

також оборотна, причому (𝑐𝐴)−1 = 1
𝑐 ·𝐴

−1.
3. Якщо квадратнi матрицi однакового порядку 𝐴 та 𝐵 є оборо-

тними, то матриця 𝐴𝐵 також оборотна, причому

(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1.

Доведення. 1. Щоб знайти обернену матрицю до матрицi 𝐴−1,
потрiбно знайти таку матрицю 𝑋, що 𝐴−1𝑋 = 𝑋𝐴−1 = 𝐼. Але якщо
𝑋 = 𝐴, то цi рiвностi виконуються, а оскiльки обернена матриця
лише єдина, то це i є матриця 𝐴.

2. Маємо:

𝑐𝐴 · 1

𝑐
𝐴−1 =

1

𝑐
𝐴−1 · 𝑐𝐴 = 𝐴 ·𝐴−1 = 𝐼.
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3. Щоб знайти обернену матрицю до матрицi 𝐴𝐵 потрiбно знайти
таку матрицю 𝑋, що (𝐴𝐵)𝑋 = 𝑋(𝐴𝐵) = 𝐼. Але якщо пiдставити 𝑋 =

𝐵−1𝐴−1, то враховуючи асоцiативнiсть множення матриць дiстанемо:

𝐴𝐵𝐵−1𝐴−1 = 𝐴(𝐵𝐵−1)𝐴−1 = 𝐴𝐼𝐴−1 = (𝐴𝐼)𝐴−1 = 𝐴𝐴−1 = 𝐼;

𝐵−1𝐴−1𝐴𝐵 = 𝐵−1(𝐴−1𝐴)𝐵 = 𝐵−1𝐼𝐵 = (𝐵−1𝐼)𝐵 = 𝐵−1𝐵 = 𝐼.

�

Теорема 2.6. Для того, щоб до матрицi 𝑛-го порядку iснувала
обернена, необхiдно i достатньо, щоб ранг цiєї матрицi дорiвнював
𝑛.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай маємо оборотну матрицю 𝐴 =[︀
𝑎1 . . . 𝑎⃗𝑛

]︀
. Це означає, що iснує така матриця 𝑋 =

[︀
𝑥⃗1 . . . 𝑥⃗𝑛

]︀
,

що 𝐴𝑋 = 𝑋𝐴 = 𝐼. Маємо:

𝐴𝑋 = 𝐴
[︀
𝑥⃗1 . . . 𝑥⃗𝑛

]︀
=

[︀
𝐴𝑥⃗1 . . . 𝐴𝑥⃗𝑛

]︀
,

звiдки 𝐴𝑥⃗𝑖 = 𝑒⃗𝑖:
𝑥1𝑖𝑎⃗1 + . . . + 𝑥𝑛𝑖𝑎⃗𝑛 = 𝑒⃗𝑖.

Таким чином, усi вектори 𝑒⃗𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 лiнiйно виражаються через
вектори-стовпцi матрицi 𝐴. Якщо припустити, що система векторiв
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑛 є лiнiйно залежною, то тодi лiнiйно залежною мала б бути
i система 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛, що невiрно. Отже, система векторiв 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑛 є
лiнiйно незалежною, а, значить, ранг матрицi 𝐴 дорiвнює 𝑛.

Достатнiсть. Нехай дано матрицю 𝑛-го порядку 𝐴, ранг якої
дорiвнює 𝑛. Шукатимемо матрицю 𝐵 =

[︁
𝑏1 . . . 𝑏⃗𝑛

]︁
таку, що 𝐴𝐵 =

𝐼. Маємо: [︁
𝐴𝑏⃗1 . . . 𝐴𝑏⃗𝑛

]︁
= 𝐼,

звiдки 𝐴𝑏⃗𝑖 = 𝑒⃗𝑖 для всiх 𝑖 = 1, 𝑛. Це 𝑛 систем, якi записанi в матрично-
векторнiй формi. Оскiльки ранг основної матрицi цих систем дорiвнює
𝑛, а ранг розширеної матрицi бiльше 𝑛 бути не може (i менше теж),
то за теоремою Кронекера–Капеллi усi вони сумiснi, а значить iснує
матриця 𝐵.

Розглянемо систему 𝐵𝑥⃗ = 0⃗ як матричну рiвнiсть. Домножимо її
злiва на 𝐴: 𝐴𝐵𝑥⃗ = 𝐴0⃗. Маємо: 𝐴𝐵𝑥⃗ = (𝐴𝐵)𝑥⃗ = 𝐼𝑥⃗ = 𝑥⃗, 𝐴0⃗ = 0⃗. Тобто
𝑥⃗ = 0 i система 𝐵𝑥⃗ = 0⃗ має лише нульовий розв’язок. Це означає,
що ранг матрицi 𝐵 дорiвнює 𝑛. Тодi за доведеним вище iснує така
матриця 𝐶, що 𝐵𝐶 = 𝐼.
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Нарештi розглянемо добутки:

𝐴𝐵𝐶 =𝐴(𝐵𝐶) = 𝐴𝐼 = 𝐴

𝐴𝐵𝐶 =(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐼𝐶 = 𝐶,

звiдки 𝐶 = 𝐴. Отже, 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼, а це i означає, що матриця 𝐵 є
оберненою до матрицi 𝐴. �

Теорема 2.7 (Основна теорема оборотних матриць). Нехай 𝐴 ∈
𝑀𝑛(R). Наступнi твердження є еквiвалентними:

1) матриця 𝐴— оборотна;
2) ранг матрицi 𝐴 дорiвнює 𝑛;
3) стовпцi матрицi 𝐴 лiнiйно незалежнi;
4) система 𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗ є визначеною для кожного 𝑏⃗ ∈ R𝑛;
5) однорiдна система 𝐴𝑥⃗ = 0⃗ має лише нульовий розв’язок;
6) зведена схiдчаста форма матрицi 𝐴 рiвна одиничнiй матрицi 𝐼𝑛.

Зауважимо, що множина 𝑀𝑛(R) квадратних матриць 𝑛-го по-
рядку разом з операцiями додавання i множення матриць утворює
кiльце. Воно некомутативне (оскiльки множення матриць некомута-
тивне), але є кiльцем з одиницею (роль одиничного елемента виконує
одинична матриця 𝐼𝑛).

Множина оборотних матриць порядку 𝑛 над полем R з операцiєю
множення матриць утворює групу, яка називається загальною лiнiй-
ною групою (або повною лiнiйною групою) i позначається 𝐺𝐿𝑛(R).
Це випливає з того, що:

∙ добуток двох оборотних матриць є оборотною матрицею
(третя частина теореми 2.5);
∙ множення матриць асоцiативне;
∙ одиничним елементом групи є одинична матриця 𝐼𝑛;
∙ до кожної елемента 𝐴 з цiєї множини iснує обернений 𝐴−1

(обернена матриця).

1.5. Елементарнi матрицi. Знаходження оберненої ма-
трицi.

Означення 2.7. Матриця 𝑛-го порядку називається елементар-
ною, якщо вона одержана з вiдповiдної одиничної матрицi шляхом
одного елементарного перетворення над її рядками.
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Оскiльки є три типи елементарних перетворень рядкiв матрицi,
то вiдповiдно є i три типи елементарних матриць. Розглянемо їх на
прикладi.

Приклад 2.4. Встановити, чи є елементарними матрицi

𝐸1 =

⎡⎣0 0 1

0 1 0

1 0 0

⎤⎦ , 𝐸2 =

⎡⎣1 0 0

0 3 0

0 0 1

⎤⎦ , 𝐸3 =

⎡⎣ 1 0 0

0 1 0

−2 0 1

⎤⎦
i обчислити добутки 𝐸1𝐴, 𝐸2𝐴, 𝐸3𝐴, де

𝐴 =

⎡⎣𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

⎤⎦ .

Розв’язання. Матрицi 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 є елементарними, оскiльки
матриця 𝐸1 одержана з одиничної перестановкою першого i третього
рядкiв, 𝐸2 —множенням другого рядка на 3, а 𝐸3 —додаванням до
третього рядка першого, помноженого на −2.

Далi знаходимо:⎡⎣0 0 1

0 1 0

1 0 0

⎤⎦⎡⎣𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

⎤⎦ =

⎡⎣𝑔 ℎ 𝑖

𝑑 𝑒 𝑓

𝑎 𝑏 𝑐

⎤⎦ ;

⎡⎣1 0 0

0 3 0

0 0 1

⎤⎦⎡⎣𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝑎 𝑏 𝑐

3𝑑 3𝑒 3𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

⎤⎦ ;

⎡⎣ 1 0 0

0 1 0

−2 0 1

⎤⎦⎡⎣𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 − 2𝑎 ℎ− 2𝑏 𝑖− 2𝑐

⎤⎦ .

�

Останнiй приклад наводить на думку, що множення матрицi злiва
на елементарну матрицю, яку одержану з одиничної шляхом деякого
елементарного перетворення її рядкiв, здiйснює з вихiдною матрицею
таке ж саме елементарне перетворення її рядкiв. Виявляється, що це
не випадково i має мiсце загальне твердження, доведення якого ми
опускаємо.
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Теорема 2.8. Нехай 𝐸 — елементарна матриця 𝑛-го порядку,
яку одержано з одиничної матрицi 𝐼𝑛 з допомогою певного рядко-
вого елементарного перетворення. Якщо ж це саме перетворення
застосувати до матрицi 𝐴, то результатом буде матриця 𝐸𝐴.

За основною теоремою оборотних матриць 2.7 кожну оборотну
матрицю 𝐴 за допомогою елементарних перетворень можна звести
до одиничної. З теореми 2.8 слiдує, що тодi має мiсце рiвнiсть

𝐸𝑘𝐸𝑘−1 . . . 𝐸2𝐸1𝐴 = 𝐼

для деяких елементарних матриць 𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑘. Помноживши остан-
ню рiвнiсть справа на 𝐴−1, дiстанемо:

𝐸𝑘𝐸𝑘−1 . . . 𝐸2𝐸1𝐼 = 𝐴−1.

Одержане спiввiдношення приводить до способу вiдшування обер-
неної матрицi, який полягає в наступному. Випишемо поруч задану
матрицю 𝐴 та одиничну матрицю 𝐼 i дiстанемо розширену матрицю
[𝐴 | 𝐼]. За допомогою рядкових елементарних перетворень зведемо
цю матрицю до виду [𝐼 | 𝐵]. Тодi матриця 𝐵 i є оберненою матрицею
до матрицi 𝐴:

[𝐴 | 𝐼] ∼ . . . ∼
[︀
𝐼 | 𝐴−1

]︀
.

Приклад 2.5. Знайти матрицю, обернену до матрицi

𝐴 =

⎡⎣1 0 1

6 2 1

5 1 3

⎤⎦ .

Розв’язання. Запишемо матрицю [𝐴 | 𝐼] i з допомогою елемен-
тарних перетворень приведемо її до виду

[︀
𝐼 | 𝐴−1

]︀
:⎡⎣ 1 0 1

6 2 1

5 1 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎦ ∼
⎡⎣ 1 0 1

0 2 −5

0 1 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 0 0

−6 1 0

−5 0 1

⎤⎦ ∼
⎡⎣ 1 0 1

0 1 −2

0 2 −5

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 0 0

−5 0 1

−6 1 0

⎤⎦ ∼
⎡⎣ 1 0 1

0 1 −2

0 0 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 0 0

−5 0 1

4 1 −2

⎤⎦
⎡⎣ 1 0 0

0 1 0

0 0 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5 1 −2

−13 −2 5

4 1 −2

⎤⎦ ∼
⎡⎣ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5 1 −2

−13 −2 5

−4 −1 2

⎤⎦ .
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Таким чином,

𝐴−1 =

⎡⎣ 5 1 −2

−13 −2 5

−4 −1 2

⎤⎦ .

�

1.6. Матричний метод розв’язування систем лiнiйних
рiвнянь. Нехай маємо систему лiнiйних рiвнянь 𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗, де 𝐴—
квадратна матриця 𝑛-го порядку. Цю систему можна сприймати як
матричне рiвняння з невiдомою матрицею 𝑥⃗ розмiрiв 𝑛× 1. Припу-
стимо, що 𝐴— оборотна. Тодi має мiсце рiвнiсть

𝐴−1(𝐴𝑥⃗) = 𝐴−1⃗𝑏.

Але звiдси знаходимо: 𝐴−1(𝐴𝑥⃗) = (𝐴−1𝐴)𝑥⃗ = 𝐼𝑥⃗ = 𝑥⃗, тому

𝑥⃗ = 𝐴−1⃗𝑏.

Такий метод вiдшукання розв’язку системи лiнiйних рiвнянь нази-
вається матричним.

Приклад 2.6. Розв’язати систему⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥2+2𝑥3 = −4,

𝑥1 +3𝑥3 = −5,

4𝑥1−3𝑥2+8𝑥3 = −12.

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Розв’язання. Дана система може бути записана в матрично-
векторному виглядi так:

𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗,

де

𝐴 =

⎡⎣0 1 2

1 0 3

4 −3 8

⎤⎦ , 𝑥⃗ =

⎡⎣𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎤⎦ , 𝑏⃗ =

⎡⎣ −4

−5

−12

⎤⎦ .

Можна переконатись в тому, що 𝐴 має обернену (зробiть перевiрку
самостiйно), причому:

𝐴−1 =

⎡⎣− 9
2 7 − 3

2

−2 4 −1
3
2 −2 1

2

⎤⎦ .
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Тодi

𝑥⃗ =

⎡⎣− 9
2 7 − 3

2

−2 4 −1
3
2 −2 1

2

⎤⎦ ·
⎡⎣ −4

−5

−12

⎤⎦ =

⎡⎣ 1

0

−2

⎤⎦ .

Вiдповiдь. {(1, 0,−2)}. �

§ 2. Детермiнанти (визначники) 𝑛-го порядку

Розглянемо квадратну матрицю 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] 𝑛-го порядку. Постави-
мо у вiдповiднiсть данiй матрицi деяке число, яке певним чином буде
характеризувати її властивостi. Це число називатимемо детермiнан-
том (визначником) матрицi.

Iснує кiлька рiзних пiдходiв до введення поняття визначника,
зокрема комбiнаторний (вираження детермiнанта матрицi через її
елементи, див. [4, 16]), iндуктивний (детермiнант матрицi 𝑛-го по-
рядку означається через детермiнант матрицi 𝑛− 1-го порядку, див.
[10, 20, 22]), аксiоматичний (визначник як iндикатор лiнiйної зале-
жностi системи векторiв, див. [14]). Iсторично поняття детермiнанту
виникло набагато ранiше, нiж була розроблена теорiя матриць (впер-
ше поняття детермiнанта було введено Секi Такакадзу1 в 1683 роцi i
незалежно Годфрiдом Лейбнiцем2 у 1693 роцi; теорiя матриць фор-
мувалась у серединi XIX столiття). Ми зупинимось на iндуктивному
пiдходi.

Означення 2.8. Детермiнантом 1× 1 матрицi 𝐴 = [𝑎11] назвемо
число 𝑎11. Детермiнантом (визначником) 𝑛 × 𝑛 матрицi, 𝑛 > 1

називається число
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎1𝑘(−1)1+𝑘𝑀1𝑘,

де 𝑀1𝑘 —детермiнант матрицi порядку 𝑛 − 1, яка одержується з
заданої шляхом викреслення першого рядка та 𝑘-го стовпця.

Позначатимемо визначник матрицi 𝐴 через det𝐴 або |𝐴|. Iнодi,
щоб не говорити «детермiнант матрицi 𝑛-го порядку», ми вживати-
мемо термiн «детермiнант 𝑛-го порядку».

1Seki Takakazu, вiдомий також як Seki Kowa (1640–1708) — японський матема-
тик.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) — нiмецький математик i фiлософ.
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Перед тим, як перейти до формул для обчислення визначника
другого та третього порядкiв сформулюємо декiлька допомiжних
означень.

Означення 2.9. Мiнором елемента 𝑎𝑖𝑗 матрицi 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] нази-
вається детермiнант матрицi, яка утворюється з матрицi 𝐴 викресле-
нням 𝑖-го рядка та 𝑗-го стовпця. Позначається 𝑀𝑖𝑗 .

Означення 2.10. Алгебраїчним доповненням елемента 𝑎𝑖𝑗 ма-
трицi 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] називається число (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 . Позначається 𝐴𝑖𝑗 .

Вiдповiдно до вказаних означень можна в такий спосiб перефор-
мулювати означення 2.8.

Означення 2.11. Детермiнантом матрицi 𝐴 𝑛-го порядку (𝑛 >

1) називається сума добуткiв елементiв першого рядка цiєї матрицi
на їх алгебраїчнi доповнення:

det𝐴 = 𝑎11𝐴11 + 𝑎12𝐴12 + . . . + 𝑎1𝑛𝐴1𝑛.

2.1. Формули для обчислення визначникiв матриць дру-
гого та третього порядкiв.

Розглянемо визначник другого порядку:⃒⃒⃒⃒
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
= 𝑎11𝐴11 + 𝑎12𝐴12 = 𝑎11(−1)1+1𝑎22 + 𝑎12(−1)1+2𝑎21 =

= 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21.

Схематично обчислення визначника другого порядку можна зо-
бразити в такий спосiб: ⃒⃒⃒⃒

∙ ∘
∘ ∙

⃒⃒⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
∘ ∙
∙ ∘

⃒⃒⃒⃒
Обчислимо детермiнант матрицi третього порядку:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑎11(−1)1+1𝑀11 + 𝑎12(−1)1+2𝑀12 + 𝑎13(−1)1+3𝑀13 =

= 𝑎11

⃒⃒⃒⃒
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
− 𝑎12

⃒⃒⃒⃒
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
+ 𝑎13

⃒⃒⃒⃒
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

⃒⃒⃒⃒
=

= 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32−
− 𝑎13𝑎22𝑎31 − 𝑎11𝑎23𝑎32 − 𝑎12𝑎21𝑎33.
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Схематично запам’ятати формулу для обчислення детермiнанту
третього порядку допомагає наступна схема:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∙ ∘ ∘∘ ∙ ∘
∘ ∘ ∙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ +

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∘ ∙ ∘∘ ∘ ∙
∙ ∘ ∘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ +

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∘ ∘ ∙∙ ∘ ∘
∘ ∙ ∘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∘ ∘ ∙∘ ∙ ∘
∙ ∘ ∘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∘ ∙ ∘∙ ∘ ∘
∘ ∘ ∙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∙ ∘ ∘∘ ∘ ∙
∘ ∙ ∘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Iнше мнемонiчне правило (правило Саррюса1) для запам’ятову-
вання формули визначника третього порядку полягає в наступному.
Випишемо визначник i поруч справа допишемо його першi два стов-
пцi. Обчислимо добутки елементiв на шести дiагоналях утвореної
таблицi чисел так, як показано на рисунку. Тi доданки, якi лежать
на головнiй дiагоналi матрицi або паралельно їй беруться зi знаком
«+», а iншi зi знаком «−».

𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎31 𝑎32

+ + +

− − −

2.2. Теорема Лапласа.
Означення 2.11 детермiнанта матрицi, тобто подання його через

суму добуткiв елементiв першого рядка на вiдповiднi алгебраїчнi
доповнення, ще називають розкладом визначника за першим рядком.
Виявляється, що сума добуткiв елементiв довiльного iншого рядка
(або навiть стовпця) матрицi на їх алгебраїчнi доповнення також
дорiвнюють визначнику матрицi. Цей фундаментальний факт теорiї
детермiнантiв носить назву «теорема Лапласа2», доведення якого ми
наводимо в пунктi 2.3.

Теорема 2.9 (Теорема Лапласа про розклад визначника). Де-
термiнант матрицi 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] дорiвнює сумi добуткiв елементiв

1Pierre Frédéric Sarrus (1798–1861) — французький математик.
2Pierre Simon de Laplace (1749–1827) — французький математик, фiзик i астро-

ном.
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довiльного рядка (стовпця) матрицi на їх алгебраїчнi доповнення:

det𝐴 = 𝑎𝑖1𝐴𝑖1 + 𝑎𝑖2𝐴𝑖2 + . . . + 𝑎𝑖𝑛𝐴𝑖𝑛, 𝑖 = 1, 𝑛,

det𝐴 = 𝑎1𝑗𝐴1𝑗 + 𝑎2𝑗𝐴2𝑗 + . . . + 𝑎𝑛𝑗𝐴𝑛𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛.

Приклад 2.7. Обчислити

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
3 7 1 −1 4

0 2 −2 5 3

0 0 8 1 0

0 0 3 3 −1

0 0 0 2 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

Розв’язання. Розкладемо цей визначник за першим стовпцем:

∆ = 3·𝐴11+0·𝐴21+0·𝐴31+0·𝐴41+0·𝐴51 = 3·(−1)1+1·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒2 −2 5 3

0 8 1 0

0 3 3 −1

0 0 2 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Отже, обчислення визначника п’ятого порядку звелось до обчисле-
ння визначника четвертого порядку. Розкладемо i його за першим
стовпцем:

∆ = 3 · 2 · (−1)1+1 ·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒8 1 0

3 3 −1

0 2 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Одержаний визначник третього порядку обчислимо, розклавши його
за третiм рядком. Врештi-решт дiстанемо:

∆ = 2 · 6 · (−1)3+2 ·
⃒⃒⃒⃒
8 0

3 −1

⃒⃒⃒⃒
= 12 · (−1) · (−8) = 96.

�

Теорема 2.10. Детермiнант трикутної матрицi дорiвнює до-
бутку елементiв, якi розташованi на головнiй дiагоналi цiєї матри-
цi.

Доведення. Розглянемо доведення цiєї теореми для випадку
верхньої трикутної матрицi. Доведення проведемо iндукцiєю по роз-
мiру матрицi. База iндукцiї⃒⃒⃒⃒

𝑎11 𝑎12
0 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
= 𝑎11𝑎22
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виконується. Припустимо, що детермiнант кожної верхньої трику-
тної матрицi 𝑛-го порядку дорiвнює добутку дiагональних елементiв.
Розглянемо трикутну матрицю𝐷 𝑛+1-го порядку. Розклавши детермi-
нант цiєї матрицi за останнiм рядком дiстанемо, що вiн дорiвнює добу-
тку елемента останнього рядка i останного стовпчика на його алгебраї-
чне доповнення, яке за iндуктивним припущенням рiвне 𝑎11𝑎22 . . . 𝑎𝑛𝑛.
Отже, det𝐷 = 𝑎𝑛+1,𝑛+1 · (−1)2𝑛+2𝑎11 . . . 𝑎𝑛𝑛 = 𝑎11𝑎22 . . . 𝑎𝑛+1,𝑛+1. �

2.3. Доведення теореми Лапласа.
Для доведення теореми Лапласа використаємо два допомiжних твер-

дження. Перше з них полягає в тому, що сума добуткiв елементiв першого
рядка на вiдповiднi алгебраїчнi доповнення дорiвнює сумi добуткiв елемен-
тiв першого стовпця на вiдповiднi алгебраїчнi доповнення.

Лема 2.2. Нехай 𝐴— 𝑛× 𝑛 матриця. Тодi

𝑎11𝐴11+𝑎12𝐴12+. . .+𝑎1𝑛𝐴1𝑛 = det𝐴 = 𝑎11𝐴11+𝑎21𝐴21+. . .+𝑎𝑛1𝐴𝑛1. (2.4)

Доведення. Доведення леми проведемо iндукцiєю по 𝑛. Для 𝑛 = 1

твердження очевидне. Припустимо, що твердження має мiсце для всiх
матриць 𝑛 − 1-го порядку (припущення iндукцiї). Нехай 𝐴— довiльна
матриця 𝑛-го порядку. Зазначимо, що лiва i права частини рiвностi (2.4)
мiстять доданок 𝑎11𝐴11, тому ним можна знехтувати.

В правiй частинi рiвностi (2.4) 𝑖-ий доданок 𝑎𝑖1𝐴𝑖1 дорiвнює 𝑎𝑖1 ·
(−1)𝑖+1𝑀𝑖1, де

𝑀𝑖1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝑎12 𝑎13 . . . 𝑎1𝑗 . . . 𝑎1𝑛

...
...

. . .
...

. . .
...

𝑎𝑖−1,2 𝑎𝑖−1,3 . . . 𝑎𝑖−1,𝑗 . . . 𝑎𝑖−1,𝑛

𝑎𝑖+1,2 𝑎𝑖+1,3 . . . 𝑎𝑖+1,𝑗 . . . 𝑎𝑖+1,𝑛

...
...

. . .
...

. . .
...

𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 . . . 𝑎𝑛𝑗 . . . 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
.

Розкладемо цей визначник за першим рядком. 𝑗-ий доданок цього розкладу
має вигляд 𝑎1𝑗 · (−1)1+𝑗−1𝑀1𝑖,1𝑗 , де позначення 𝑀𝑘𝑙,𝑟𝑠 означає детермiнант
матрицi, що одержується з матрицi 𝐴 викресленням рядкiв 𝑘 та 𝑙 i стовпцiв
𝑟 та 𝑠. Тодi доданок правої частини рiвностi (2.4), що мiстить 𝑎𝑖1𝑎1𝑗 набуває
вигляду

𝑎𝑖1(−1)𝑖+1𝑎1𝑗(−1)1+𝑗−1𝑀1𝑖,1𝑗 = (−1)𝑖+𝑗+1𝑎𝑖1𝑎1𝑗𝑀1𝑖,𝑖𝑗 .
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Тепер знайдемо доданок, що мiстить 𝑎𝑖1𝑎1𝑗 в лiвiй частинi рiвностi (2.4).
Множник 𝑎1𝑗 з’являється лише в 𝑗-му доданку 𝑎1𝑗𝐴1𝑗 = 𝑎1𝑗(−1)1+𝑗𝑀1𝑗 , де

𝑀1𝑗 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝑎21 . . . 𝑎2,𝑗−1 𝑎2,𝑗+1 . . . 𝑎2𝑛

𝑎31 . . . 𝑎3,𝑗−1 𝑎3,𝑗+1 . . . 𝑎3𝑛

...
. . .

...
...

. . .
...

𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖,𝑗−1 𝑎𝑖,𝑗+1 . . . 𝑎𝑖𝑛

...
. . .

...
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛,𝑗−1 𝑎𝑛,𝑗+1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
.

За припущенням iндукцiї ми можемо здiйснити розклад визначника
𝑀1𝑗 за першим стовпцем. 𝑖-ий доданок цього розкладу дорiвнює 𝑎𝑖1 ·
(−1)(𝑖−1)+1𝑀1𝑖,1𝑗 , тому доданок, що мiстить множник 𝑎𝑖1𝑎1𝑗 лiвої частини
рiвностi (2.4) дорiвнює

𝑎1𝑗(−1)1+𝑗𝑎𝑖1(−1)(𝑖−1)+1𝑀1𝑖,1𝑗 = (−1)𝑖+𝑗+1𝑎𝑖1𝑎1𝑗𝑀1𝑖,1𝑗 ,

звiдки знаходимо, що лiва i права частини рiвностi (2.4) однаковi. �

Лема 2.3. Нехай 𝐴— матриця 𝑛-го порядку, а 𝐵 одержується шля-
хом перестановки двох рядкiв (стовпцiв) матрицi 𝐴. Тодi

det𝐵 = − det𝐴.

Доведення. Знову доведення проведемо методом математичної iнду-
кцiї за розмiром матрицi. Твердження леми легко перевiряється для 𝑛 = 2.
Припустимо, що воно має мiсце для всiх матриць розмiрiв (𝑛− 1)× (𝑛− 1).
Доведемо, що тодi i для матриць 𝑛-го порядку воно також має мiсце. Спо-
чатку доведемо це для випадку, коли переставляються два сусiднi рядки
матрицi 𝐴 (нехай це 𝑟-й та 𝑟 + 1-й рядки).

За лемою 2.2 детермiнант матрицi 𝐵 можна обчислити через роз-
клад за першим стовпцем. 𝑖-ий доданок цього розкладу має вигляд
(−1)𝑖+1𝑏𝑖1𝑀𝑖1(𝐵) (позначення 𝑀𝑖𝑗(𝐵) означає мiнор елемента 𝑖-го ряд-
ка i 𝑗-го стовпця матрицi 𝐵). Якщо 𝑖 ̸= 𝑟 та 𝑖 ̸= 𝑟 + 1, то 𝑏𝑖1 = 𝑎𝑖1 i 𝑀𝑖1(𝐵)

є детермiнантом 𝑛− 1-го порядку, що спiвпадає з мiнором 𝑀𝑖1(𝐴) за ви-
нятком двох сусiднiх рядкiв, що переставлено. Але тодi за припущенням
iндукцiї 𝑀𝑖1(𝐵) = −𝑀𝑖1(𝐴) при 𝑖 ̸= 𝑟 та 𝑖 ̸= 𝑟 + 1.

Якщо 𝑖 = 𝑟, то 𝑏𝑖1 = 𝑎𝑟+1,1 i 𝑀𝑖1(𝐵) = 𝑀𝑟+1,1(𝐴). Тодi 𝑟-ий доданок в
розкладi det𝐵 має такий вигляд:

(−1)𝑟+1𝑏𝑟1𝑀𝑟1(𝐵) = (−1)𝑟+1𝑎𝑟+1,1𝑀𝑟+1,1(𝐴) = −(−1)(𝑟+1)+1𝑎𝑟+1,1𝑀𝑟+1,1(𝐴).
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Аналогiчно, якщо 𝑖 = 𝑟+1, то 𝑏𝑖1 = 𝑎𝑟1, 𝑀𝑖1(𝐵) = 𝑀𝑟1(𝐴) i 𝑟+1-ий доданок
в розкладi det𝐵 дорiвнює

(−1)(𝑟+1)+1𝑏𝑟+1,1𝑀𝑟+1,1(𝐵) = (−1)𝑟𝑎𝑟1𝑀𝑟1(𝐴) = −(−1)𝑟+1𝑎𝑟1𝑀𝑟1(𝐴).

Iншими словами, 𝑟-ий та 𝑟 + 1-ий доданки в розкладi det𝐵 за першим
стовпцем протилежнi за знаком i рiвнi за абсолютною величиною вiдповiдно
з 𝑟 + 1-им та 𝑟-им доданками розкладу det𝐴 за першим стовпцем.

Пiдставимо усi цi результати в det𝐵 i знову застосуємо лему 2.2:

det𝐵 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖+1𝑏𝑖1𝑀𝑖1(𝐵) =

=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖 ̸=𝑟,𝑟+1

(−1)𝑖+1𝑏𝑖1𝑀𝑖1(𝐵) + (−1)𝑟+1𝑏𝑟1𝑀𝑟1(𝐵)+

+ (−1)(𝑟+1)+1𝑏𝑟+1,1𝑀𝑟+1,1(𝐵) =

=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖 ̸=𝑟,𝑟+1

(−1)𝑖+1𝑎𝑖1(−𝑀𝑖1(𝐴))− (−1)(𝑟+1)+1𝑎𝑟+1,1𝑀𝑟+1,1(𝐴)−

− (−1)𝑟+1𝑎𝑟1𝑀𝑟1(𝐴) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

(−1)𝑖+1𝑎𝑖1𝑀𝑖1(𝐴) = − det𝐴.

Отже, ми довели твердження леми для випадку, коли здiйснюється
перестановка двох сусiднiх рядкiв. Для доведення того, що воно має мiсце
для перестановки двох довiльних рядкiв лише вiдзначимо, що перестановку
двох рядкiв з номерами, скажiмо, 𝑟 та 𝑠 (𝑟 < 𝑠) можна здiйснити шляхом
2(𝑠− 𝑟)− 1 перестановок сусiднiх рядкiв. Оскiльки це число перестановок
непарне i кожна з них змiнює знак детермiнанта, зрештою детермiнант
матрицi 𝐵 буде протилежним за знаком iз детермiнантом матрицi 𝐴. �

Тепер можемо перейти до доведення теореми Лапласа.
Нехай матриця 𝐵 одержується з 𝐴 шляхом перемiщення 𝑖-го рядка

вгору на перше мiсце з допомогою 𝑖−1 перестановки сусiднiх рядкiв матрицi.
За лемою 2.3 det𝐵 = (−1)𝑖−1 det𝐴. Але 𝑏1𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 i 𝑀1𝑗(𝐵) = 𝑀𝑖𝑗(𝐴) для
всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Тодi

det𝐴 = (−1)𝑖−1 det𝐵 = (−1)𝑖−1
𝑛∑︁

𝑗=1

(−1)1+𝑗𝑏1𝑗𝑀1𝑗(𝐵) =

= (−1)𝑖−1
𝑛∑︁

𝑗=1

(−1)1+𝑗𝑎𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗(𝐴) =

𝑛∑︁
𝑗=1

(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗(𝐴),
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тобто ми одержали формулу розкладу детермiнанта матрицi 𝐴 за 𝑖-м
рядком.

Доведення розкладу детермiнанта за стовпцем аналогiчне з урахуван-
ням леми 2.2.

2.4. Вираження детермiнанта матрицi через її елементи.
Iндуктивне означення визначника матрицi 𝑛-го порядку породжує

запитання: а чи iснує формула для обчислення визначника матрицi через
її елементи? Для вiдповiдi на це запитання введемо деякi новi означення.

Означення 2.12. Перестановкою 𝑛 елементiв називається будь-яка
упорядкована множина цих елементiв.

Перестановки вiдрiзняються мiж собою лише порядком елементiв.
Число усiх можливих перестановок з 𝑛 елементiв дорiвнює 𝑃𝑛 = 1 · 2 ·
. . . · 𝑛 = 𝑛!. Якщо елементами перестановки є числа 1, 2, . . . , 𝑛, то ту з 𝑛!

перестановок цих елементiв, в якiй вони розмiщенi в порядку зростання,
називатимемо нормально впорядкованою.

Означення 2.13. Iнверсiєю називається таке розташування двох чи-
сел в перестановцi, коли бiльше число стоїть попереду (лiвiше) меншого.

Наприклад, перестановка 2, 4, 3, 1 має чотири iнверсiї: 2, 4, 3 знахо-
дяться лiвiше вiд 1; 4 лiвiше вiд числа 3. Перестановка, в якiй кiлькiсть
iнверсiй є парним числом називається парною, в iншому випадку — непар-
ною.

Теорема 2.11. Нехай 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]— матриця 𝑛-го порядку. Тодi

det𝐴 =
∑︁
𝑛!

(−1)𝑁(𝛼1,...,𝛼𝑛)𝑎1𝛼1𝑎2𝛼2 . . . 𝑎𝑛𝛼𝑛 , (2.5)

де 𝑁(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛)— число iнверсiй у перестановцi 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛.

Доведення. Доведення проведемо методом математичної iндукцiї.
Нехай 𝑛 = 2. Тодi формула (2.5) набуває вигляду

det𝐴 = (−1)𝑁(1,2)𝑎11𝑎22 + (−1)𝑁(2,1)𝑎12𝑎21 = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21,

що узгоджується з ранiше виведеною формулою.
Припустимо, що твердження теореми справедливе при 𝑛 = 𝑘 − 1. Це

означає, що детермiнант довiльної матрицi 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] порядку 𝑘−1 дорiвнює
сумi

∑︀
(−1)𝑁(𝛼1,...,𝛼𝑘−1)𝑎1𝛼1𝑎2𝛼2 . . . 𝑎𝑘−1,𝛼𝑘−1 .
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Розглянемо тепер довiльну матрицю 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] 𝑘-го порядку.

det𝐴 = 𝑎11𝐴11 + 𝑎12𝐴12 + . . .+ 𝑎1𝑘𝐴1𝑘 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎1𝑖𝐴1𝑖 =

=

𝑘∑︁
𝑖=1

⎛⎝𝑎1𝑖 · (−1)1+𝑖
∑︁

(𝑘−1)!

(−1)𝑁(𝛼
(𝑖)
1 ,...,𝛼

(𝑖)
𝑘−1

)𝑎
2𝛼

(𝑖)
1

𝑎
3𝛼

(𝑖)
2

. . . 𝑎
𝑘,𝛼

(𝑖)
𝑘−1

⎞⎠ ,

де внутрiшня сума береться по всiм можливим перестановкам
(𝛼

(𝑖)
1 , . . . , 𝛼

(𝑖)
𝑘−1) чисел 1, . . . , 𝑖− 1, 𝑖+ 1, . . . , 𝑘.

Внесемо множник 𝑎1𝑖 · (−1)1+𝑖 пiд знак внутрiшньої суми. Тодi

det𝐴 =

𝑘∑︁
𝑖=1

⎛⎝ ∑︁
(𝑘−1)!

(−1)(1+𝑖)+𝑁(𝛼
(𝑖)
1 ,...,𝛼

(𝑖)
𝑘−1

)𝑎1𝑖𝑎2𝛼
(𝑖)
1

𝑎
3𝛼

(𝑖)
2

. . . 𝑎
𝑘,𝛼

(𝑖)
𝑘−1

⎞⎠ .

Вiдзначимо, що якщо в перестановцi (𝛼(𝑖)
1 , . . . , 𝛼

(𝑖)
𝑘−1) було 𝑁 iнверсiй, то в

перестановцi (𝑖, 𝛼(𝑖)
1 , . . . , 𝛼

(𝑖)
𝑘−1) буде рiвно 𝑖− 1 +𝑁 iнверсiй. Але

(−1)(1+𝑖)+𝑁(𝛼
(𝑖)
1 ,...,𝛼

(𝑖)
𝑘−1

) = (−1)(𝑖−1)+𝑁(𝛼
(𝑖)
1 ,...,𝛼

(𝑖)
𝑘−1

) = (−1)𝑁(𝑖,𝛼
(𝑖)
1 ,...,𝛼

(𝑖)
𝑘−1

),

звiдки

det𝐴 =

𝑘∑︁
𝑖=1

⎛⎝ ∑︁
(𝑘−1)!

(−1)𝑁(𝑖,𝛼
(𝑖)
1 ,...,𝛼

(𝑖)
𝑘−1

)𝑎1𝑖𝑎2𝛼
(𝑖)
1

𝑎
3𝛼

(𝑖)
2

. . . 𝑎
𝑘,𝛼

(𝑖)
𝑘−1

⎞⎠ ,

що i потрiбно було показати. Отже, формула (2.5) справедлива. �

Зауважимо, що формула (2.5) непридатна для обчислення визначникiв
достатньо великих порядкiв. Якщо сучасний комп’ютер, що виконує 1012

операцiй на секунду, буде так обраховувати значення детермiнанта матрицi
50× 50 (для сучасних застосувань це вiдносно невисокий порядок детермi-
нанта), то йому знадобиться виконати 50! ≈ 3 · 1064 операцiй за близько
3 · 1052 секунд, тобто 1045 рокiв. Для порiвняння: астрономи вважають, що
«вiк» Всесвiту становить близько 1010 рокiв. Тобто формула (2.5) носить
швидше теоретичний характер, анiж практичний. Проте є й iншi методи
обчислення детермiнантiв.

2.5. Властивостi детермiнантiв.
Нехай 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] —квадратна матриця.

Властивiсть 1. Якщо 𝐴 мiстить нульовий рядок (стовпець),
то det𝐴 = 0.
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Доведення. Справдi, нехай усi елементи 𝑖-го рядка матрицi до-
рiвнюють нулю. Тодi розклавши детермiнант матрицi за цим рядком
знайдемо:

det𝐴 = 0 ·𝐴𝑖1 + · · ·+ 0 ·𝐴𝑖𝑛 = 0.

�

Означення 2.14. Матриця 𝐴𝑇 = [𝑎𝑗𝑖] називається транспоно-
ваною до матрицi 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ].

Наприклад, якщо 𝐴 =

⎡⎣𝑎 𝑏 𝑐

𝑑 𝑒 𝑓

𝑔 ℎ 𝑖

⎤⎦, то 𝐴𝑇 =

⎡⎣𝑎 𝑑 𝑔

𝑏 𝑒 ℎ

𝑐 𝑓 𝑖

⎤⎦. Бiльш
детально властивостi транспонування матриць будуть розглянутi у
роздiлi 7 (стор. 170).

Властивiсть 2. При транспонуваннi детермiнант матрицi не
змiнюється: det𝐴 = det𝐴𝑇 .

Доведення. Доведення проведемо методом математичної iнду-
кцiї. Для 𝑛 = 2 твердження, вочевидь, має мiсце. Припустимо, що для
кожної матрицi 𝐴 𝑘-го порядку det𝐴 = det𝐴𝑇 . Розглянемо довiльну
матрицю 𝐵 = [𝑎𝑖𝑗 ] 𝑘 + 1-го порядку та транспоновану до неї 𝐵𝑇 .
Розклавши детермiнант матрицi 𝐵 за першим рядком, а детермiнант
матрицi 𝐵𝑇 за першим стовпцем, дiстанемо:

det𝐵 = 𝑎11𝐴11 + 𝑎12𝐴12 + . . . + 𝑎1,𝑘+1𝐴1,𝑘+1,

det𝐵𝑇 = 𝑎11𝐴
𝑇
11 + 𝑎12𝐴

𝑇
12 + . . . + 𝑎1,𝑘+1𝐴

𝑇
1,𝑘+1.

А оскiльки для всiх 𝑗 𝐴1𝑗 = 𝐴𝑇
1𝑗 за iндукцiйним припущенням, то

det𝐵 = det𝐵𝑇 . �

Наслiдок. Кожна властивiсть, доведена для рядкiв детермi-
нанта, має мiсце i для стовпцiв.

Властивiсть 3. Якщо матриця 𝐵 одержується з матрицi 𝐴
переставленням двох рядкiв (стовпцiв), то det𝐵 = −det𝐴.

Ця властивiсть нами вже доведена у лемi 2.3.

Властивiсть 4. Якщо матриця 𝐴 має два однакових рядки
(стовпцi), то det𝐴 = 0.
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Доведення. Справдi, якщо переставити цi два рядки такої ма-
трицi, то, з одного боку, матриця (а значить i детермiнант) не змi-
ниться, а з iншого — за властивiстю 3 змiнить знак на протилежний,
що можливо лише в тому випадку, коли det𝐴 = 0. �

Властивiсть 5. Якщо матриця 𝐵 одержується з матрицi 𝐴
множенням деякого рядка (стовпця) матрицi 𝐴 на число 𝑘, то
det𝐵 = 𝑘 · det𝐴.

Доведення. Нехай

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑘𝑎𝑖1 . . . 𝑘𝑎𝑖𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Тодi розкладаючи детермiнант матрицi 𝐵 за 𝑖-им рядком, знахо-
димо:

det𝐵 = 𝑘𝑎𝑖1𝐴𝑖1 + . . . + 𝑘𝑎𝑖𝑛𝐴𝑖𝑛 = 𝑘 · det𝐴.

�

Властивiсть 6. Якщо квадратнi матрицi 𝐴,𝐵,𝐶 однаковi за
винятком елементiв 𝑖-го рядка (стовпця), причому 𝑖-ий рядок (стов-
пець) матрицi 𝐶 дорiвнює сумi 𝑖-их рядкiв (стовпцiв) матриць 𝐴

та 𝐵, то
det𝐶 = det𝐴 + det𝐵.

Доведення. Нехай

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 . . . 𝑎1𝑗 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 . . . 𝑎2𝑗 . . . 𝑎2𝑛
...

. . .
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑗 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 . . . 𝑏1𝑗 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 . . . 𝑏2𝑗 . . . 𝑎2𝑛
...

. . .
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑏𝑛𝑗 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

𝐶 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 . . . 𝑎1𝑗 + 𝑏1𝑗 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 . . . 𝑎2𝑗 + 𝑏2𝑗 . . . 𝑎2𝑛
...

. . .
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑗 + 𝑏𝑛𝑗 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ .
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Тодi

det𝐶 =(𝑎1𝑗 + 𝑏1𝑗)𝐴1𝑗 + . . . + (𝑎𝑛𝑗 + 𝑏𝑛𝑗)𝐴𝑛𝑗 =

=𝑎1𝑗𝐴1𝑗 + . . . + 𝑎𝑛𝑗𝐴𝑛𝑗 + 𝑏1𝑗𝐴1𝑗 + . . . + 𝑏𝑛𝑗𝐴𝑛𝑗 = det𝐴 + det𝐵.

�

Властивiсть 7. Якщо до деякого рядка (стовпця) матрицi до-
дати будь-який iнший рядок (стовпець), помножений на довiльне
число, то детермiнант матрицi не змiниться.

Доведення. Нехай

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑗1 . . . 𝑎𝑗𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑗1 + 𝑘𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑗𝑛 + 𝑘𝑎𝑖𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Слiд довести, що det𝐵 = det𝐴. Розкладаючи детермiнант матри-
цi 𝐵 за 𝑗-м рядком, дiстанемо пiсля спрощень:

det𝐵 = det𝐴 + 𝑘 · det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= det𝐴

(тут ми використали властивiсть 4). �

Розглянутi властивостi дають ефективний iнструмент для обчи-
слення визначникiв. Розглянемо це на прикладах.

Приклад 2.8. Обчислити⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 3 −1

2 5 3

−4 −6 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .
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Розв’язання. Маємо:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 3 −1

2 5 3

−4 −6 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5

= −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2 3 −1

2 5 3

2 3 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 4

= 0.

�

Приклад 2.9. Обчислити det𝐴, якщо

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
0 2 −4 5

3 0 −3 6

2 4 5 7

5 −1 −3 1

⎤⎥⎥⎦ .

Розв’язання. Спочатку за властивiстю 5 винесемо трiйку з
другого рядка визначника:

det𝐴 = 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒0 2 −4 5

1 0 −1 2

2 4 5 7

5 −1 −3 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Далi переставимо мiсцями перший i другий рядки (властивiсть 3):

det𝐴 = −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒1 0 −1 2

0 2 −4 5

2 4 5 7

5 −1 −3 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Тепер додамо до третього рядка перший, що помножений на −2, а до
четвертого перший, що помножений на −5 (властивiсть 7):

det𝐴 = −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒1 0 −1 2

0 2 −4 5

0 4 7 3

0 −1 2 −9

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Розкладемо детермiнант за першим стовпцем:

det𝐴 = −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 −4 5

4 7 3

−1 2 −9

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .
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Додамо до першого рядка третiй, що помножений на 2, а до другого
третiй, що помножений на 4:

det𝐴 = −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 0 0 −13

0 15 −33

−1 2 −9

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−1 2 −9

0 15 −33

0 0 −13

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 3·(−1)·15·(−13) = 585.

�

2.6. Детермiнанти елементарних матриць. Критерiй обо-
ротностi матриць.

Теорема 2.12. Нехай 𝐸 — елементарна матриця порядку 𝑛.

1. Якщо 𝐸 одержується з одиничної матрицi переставленням двох
рядкiв, то det𝐸 = −1.

2. Якщо 𝐸 одержується з одиничної матрицi множенням рядка на
деяке число 𝑘 ̸= 0, то det𝐸 = 𝑘.

3. Якщо 𝐸 одержується з одиничної матрицi додаванням до деякого
рядка якогось iншого, помноженого на певне число, то det𝐸 = 1.

Доведення. Доведення теореми безпосередньо випливає з вла-
стивостей 3, 5, 7 визначникiв. �

Наслiдок. Детермiнант елементарної матрицi вiдмiнний вiд
нуля.

Лема 2.4. Нехай 𝐴— деяка квадратна матриця, 𝐸 — елемен-
тарна матриця того ж порядку. Тодi

det(𝐸𝐴) = det𝐸 · det𝐴.

Доведення. Матриця 𝐸𝐴—це матриця, що одержана з матрицi
𝐴 з допомогою того елементарного перетворення, яке переводить
одиничну матрицю 𝐼 в 𝐸. Тодi, враховуючи властивостi визначникiв:

1) якщо 𝐸 утворена з одиничної перестановкою двох рядкiв, то
det(𝐸𝐴) = −det𝐴 = det𝐸 det𝐴;

2) якщо 𝐸 утворена з одиничної множенням рядка матрицi 𝐼 на 𝑘,
то det𝐸 = 𝑘 i det(𝐸𝐴) = 𝑘 det𝐴 = det𝐸 det𝐴;

3) якщо 𝐸 утворена з одиничної додаванням до деякого рядка iншого,
помноженого на певне число, то det𝐸 = 1 i det(𝐸𝐴) = det𝐸 det𝐴.

�
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Теорема 2.13. Квадратна матриця 𝐴 оборотна тодi i тiльки
тодi, коли det𝐴 ̸= 0.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝐴 оборотна матриця 𝑛-го по-
рядку. Тодi за теоремами 2.6 та 2.7 її ранг дорiвнює 𝑛, а зведеною
схiдчастою формою матрицi 𝐴 є одинична матриця 𝐼. А це в свою
чергу означає, що iснують елементарнi матрицi 𝐸1, . . . 𝐸𝑚 такi, що
𝐸𝑚 . . . 𝐸1𝐴 = 𝐼, звiдки, переходячи до детермiнантiв:

1 = det 𝐼 = det(𝐸𝑚 . . . 𝐸1𝐴) = det𝐸𝑚 . . . det𝐸1 det𝐴

i, отже, det𝐴 ̸= 0.
Достатнiсть. Нехай маємо матрицю 𝐴, детермiнант якої вiдмiн-

ний вiд нуля. Доведемо, що до неї iснує обернена. Якщо 𝐴 привести
до зведеної схiдчастої форми, то можливi такi два випадки:
1. Зведена схiдчаста форма— це одинична матриця 𝐼. Тодi rank𝐴 = 𝑛,

а тому вона оборотна за теоремою 2.7.
2. Зведена схiдчаста форма 𝐵 матрицi 𝐴 має нульовi рядки. Тодi

det𝐵 = 0. Але має мiсце рiвнiсть 𝐵 = 𝐸𝑚 . . . 𝐸1𝐴 для деяких
елементарних матриць 𝐸1, . . . , 𝐸𝑚. Тодi переходячи до визначникiв
i використовуючи лему 2.4, знаходимо det𝐸𝑚 . . . det𝐸1 det𝐴 = 0,

звiдки за наслiдком з теореми 2.12 det𝐴 = 0. Дiстали суперечнiсть,
а тому цей випадок неможливий.

�

Означення 2.15. Матриця 𝐴, детермiнант якої дорiвнює нулю,
називається виродженою (особливою), в iншому випадку— невиро-
дженою (неособливою).

Отже, термiни «оборотна матриця» i «невироджена (неособлива)
матриця» є синонiмами.

2.7. Детермiнанти i операцiї над матрицями.
Дослiдимо питання про можливий зв’язок мiж детермiнантами

i основними матричними операцiями, зокрема нашою метою буде
встановлення формул для det(𝐴𝑇 ), det(𝐴 + 𝐵), det(𝑘 · 𝐴), det(𝐴𝐵),
det(𝐴−1) в термiнах det𝐴 i det𝐵.

1. За властивiстю 2 детермiнантiв має мiсце рiвнiсть для кожної
квадратної матрицi 𝐴:

det(𝐴𝑇 ) = det𝐴.
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2. Iнтуїтивно може скластись враження, що det(𝐴 + 𝐵) = det𝐴 +

det𝐵. Пiдкреслимо, що взагалi кажучи це неправильно. Так, напри-
клад, якщо

𝐴 =

[︂
1 0

0 0

]︂
, 𝐵 =

[︂
0 0

0 1

]︂
,

то det𝐴 = det𝐵 = 0, але det(𝐴 + 𝐵) = det 𝐼 = 1.
3. Має мiсце таке твердження.

Теорема 2.14. Якщо 𝐴— матриця порядку 𝑛, 𝑘 ∈ R, то

det(𝑘𝐴) = 𝑘𝑛 det𝐴.

Доведення. Твердження теореми випливає з властивостi 5 ви-
значникiв. �

4. Наступне фундаментальне твердження теорiї детермiнантiв
вперше обґрунтував Кошi1.

Теорема 2.15. Якщо 𝐴 та 𝐵 квадратнi матрицi однакових
розмiрiв, то

det(𝐴𝐵) = det𝐴 det𝐵.

Доведення. Розглянемо окремо випадки, коли матриця 𝐴 є
оборотною, i коли необоротною.

а) Нехай 𝐴— оборотна. Тодi

𝐸𝑚 . . . 𝐸1 ·𝐴 = 𝐼; ⇒

𝐸𝑚 . . . 𝐸1 = 𝐴−1; ⇒

(𝐸𝑚 . . . 𝐸1)−1 = 𝐴; ⇒

𝐴 = 𝐸−11 . . . 𝐸−1𝑚 ; ⇒
𝐴 = 𝐸′1 . . . 𝐸

′
𝑚,

де 𝐸′1, . . . , 𝐸
′
𝑚 — елементарнi, оскiльки обернена матриця до елемен-

тарної, вочевидь, є елементарною.
Таким чином,

det(𝐴𝐵) = det(𝐸′1 . . . 𝐸
′
𝑚𝐵) = det𝐸′1 · . . . · det𝐸′𝑛 · det𝐵 =

= det(𝐸′1 . . . 𝐸
′
𝑚) · det𝐵 = det𝐴 det𝐵.

б) Нехай матриця 𝐴 необоротна. Тодi 𝐴𝐵 також необоротна.

1Augustin Louis Cauchy (1789–1857) — видатний французький математик.
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Справдi, доведемо таке допомiжне твердження: якщо матриця 𝐴𝐵

оборотна, то матрицi 𝐴 та 𝐵 також оборотнi.
Якщо 𝐴𝐵 оборотна, то це означає, що iснує така матриця 𝐶, що

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐶(𝐴𝐵) = 𝐼. З асоцiативностi множення матриць знаходимо:

𝐴(𝐵𝐶) = 𝐼, а тому 𝐴−1 = 𝐵𝐶,

(𝐶𝐴)𝐵 = 𝐼, а тому 𝐵−1 = 𝐶𝐴,

тобто матрицi 𝐴 та 𝐵 оборотнi.
Тодi маємо det𝐴 = 0, det(𝐴𝐵) = 0, а тому det(𝐴𝐵) = det𝐴det𝐵.

�

5. Зв’язок мiж детермiнантом матрицi i оберненої до неї висвiтлює
таке твердження.

Теорема 2.16. Якщо 𝐴— оборотна, то

det(𝐴−1) =
1

det𝐴
.

Доведення. Маємо: 𝐴 · 𝐴−1 = 𝐼. Тодi det(𝐴 · 𝐴−1) = det 𝐼, що
рiвносильно det𝐴·det(𝐴−1) = 1, звiдки i дiстаємо твердження теореми.

�

2.8. Правило Крамера для розв’язування систем лiнiй-
них рiвнянь.

В цьому пунктi ми розглянемо формули, що пов’язують детермi-
нанти з розв’язками систем лiнiйних рiвнянь.

Нехай маємо систему лiнiйних рiвнянь 𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗, де 𝐴 =[︀
𝑎1 𝑎⃗2 . . . 𝑎⃗𝑛

]︀
. Через 𝐴𝑖(⃗𝑏) позначатимемо матрицю, яка одер-

жується з 𝐴 замiною її 𝑖-ого стовпця на 𝑏⃗:

𝑎⃗1 . . . 𝑏⃗ . . . 𝑎⃗𝑛

[︂ ]︂
𝑖-й стовпець

𝐴𝑖(⃗𝑏) =

Теорема 2.17 (Правило Крамера1 розв’язування систем лiнiйних
рiвнянь). Якщо 𝐴— оборотна матриця 𝑛-го порядку, то система
𝐴𝑥⃗ = 𝑏⃗ має єдиний розв’язок

𝑥𝑖 =
det𝐴𝑖(⃗𝑏)

det𝐴
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (2.6)

1Gabriel Cramer (1704–1752) — швейцарський математик.
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Доведення. Маємо:

𝐴𝐼𝑖(𝑥⃗) = 𝐴
[︀
𝑒⃗1 . . . 𝑥⃗ . . . 𝑒⃗𝑛

]︀
=

[︀
𝐴𝑒⃗1 . . . 𝐴𝑥⃗ . . . 𝐴𝑒⃗𝑛

]︀
=

=
[︁
𝑎⃗1 . . . 𝑏⃗ . . . 𝑎⃗𝑛

]︁
= 𝐴𝑖(⃗𝑏).

За теоремою 2.15:

det𝐴 · det 𝐼𝑖(𝑥⃗) = det(𝐴𝐼𝑖(𝑥⃗)) = det𝐴𝑖(⃗𝑏).

Разом з тим

det 𝐼𝑖(𝑥⃗) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

1 0 . . . 𝑥1 . . . 0 0

0 1 . . . 𝑥2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 . . . 𝑥𝑖 . . . 0 0
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 . . . 𝑥𝑛−1 . . . 1 0

0 0 . . . 𝑥𝑛 . . . 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 𝑥𝑖,

що слiдує з розкладу цього визначника за 𝑖-им рядком. Таким чином,
det𝐴 · 𝑥𝑖 = det𝐴𝑖(⃗𝑏), звiдки дiленням на det𝐴 (det𝐴 ̸= 0 оскiльки 𝐴

оборотна) завершується доведення теореми. �

Приклад 2.10. Розв’язати систему:{︂
3𝑥1 + 2𝑥2 = 2,

−5𝑥1 − 𝑥2 = 1.

Розв’язання. Обчислюємо визначник матрицi системи:

∆ =

⃒⃒⃒⃒
3 2

−5 −1

⃒⃒⃒⃒
= −3 + 10 = 7.

∆ ̸= 0, тому система має єдиний розв’язок. Знаходимо далi

∆1 =

⃒⃒⃒⃒
2 2

1 −1

⃒⃒⃒⃒
= −2− 2 = −4,

∆2 =

⃒⃒⃒⃒
3 2

−5 1

⃒⃒⃒⃒
= 3− (−10) = 13.

Вiдповiдь.
(︀
− 4

7 ,
13
7

)︀
. �

Зауважимо, що розв’язувати системи лiнiйних рiвнянь за до-
помогою формул (2.6) (вони називаються формулами Крамера) в
загальному випадку неефективно. Цi формули зручнi для розв’язува-
ння систем другого порядку, для систем вищих порядкiв зручнiше
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використати метод Гауса. Незважаючи на це, формули Крамера ма-
ють велику теоретичну цiннiсть.

2.9. Приєднана матриця. Формула для обчислення обер-
неної матрицi.

Означення 2.16. Нехай 𝐴𝑛×𝑛 = [𝑎𝑖𝑗 ]. Обчислимо алгебраїчнi
доповнення усiх елементiв цiєї матрицi. Матриця

𝐶* =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐴11 𝐴21 . . . 𝐴𝑛1

𝐴12 𝐴22 . . . 𝐴𝑛2

...
...

. . .
...

𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 . . . 𝐴𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦
називається приєднаною матрицею .

Лема 2.5 (про фальшивий розклад визначника). Сума добу-
ткiв елементiв будь-якого рядка (стовпця) матрицi на алгебраїчнi
доповнення iншого рядка (стовпця) матрицi дорiвнює нулю.

Доведення. Нехай маємо матрицю 𝐴𝑛×𝑛 = [𝑎𝑖𝑗 ]. Доведемо, що
𝑎𝑘1𝐴𝑙1 + . . . + 𝑎𝑘𝑛𝐴𝑙𝑛 = 0 для довiльних iндексiв 𝑘 ̸= 𝑙. Справдi,
розглянемо визначник матрицi, яка одержується з матрицi 𝐴 замiною
його 𝑙-го рядка 𝑘-им. Тодi з одного боку вiн дорiвнює нулю, оскiльки
має два однакових рядки, а з iншого— розкладаючи його за 𝑙-им
рядком знаходимо:

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑘1 . . . 𝑎𝑘𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑘1 . . . 𝑎𝑘𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

= 𝑎𝑘1𝐴𝑙1 + . . . + 𝑎𝑘𝑛𝐴𝑙𝑛.

Отже, 𝑎𝑘1𝐴𝑙1 + . . . + 𝑎𝑘𝑛𝐴𝑙𝑛 = 0, що i потрiбно було довести. �
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Теорема 2.18. Якщо 𝐴— оборотна, то

𝐴−1 =
1

det𝐴

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐴11 𝐴21 . . . 𝐴𝑛1

𝐴12 𝐴22 . . . 𝐴𝑛2

...
...

. . .
...

𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 . . . 𝐴𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ =
1

det𝐴
· 𝐶*.

Доведення. Безпосередньо обчислимо добуток 𝐴 · 1
det𝐴𝐶*. Недi-

агональнi елементи матрицi 𝐴 ·𝐶* за лемою про фальшивий розклад
визначника дорiвнюють нулю, а дiагональнi — визначнику матрицi,
оскiльки є сумами елементiв певного рядка на алгебраїчнi доповне-
ння того ж рядка. Таким чином, 𝐴 · 1

det𝐴𝐶* = 𝐼, а це i означає, що
𝐴−1 = 1

det𝐴 · 𝐶
*. �

Отже, доведена теорема фактично стверджує, що обернена до
матрицi 𝐴 є транспонованою матрицею алгебраїчних доповнень еле-
ментiв 𝐴, якi подiлено на визначник матрицi 𝐴.

Додатковi вiдомостi i завдання для самостiйної роботи

1. Слiдом матрицi 𝑛-го порядку 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] називається сума елементiв, що
розташованi на її головнiй дiагоналi (позначається tr𝐴), тобто

tr𝐴 = 𝑎11 + 𝑎22 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛.

Довести, що:
1) tr(𝐴+𝐵) = tr𝐴+ tr𝐵, 𝐴,𝐵 ∈ 𝑀𝑛(R);
2) tr(𝜆𝐴) = 𝜆 tr𝐴, 𝑘 ∈ R;
3) tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴), 𝐴,𝐵 ∈ 𝑀𝑛(R).

2. Квадратна матриця 𝐴 називається iдемпотентною, якщо 𝐴2 = 𝐴.
1) Знайти усi iдемпотентнi матрицi другого порядку.
2) Довести, що єдиною невиродженою iдемпотентною 𝑛× 𝑛 матрицею є оди-

нична матриця.
3. Квадратна матриця 𝐴 називається нiльпотентною, якщо 𝐴𝑘 = 𝑂 для деякого

𝑘 > 1. Чому може дорiвнювати визначник нiльпотентної матрицi?
4. Нехай 𝐴 та 𝐵 — матрицi другого порядку, сума елементiв кожного рядка яких

дорiвнює 1. Довести, що тiєю ж властивiстю володiє i матриця 𝐴𝐵. Узагальнiть
цей результат на випадок матриць 𝑛-го порядку.

5. Довести, що якщо 𝑛× 𝑛 матрицi 𝐴 та 𝐵 мають ранг 𝑛, то матриця 𝐴𝐵 має
також ранг 𝑛.

6. Довести, що rank(𝐴𝐵) 6 rank(𝐴) i rank(𝐴𝐵) 6 rank(𝐵).
7. Довести, що якщо матриця 𝑈 оборотна, то rank(𝑈𝐴) = rank(𝐴). (Пiдказка.

𝐴 = 𝑈−1(𝑈𝐴)).
8. Довести, що якщо матриця 𝑈 оборотна, то rank(𝐴𝑈) = rank(𝐴).
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9. Довести, що для 𝑚× 𝑛 матриць 𝐴,𝐵 виконується нерiвнiсть

rank(𝐴+𝐵) 6 rank(𝐴) + rank(𝐵).

10. Нехай 𝐴— квадратна матриця, яка має такий блочний вигляд:

𝐴 =

[︃
𝑃 𝑄

𝑂 𝑆

]︃
,

де 𝑃 та 𝑆 — квадратнi матрицi, 𝑂 — нульова. Довести, що det𝐴 = det𝑃 · det𝑆.
(Пiдказка. Застосуйте метод математичної iндукцiї по кiлькостi рядкiв в 𝑃 .)

11. Довести таку формулу (визначник Вандермонда 1):⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

1 1 . . . 1

𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛

𝑥2
1 𝑥2

2 . . . 𝑥2
𝑛

...
...

. . .
...

𝑥𝑛−1
1 𝑥𝑛−1

2 . . . 𝑥𝑛−1
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

∏︁
𝑖<𝑗

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖).

12. Довести, що для будь-яких попарно рiзних чисел 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛+1 i довiльних
чисел 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛+1 iснує єдиний многочлен 𝑓(𝑡) степеня не вище 𝑛 такий, що

𝑓(𝑎1) = 𝑏1, . . . , 𝑓(𝑎𝑛+1) = 𝑏𝑛+1.

Пiдказка. Система рiвнянь для обчислення коефiцiєнтiв має основну матрицю
з визначником Вандермонда.

1Alexandre-Theophile Vandermonde (1735—1796) — французький музикант i
математик.



Роздiл 3

Векторнi простори

После того как мы усвоим несколько простых
положений и выведем из них какое-либо иное,
полезно обозреть их путем последовательного и
непрерывного движения мысли, обдумать их
взаимоотношения и отчетливо представить
одновременно наибольшее их количество; благодаря
этому наше знание сделается более достоверным и
наш ум приобретет больший кругозор.

Р. Декарт

В роздiлах 1 i 2 ми бачили, що алгебри 𝑛-вимiрних векторiв i
алгебри матриць мали багато спiльного (порiвняйте властивостi опе-
рацiй над векторами на сторiнцi 23 i результат теореми 2.1). В цьому
роздiлi спiльнi властивостi операцiй над матрицями та векторами
кладуться в основу узагальненого поняття «вектора» та множини
таких «векторiв» — лiнiйного (векторного) простору.

§ 1. Поняття векторного простору та його
пiдпростору.

1.1. Означення векторного (лiнiйного) простору. Основ-
нi приклади векторних просторiв.

Означення 3.1. Нехай 𝑉 —це множина, на якiй задана вну-
трiшня бiнарна алгебраїчна операцiя додавання i зовнiшня бiнарна
алгебраїчна операцiя множення елементiв множини 𝑉 на елемен-
ти поля 𝑃 . Якщо 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝑉 , то їх сума позначається через 𝑎⃗ + 𝑏⃗, а
добуток скаляра 𝛼 ∈ 𝑃 на 𝑎⃗ позначається через 𝛼 · 𝑎⃗ або 𝛼𝑎⃗. Якщо
наступнi умови виконуються для всiх елементiв 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗ множини 𝑉 i
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довiльних елементiв 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑃 , то множина 𝑉 називається вектор-
ним (лiнiйним) простором над полем 𝑃 , а її елементи називаються
векторами:
1) 𝑎⃗ + (⃗𝑏 + 𝑐⃗) = (⃗𝑎 + 𝑏⃗) + 𝑐⃗;
2) 𝑎⃗ + 𝑏⃗ = 𝑏⃗ + 𝑎⃗;
3) iснує 0⃗ ∈ 𝑉 (вiн називається нуль-вектором), що 𝑎⃗ + 0⃗ = 𝑎⃗;
4) для кожного 𝑎⃗ ∈ 𝑉 iснує такий елемент (−𝑎⃗) ∈ 𝑉 , що 𝑎⃗+ (−𝑎⃗) = 0⃗;
5) 𝛼1(𝛼2𝑎⃗) = (𝛼1𝛼2)⃗𝑎;
6) 𝛼1(⃗𝑎 + 𝑏⃗) = 𝛼1𝑎⃗ + 𝛼1⃗𝑏;
7) (𝛼1 + 𝛼2)⃗𝑎 = 𝛼1𝑎⃗ + 𝛼2𝑎⃗;
8) 1𝑎⃗ = 𝑎⃗.

Умови 1–8 з означення 3.1 називаються аксiомами векторного
простору .

Зауваження. Найчастiше нами розглядатимуться векторнi про-
стори, заданi над полем R дiйсних чисел. Такi векторнi простори
називають ще дiйсними векторними просторами. Iнодi розгляда-
ються векторнi простори, заданi над полем 𝐶 комплексних чисел
та полем Z𝑝. Якщо окремо не зауважено, то вживаючи «векторний
простiр» ми матимемо на увазi «дiйсний векторний простiр».

Розглянемо деякi приклади векторних просторiв.

Приклад 3.1. Для 𝑛 > 1 𝑛-вимiрний арифметичний векторний
простiр R𝑛 є дiйсним векторним простором.

Приклад 3.2. Множина матриць розмiру 2× 3 з дiйсними еле-
ментами разом з операцiями додавання матриць i множення їх на
дiйснi числа є дiйсним векторним простором (аксiоми векторного
простору виконуються згiдно з теоремою 2.1).

Взагалi, множина матриць фiксованої розмiрностi 𝑚×𝑛 з операцi-
ями додавання матриць i множення на скаляр є векторним простором.
Цей векторний простiр позначатимемо 𝑀𝑚𝑛.

Приклад 3.3. Нехай 𝒫2 —множина многочленiв вiд однiєї змiн-
ної з дiйсними коефiцiєнтами, степiнь яких не перевищує 2. Означимо
в природний спосiб на цiй множинi операцiї додавання на множення
на число, а саме: якщо

𝑃 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2, 𝑄(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥

2,
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то

𝑃 (𝑥) + 𝑄(𝑥) =(𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝑥 + (𝑎2 + 𝑏2)𝑥2,

𝛼𝑃 (𝑥) =𝛼𝑎0 + (𝛼𝑎1)𝑥 + (𝛼𝑎2)𝑥2.

Очевидно, що ця множина є замкненою вiдносно введених операцiй i
усi аксiоми виконуються, в чому можна переконатись безпосередньо.
Отже, 𝒫2 — векторний простiр.

В загальному випадку 𝒫𝑛 —множина многочленiв вiд однiєї змiн-
ної, степiнь яких не перевищує 𝑛, є векторним простором.

Приклад 3.4. Нехай ℱ[𝑎,𝑏] —множина функцiй дiйсної змiнної
визначених на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. На цiй множинi введемо операцiї додава-
ння функцiй i множення функцiї на число, а саме: якщо 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) —
двi функцiї, то їх сумою називається функцiя (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥),
а добутком функцiї на число 𝛼— (𝛼𝑓)(𝑥) = 𝛼 · 𝑓(𝑥). Легко перекона-
тись в тому, що множина ℱ[𝑎,𝑏] замкнена вiдносно введених операцiй i
умови 1–8 означення векторного простору виконуються. Отже ℱ[𝑎,𝑏] —
векторний простiр.

Приклад 3.5. Нехай 𝒞[𝑎,𝑏] —множина неперервних на вiдрiзку
[𝑎, 𝑏] функцiй. З курсу математичного аналiзу вiдомо, що сума двох
неперервних на [𝑎, 𝑏] функцiй є неперервною функцiєю на [𝑎, 𝑏], i до-
буток неперервної на вiдрiзку функцiї на число також є неперервною
на цьому ж вiдрiзку. При цьому виконуються аксiоми 1–8 векторного
простору. Отже, 𝒞[𝑎,𝑏] — векторний простiр.

Приклад 3.6. Множина Z цiлих чисел не є дiйсним вектор-
ним простором. Для доведення цього слiд вказати принаймнi одну
умову означення 3.1, яка не виконується. Справдi, множина Z не є
замкненою вiдносно операцiї множення на дiйсне число, оскiльки
результатом такого множення може виявитись не цiле число.

Теорема 3.1 (Найпростiшi властивостi векторних просторiв).
Нехай 𝑉 — векторний простiр, 𝑎⃗ ∈ 𝑉 , 𝛼 ∈ 𝑃 . Тодi:
1) 0𝑎⃗ = 0⃗;
2) 𝛼0⃗ = 0⃗;
3) (−𝛼)⃗𝑎 = −𝛼𝑎⃗.

Доведення. 1) Проведемо ланцюжок рiвносильних перетворень
(число над знаком дорiвнює позначає аксiому векторного простору,
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що використовується):

𝑎⃗
8
= (1 + 0)⃗𝑎

7
= 1𝑎⃗ + 0𝑎⃗

8
= 𝑎⃗ + 0𝑎⃗.

Додамо до обох частин вектор −𝑎⃗. Тодi, використовуючи аксiоми 4
та 2, дiстанемо:

0⃗ = (0𝑎⃗ + 𝑎⃗) + (−𝑎⃗)
1
= 0𝑎⃗ + (⃗𝑎 + (−𝑎⃗))

4
= 0𝑎⃗ + 0⃗

3
= 0𝑎⃗.

2) Зафiксуємо вектор 𝑎⃗. Тодi маємо:

𝛼𝑎⃗
3
= 𝛼(⃗𝑎 + 0⃗)

6
= 𝛼𝑎⃗ + 𝛼0⃗.

Додамо до обох частин вектор −𝛼𝑎⃗. Тодi:

0⃗ = (𝛼𝑎⃗ + 𝛼0⃗) + (−𝛼⃗𝑎) =

= (𝛼0⃗ + 𝛼𝑎⃗) + (−𝛼⃗𝑎) =

= 𝛼0⃗ + (𝛼𝑎⃗ + (−𝛼⃗𝑎)) = 𝛼0⃗ + 0⃗ = 𝛼0⃗.

3) Проведемо ланцюжок рiвносильних перетворень:

0⃗ = (𝛼 + (−𝛼))⃗𝑎 = 𝛼𝑎⃗ + (−𝛼)⃗𝑎.

Додамо до лiвої та правої частини останньої рiвностi вектор (−𝛼𝑎⃗):

−𝛼𝑎⃗ = 𝛼𝑎⃗ + (−𝛼)⃗𝑎− 𝛼𝑎⃗ =

= (−𝛼)⃗𝑎 + (𝛼𝑎⃗− 𝛼𝑎⃗) = (−𝛼)⃗𝑎 + 0⃗ = (−𝛼)⃗𝑎,

що i потрiбно було довести. �

Пiд рiзницею векторiв 𝑎⃗ та 𝑏⃗ розумiтимемо суму 𝑎⃗ + (−𝑏⃗) i позна-
чатимемо 𝑎⃗− 𝑏⃗.

1.2. Поняття пiдпростору векторного простору.

Означення 3.2. Нехай 𝑉 — векторний простiр, заданий над по-
лем 𝑃 , 𝑈 —пiдмножина множини 𝑉 . Якщо множина 𝑈 сама є вектор-
ним простором над полем 𝑃 з тими ж самими операцiями додавання
i множення на скаляр, то 𝑈 називається пiдпростором простору 𝑉 .

Теорема 3.2 (Критерiй пiдпростору). Для того, щоб непорожня
пiдмножина 𝑈 простору 𝑉 заданого над полем 𝑃 була його пiдпро-
стором, необхiдно i достатньо, щоб вона була замкнена вiдносно
операцiї додавання векторiв i вiдносно операцiї множення векторiв
на елементи поля 𝑃 .
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Доведення. Необхiднiсть очевидна.
Достатнiсть. Нехай пiдмножина 𝑈 векторного простору 𝑉 за-

мкнена вiдносно операцiй додавання i множення на скаляр. Доведемо,
що вона є пiдпростором цього простору. Для того, щоб це довести,
слiд показати, що сама множина 𝑈 є простором, заданим над полем
𝑃 , тобто довести, що усi 8 аксiом векторного простору мають мiсце.

Аксiоми 1, 2, 5–8 виконуються для всiх елементiв простору 𝑉 , а
значить вони виконуються i для всiх елементiв множини 𝑈 .

Доведемо виконання третьої та четвертої аксiом векторного про-
стору. Оскiльки множина 𝑈 непорожня, то вона мiстить принаймнi
один вектор 𝑎⃗. Але тодi (−1)⃗𝑎 ∈ 𝑈 також (оскiльки 𝑈 замкнена вiд-
носно операцiї множення на скаляр), або за властивiстю 3 теореми
3.1 −𝑎⃗ ∈ 𝑈 . Таким чином, до кожного елемента iснує протилежний i
четверта аксiома векторного простору виконується. Але тодi в силу за-
мкненостi множини 𝑈 вiдносно операцiї додавання i 𝑎⃗+ (−𝑎⃗) = 0⃗ ∈ 𝑈 ,
тобто третя аксiома також має мiсце.

Таким чином, 𝑈 — векторний простiр над полем 𝑃 , а тому пiд-
простiр простору 𝑉 . �

Доведена теорема дає фактично спосiб перевiрки того, чи є задана
множина 𝑈 векторним простором. Якщо вдається знайти векторний
простiр з тими ж самими операцiями, для якого 𝑈 є його пiдмножи-
ною, то для перевiрки того, що 𝑈 є векторним простором достатньо
перевiрити лише її замкненiсть вiдносно операцiй додавання та мно-
ження на скаляр.

Розглянемо це на прикладах.

Приклад 3.7. Нехай 𝒫 —множина всiх многочленiв вiд однiєї
змiнної з дiйсними коефiцiєнтами. Легко переконатись в тому, що
𝒫 — векторний простiр. Тодi 𝒫𝑛 —простiр многочленiв степiнь, яких
не перевищує 𝑛, є пiдпростором простору 𝑃 .

Приклад 3.8. Нехай 𝑈 —множина симетричних матриць 𝑛-го
порядку (квадратна матриця 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] називається симетричною,
якщо 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 для всiх 𝑖 ̸= 𝑗, тобто якщо 𝐴𝑇 = 𝐴). Легко перекона-
тись в тому, що сума двох симетричних матриць є знову симетричною
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матрицею; добуток симетричної матрицi на число є симетричною ма-
трицею. Отже, 𝑈 —пiдпростiр векторного простору 𝑀𝑛 квадратних
матриць.

Приклад 3.9. Нехай ℱ[𝑎,𝑏] —множина усiх функцiй 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→
R; 𝒞[𝑎,𝑏] —множина усiх неперервних функцiй 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R; 𝒟[𝑎,𝑏] —
множина усiх диференцiйовних функцiй 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R. Має мiсце таке
включення: 𝒟[𝑎,𝑏] ⊂ 𝒞[𝑎,𝑏] ⊂ ℱ[𝑎,𝑏]. ℱ[𝑎,𝑏], як ми показали ранiше, є
векторним простором, а усi множини функцiй 𝒞[𝑎,𝑏] та 𝒟[𝑎,𝑏] замкненi
вiдносно операцiй додавання i множення на скаляр. Таким чином,
вони також є векторними просторами. Див. рис. 3.1.

ℱ𝒞𝒟𝒫

Рис. 3.1. Векторнi простори 𝒫, 𝒟, 𝒞, ℱ .

Приклад 3.10. Нехай 𝑆 —множина функцiй, що задовольняють
рiвняння 𝑓 ′′ + 𝑓 = 0. Зрозумiло, що 𝑆 ⊂ 𝒟 i 𝑆 непорожня множина
(𝑓(𝑥) ≡ 0 ∈ 𝑆). Нехай 𝑓 та 𝑔 належать 𝑆 i 𝛼 ∈ R. Тодi

(𝑓 + 𝑔)′′ + (𝑓 + 𝑔) =𝑓 ′′ + 𝑔′′ + 𝑓 + 𝑔 = (𝑓 ′′ + 𝑓) + (𝑔′′ + 𝑔) = 0 + 0 = 0,

(𝛼𝑓)′′ + (𝛼𝑓) =𝛼(𝑓 ′′ + 𝑓) = 𝛼 · 0 = 0,

тобто 𝑆 замкнена вiдносно операцiй додавання та множення на число,
а тому є векторним простором.

Приклад 3.11. Якщо 𝑉 векторний простiр, то вiн може вважа-
тись пiдпростором самого себе. {⃗0} також є пiдпростором простору
𝑉 — вiн називається нуль-простором. {⃗0} та 𝑉 називають тривiаль-
ними пiдпросторами простору 𝑉 .
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Часто для доведення того, що множина не є пiдпростором вектор-
ного простору використовується таке твердження, яке безпосередньо
випливає з теореми 3.2.

Наслiдок. Якщо 𝑈 — пiдпростiр векторного простору 𝑉 , то 𝑈

мiстить 0⃗ простору 𝑉 .

Приклад 3.12. Чи є множина 𝑊 матриць виду[︂
𝑎 𝑏

𝑏 + 1 𝑎

]︂
, 𝑎, 𝑏 ∈ R

пiдпростором векторного простору 𝑀22?
Розв’язання. Оскiльки нульова матриця (нульовий елемент

простору𝑀22) вказанiй множинi не належить, то𝑊 не є пiдпростором
простору 𝑀22. �

1.3. Лiнiйна оболонка системи векторiв.
Подiбно до того, як було введено поняття лiнiйної оболонки систе-

ми векторiв простору R𝑛, введемо поняття лiнiйної оболонки системи
векторiв довiльного векторного простору 𝑉 .

Означення 3.3. Нехай
(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
— система векторiв про-

стору 𝑉 заданого над полем 𝑃 . Вектор 𝑏⃗ простору 𝑉 називаєть-
ся лiнiйною комбiнацiєю векторiв цiєї системи, якщо iснують такi
𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑘 ∈ 𝑃 , що

𝑏⃗ = 𝛼1𝑎⃗1 + 𝛼2𝑎⃗2 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘.

Те, що вектор 𝑏⃗ є лiнiйною комбiнацiєю векторiв 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘
позначатимемо так: 𝑏⃗ л.в.−−→ 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘 (позначення «л.в.» є скороче-
нням вiд «лiнiйно виражається»).

Означення 3.4. Нехай
(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
— система векторiв про-

стору 𝑉 заданого над полем 𝑃 . Сукупнiсть усiх лiнiйних комбiнацiй
векторiв даної системи називається її лiнiйною оболонкою i позначає-
ться 𝐿 (⃗𝑎1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘) або Span(⃗𝑎1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘).

Приклад 3.13. Векторний простiр 𝒫2 є лiнiйною оболонкою
векторiв 1, 𝑥, 𝑥2.

Приклад 3.14. Векторний простiр 𝑀22 є лiнiйною оболонкою
системи

𝐸1 =

[︂
1 0

0 0

]︂
, 𝐸2 =

[︂
0 1

0 0

]︂
, 𝐸3 =

[︂
0 0

1 0

]︂
, 𝐸4 =

[︂
0 0

0 1

]︂
,
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оскiльки довiльна матриця з 𝑀22 подається у виглядi:[︂
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︂
= 𝑎𝐸1 + 𝑏𝐸2 + 𝑐𝐸3 + 𝑑𝐸4.

Приклад 3.15. Чи належить функцiя 𝑦 = sin 2𝑥 лiнiйнiй обо-
лонцi 𝐿 (sin𝑥, cos𝑥) векторного простору ℱ?

Розв’язання. Припустимо, що належить. Це означає, що iсну-
ють такi 𝑎, 𝑏, що рiвнiсть 𝑎 sin𝑥 + 𝑏 cos𝑥 = sin 2𝑥 виконується для
кожного 𝑥. Пiдставимо послiдовно 𝑥 = 0 та 𝑥 = 𝜋

2 . Дiстанемо:{︂
𝑎 · 0 + 𝑏 · 1 = 0,

𝑎 · 1 + 𝑏 · 0 = 0,

звiдки 𝑎 = 𝑏 = 0. Тодi sin 2𝑥 ≡ 0, що, очевидно, є неправдою. Таким
чином, наше припущення невiрне i sin 2𝑥 не належить 𝐿 (sin𝑥, cos𝑥).

�

Теорема 3.3. Лiнiйна оболонка системи векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
простору 𝑉 є пiдпростором цього простору.

Доведення. Згiдно доведеного критерiю пiдпростору потрiбно
показати, що множина 𝐿 (⃗𝑎1, . . . 𝑎⃗𝑘) є замкненою вiдносно операцiй
додавання та множення на скаляр, тобто, що сумою двох лiнiйних ком-
бiнацiй векторiв системи 𝑎⃗1, . . . 𝑎⃗𝑘 є знову лiнiйна комбiнацiя векторiв
цiєї системи i добуток лiнiйної комбiнацiї векторiв даної системи на
елемент 𝛼 ∈ 𝑃 є лiнiйною комбiнацiєю векторiв цiєї системи.

Нехай
𝑏⃗1 =𝛼11𝑎⃗1 + . . . + 𝛼1𝑘𝑎⃗𝑘,

𝑏⃗2 =𝛼21𝑎⃗1 + . . . + 𝛼2𝑘𝑎⃗𝑘.

Тодi
𝑏⃗1 + 𝑏⃗2 = (𝛼11 + 𝛼21)⏟  ⏞  

𝛽1

𝑎⃗1 + . . . + (𝛼1𝑘 + 𝛼2𝑘)⏟  ⏞  
𝛽𝑘

𝑎⃗𝑘,

𝛼𝑏1 = (𝛼𝛼11)⏟  ⏞  
𝛾1

𝑎⃗1 + . . . + (𝛼𝛼1𝑘)⏟  ⏞  
𝛾𝑘

𝑎⃗𝑘.

тобто одержали лiнiйнi комбiнацiї системи векторiв 𝑎⃗1, . . . 𝑎⃗𝑘. Отже,
𝑏⃗1 + 𝑏⃗2, 𝛼𝑏1 ∈ 𝐿 (⃗𝑎1, . . . 𝑎⃗𝑘). �

Зауваження. 𝐿 (⃗𝑎1, . . . , 𝑎⃗𝑘) —найменший пiдпростiр, що мiстить
вектори 𝑎⃗1, . . . 𝑎⃗𝑘, тобто 𝐿 (⃗𝑎1, . . . , 𝑎⃗𝑘) є пiдпростором кожного iншого
простору, що мiстить цi вектори.
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§ 2. Лiнiйна незалежнiсть, базис i розмiрнiсть
векторного простору

Введемо означення лiнiйно залежної та лiнiйно незалежної си-
стеми векторiв довiльного векторного простору подiбно до того, як
нами це було зроблено в просторi R𝑛.

2.1. Лiнiйно залежнi та лiнiйно незалежнi системи векто-
рiв.

Означення 3.5. Система векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
називається лi-

нiйно залежною, якщо iснують такi числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘, серед яких хоча
б одне вiдмiнне вiд нуля, що виконується рiвнiсть

𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘 = 0⃗. (⋆)

Якщо ж рiвнiсть (⋆) виконується лише при 𝛼1 = . . . = 𝛼𝑘 = 0, то
система векторiв називається лiнiйно незалежною.

Теорема 3.4. Для того, щоб система векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
була

лiнiйно залежною, необхiдно i достатньо, щоб хоча б один вектор
цiєї системи лiнiйно виражався через iншi.

Доведення. Доведення проводиться цiлком аналогiчно як i для
простору R𝑛 (теорема 1.2). �

Розглянемо деякi приклади.

Приклад 3.16. В просторi 𝑀22 задано матрицi

𝐴 =

[︂
1 1

0 1

]︂
, 𝐵 =

[︂
−1 2

0 0

]︂
, 𝐶 =

[︂
0 3

0 1

]︂
.

Система векторiв цього простору {𝐴,𝐵,𝐶} є лiнiйно залежною,
оскiльки 𝐶 = 𝐴 + 𝐵.

Приклад 3.17. В просторi ℱ система функцiй(︀
sin2 𝑥, cos2 𝑥, cos 2𝑥

)︀
є лiнiйно залежною, оскiльки cos 2𝑥 =

cos2 𝑥− sin2 𝑥.

Приклад 3.18. Довести, що в просторi 𝒫𝑛 система многочленiв(︀
1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
є лiнiйно незалежною.

Розв’язання. Складемо рiвнiсть (⋆) для вказаної системи ве-
кторiв:

𝛼0 · 1 + 𝛼1𝑥 + 𝛼2𝑥
2 + . . . + 𝛼𝑛𝑥

𝑛 = 0.
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Якщо покласти в цю рiвнiсть 𝑥 = 0, то дiстанемо 𝛼0 = 0. Продифе-
ренцiювавши цю рiвнiсть i пiдставивши 𝑥 = 0, знайдемо, що i 𝛼1 = 0.
Диференцiюючи рiвнiсть далi i пiдставляючи 𝑥 = 0 послiдовно дi-
станемо, що 𝛼0 = 𝛼1 = . . . = 𝛼𝑛 = 0, тобто система многочленiв є
лiнiйно незалежною. �

2.2. Базис векторного простору. Координати вектора в
базисi.

Означення 3.6. Пiдмножина ℬ векторного простору 𝑉 нази-
вається базисом цього простору якщо виконуються умови:

1) 𝐿 (ℬ) = 𝑉 ;
2) ℬ—лiнiйно незалежна система.

Iншими словами, система векторiв простору називається його
базисом, якщо вона лiнiйно незалежна i через вектори цiєї системи
лiнiйно виражається кожний iнший вектор цього простору.

Приклад 3.19. Вектори

𝑒⃗1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1

0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑒⃗2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0

1
...
0

⎤⎥⎥⎥⎦ , , . . . , 𝑒⃗𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0

0
...
1

⎤⎥⎥⎥⎦
утворюють базис простору R𝑛. Його називають стандартним базисом
простору R𝑛.

Приклад 3.20. Система многочленiв
(︀
1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︀
утворює

стандартний базис простору 𝒫𝑛.

Приклад 3.21. Множина матриць

𝐸11 =

⎡⎢⎣1 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

⎤⎥⎦ , 𝐸12 =

⎡⎢⎣0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

⎤⎥⎦ , . . . , 𝐸𝑚𝑛 =

⎡⎢⎣0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎤⎥⎦
утворює так званий стандартний базис простору 𝑀𝑚𝑛.

Приклад 3.22. Довести, що ℬ =
(︀
1 + 𝑥, 1 + 𝑥2, 𝑥 + 𝑥2

)︀
— базис

простору 𝒫2.
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Розв’язання. Покажемо, що кожний многочлен з простору 𝒫2

може бути поданий у виглядi лiнiйної комбiнацiї многочленiв з ℬ. Для
цього доведемо, що iснують такi коефiцiєнти 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, що рiвнiсть

𝛼1(1 + 𝑥) + 𝛼2(1 + 𝑥2) + 𝛼3(𝑥 + 𝑥2) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 (3.1)

виконується для кожного 𝑥 при фiксованих довiльних 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2.
Розкривши дужки в рiвностi (3.1) i прирiвнявши вiдповiднi коефi-

цiєнти одержаного многочлена з коефiцiєнтами многочлена з правої
частини, дiстанемо систему:⎧⎨⎩

𝛼1 + 𝛼2 = 𝑎0,

𝛼1 + 𝛼3 = 𝑎1,

𝛼2 + 𝛼3 = 𝑎2.

Визначник матрицi цiєї системи вiдмiнний вiд нуля, а тому, по-перше,
система має єдиний розв’язок при всiх значеннях 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, i, по-
друге, система многочленiв ℬ є лiнiйно незалежною. Таким чином, ℬ
є базисом простору 𝒫2. �

Теорема 3.5. Нехай 𝑉 — векторний простiр, ℬ =(︀
𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— деякий базис 𝑉 . Кожний вектор 𝑎⃗ ∈ 𝑉 одно-

значно виражається через вектори базису.

Доведення. Те, що принаймнi одне представлення вектора 𝑎⃗ у
виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв базису iснує, випливає з означення
базису. Доведемо, що таке подання єдине.

Припустимо, що iснує такий вектор 𝑎⃗, який має два рiзних пода-
ння через базиснi вектори:

𝑎⃗ =𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛,

𝑎⃗ =𝛽1𝑒⃗1 + . . . + 𝛽𝑛𝑒⃗𝑛.

Вiднявши цi двi рiвностi, дiстанемо

0⃗ = (𝛼1 − 𝛽1)𝑒⃗1 + . . . + (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)𝑒⃗𝑛.

Одержали рiвнiсть (⋆) для системи векторiв базису. Вона за означен-
ням виконується лише при 𝛼1 − 𝛽1 = . . . = 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 = 0, тобто 𝛼𝑖 = 𝛽𝑖

для кожного 𝑖, що суперечить припущенню того, що представлення
рiзнi. �

Означення 3.7. Нехай ℬ =
(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— базис векторного про-

стору 𝑉 i нехай 𝑎⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛. Тодi 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 називаються
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координатами вектора 𝑎⃗ в базисi ℬ, а вектор-стовпець⎡⎢⎣𝛼1

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎦ ≡ [⃗𝑎]ℬ—

вектором координат (координатним стовпцем) 𝑎⃗ в базисi ℬ.

Зауваження. Координатний стовпець — це вектор з простору R𝑛.
Тодi мiж впорядкованими 𝑛-ками дiйсних чисел (елементами простору
R𝑛) i векторами простору 𝑉 при вибраному базисi 𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛 iснує
взаємнооднозначна вiдповiднiсть, а саме: кожному вектору 𝑎⃗ ∈ 𝑉

ставиться у вiдповiднiсть вектор його координат в базисi ℬ, а кожному

вектору

⎡⎢⎣𝛼1

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎦ ∈ R𝑛 — вектор 𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛 ∈ 𝑉 .

Приклад 3.23. Вектором координат многочлена 𝑃 (𝑥) = 1−3𝑥+

4𝑥2 в базисi ℬ =
(︀
1, 𝑥, 𝑥2

)︀
векторного простору 𝒫2 є

⎡⎣ 1

−3

4

⎤⎦, а в базисi

ℬ =
(︀
𝑥2, 𝑥, 1

)︀
—

⎡⎣ 4

−3

1

⎤⎦.
Приклад 3.24. Координатами матрицi 𝐴 =

[︂
1 3

2 −1

]︂
в стандар-

тному базисi простору 𝑀22 є ⎡⎢⎢⎣
1

3

2

−1

⎤⎥⎥⎦ .

Теорема 3.6. Нехай ℬ— базис векторного простору 𝑉 заданого
над деяким полем 𝑃 , 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝑉 , 𝜆 ∈ 𝑃 . Мають мiсце рiвностi:[︁

𝑎⃗ + 𝑏⃗
]︁
ℬ

= [⃗𝑎]ℬ +
[︁
𝑏
]︁
ℬ

;

[𝜆𝑎⃗]ℬ = 𝜆 · [⃗𝑎]ℬ .
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Доведення. Нехай вектор 𝑎⃗ в базисi ℬ =
(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
задано

координатним стовпцем

⎡⎢⎣𝛼1

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎦, а вектор 𝑏⃗ в тому ж базисi задано

координатним стовпцем

⎡⎢⎣𝛽1

...
𝛽𝑛

⎤⎥⎦. Це означає, що

𝑎⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛;

𝑏⃗ = 𝛽1𝑒⃗1 + . . . + 𝛽𝑛𝑒⃗𝑛.

Тодi

𝑎⃗ + 𝑏⃗ = (𝛼1 + 𝛽1)𝑒⃗1 + . . . + (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)𝑒⃗𝑛,

𝜆𝑎⃗ = (𝜆𝛼1)𝑒⃗1 + . . . + (𝜆𝛼𝑛)𝑒⃗𝑛.

Це означає, що векторам 𝑎⃗ + 𝑏⃗, 𝜆𝑎⃗ вiдповiдають координатнi стовпцi⎡⎢⎣𝛼1 + 𝛽1

...
𝛼𝑛 + 𝛽𝑛

⎤⎥⎦ та

⎡⎢⎣𝜆𝛼1

...
𝜆𝛼𝑛

⎤⎥⎦
вiдповiдно. Отже,

[︁
𝑎⃗ + 𝑏⃗

]︁
ℬ

=

⎡⎢⎣𝛼1 + 𝛽1

...
𝛼𝑛 + 𝛽𝑛

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣𝛼1

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎦ +

⎡⎢⎣𝛽1

...
𝛽𝑛

⎤⎥⎦ = [⃗𝑎]ℬ +
[︁
𝑏
]︁
ℬ

;

[𝜆𝑎⃗]ℬ =

⎡⎢⎣𝜆𝛼1

...
𝜆𝛼𝑛

⎤⎥⎦ = 𝜆

⎡⎢⎣𝛼1

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎦ = 𝜆 · [⃗𝑎]ℬ .

�

Наслiдок. Для довiльних векторiв 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 простору 𝑉 i ска-
лярiв 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 при вибраному базисi ℬ виконується рiвнiсть

[𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘]ℬ = 𝛼1 [⃗𝑎1]ℬ + . . . + 𝛼𝑘 [⃗𝑎𝑘]ℬ ;
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Теорема 3.7. Нехай ℬ =
(︀
𝑏1, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
— базис векторного про-

стору 𝑉 , 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 — деяка система векторiв цього простору. Ця
система є лiнiйно незалежною тодi i тiльки тодi, коли лiнiйно
незалежною є система векторiв [⃗𝑎1]ℬ , . . . , [⃗𝑎𝑘]ℬ простору R𝑛.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай система векторiв 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 є
лiнiйно незалежною. Запишемо рiвнiсть (⋆) для векторiв простору
R𝑛

𝛼1 [⃗𝑎1]ℬ + . . . + 𝛼𝑘 [⃗𝑎𝑘]ℬ = 0⃗.

Враховуючи попередню теорему, цю рiвнiсть можна переписати у
виглядi

[𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘]ℬ = 0⃗,

тобто усi координати вектора 𝛼1𝑎⃗1 + . . .+𝛼𝑘𝑎⃗𝑘 в базисi ℬ дорiвнюють
нулю, а тому

𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑎⃗𝑛 = 0⃗.

Але з лiнiйної незалежностi системи векторiв 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 випливає, що
остання рiвнiсть виконується лише при 𝛼1 = . . . = 𝛼𝑘 = 0. Отже,
система векторiв [⃗𝑎1]ℬ , . . . , [⃗𝑎𝑘]ℬ також лiнiйно незалежна.

Достатнiсть доводиться подiбними мiркуваннями. Залишаємо
її читачам як вправу. �

2.3. Розмiрнiсть векторного простору.

Теорема 3.8 (Основна теорема про лiнiйну залежнiсть). Якщо
кожний вектор системи з бiльшою кiлькiстю векторiв лiнiйно
виражається через вектори системи з меншою кiлькiстю векторiв,
то перша система лiнiйна залежна.

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно як i для випад-
ку простору R𝑛 (теорема 1.4). �

Теорема 3.9. Нехай ℬ =
(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— базис векторного про-

стору 𝑉 . Тодi:

1. Кожна система, що мiстить бiльше 𝑛 векторiв, є лiнiйно зале-
жною.

2. Лiнiйна оболонка кожної системи, що мiстить менше, нiж 𝑛

векторiв не спiвпадає з 𝑉 .
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Доведення. Перша частина теореми слiдує безпосередньо з
основної теореми про лiнiйну залежнiсть та означення базису.

Доведемо другу частину теореми. Нехай iснує така система векто-
рiв 𝑎⃗1, . . . 𝑎⃗𝑚, 𝑚 < 𝑛, що 𝐿 (⃗𝑎1, . . . 𝑎⃗𝑚) = 𝑉 . Це означає, що кожний
вектор простору 𝑉 , а отже i 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛, лiнiйно виражаються через цi
вектори. Ми одержали, що кожний вектор системи з бiльшою кiль-
кiсть векторiв (𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛) лiнiйно виражається через вектори системи
з меншою кiлькiстю векторiв (⃗𝑎1, . . . , 𝑎⃗𝑚). За основною теоремою про
лiнiйну залежнiсть стверджуємо, що система 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛 є лiнiйно зале-
жною. Це суперечить тому, що 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛 формують базис простору
𝑉 . Таким чином, наше припущення невiрне i 𝐿 (⃗𝑎1, . . . 𝑎⃗𝑚) ̸= 𝑉 . �

Наслiдок. Кожний базис векторного простору мiстить одна-
кову кiлькiсть векторiв.

Це обґрунтовує можливiсть такого означення.

Означення 3.8. Векторний простiр 𝑉 називається скiнченнови-
мiрним, якщо вiн має базис, що складається зi скiнченної кiлькостi
векторiв. Розмiрнiстю векторного простору називається кiлькiсть
векторiв його базису (позначається dim𝑉 ). Розмiрнiсть нульового
векторного простору {⃗0} вважають рiвною нулю. Векторний простiр,
що не має скiнченного базису називається нескiнченновимiрним.

Приклад 3.25. Розмiрнiсть векторного простору R𝑛 дорiвнює 𝑛,
оскiльки стандартний базис цього простору складається з 𝑛 векторiв
(див. приклад 3.19).

Приклад 3.26. Розмiрнiсть векторного простору 𝒫𝑛 дорiвнює
𝑛 + 1, оскiльки стандартний базис цього простору складається з
𝑛 + 1-го многочлена (див. приклад 3.20).

Приклад 3.27. Розмiрнiсть векторного простору 𝑀𝑚𝑛 дорiвнює
𝑚𝑛, оскiльки стандартний базис цього простору складається з 𝑚𝑛

матриць (див. приклад 3.21).

Приклад 3.28. Векторнi простори 𝒫 , ℱ[𝑎,𝑏], 𝒞[𝑎,𝑏] є нескiнченно-
вимiрними, оскiльки усi вони мiстять нескiнченну лiнiйно незалежну
систему функцiй

(︀
1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3, . . .

)︀
.
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Теорема 3.10. Нехай 𝑉 — 𝑛-вимiрний векторний простiр,
𝑎⃗1, . . . 𝑎⃗𝑘, 𝑘 < 𝑛— лiнiйно незалежна система векторiв цього про-
стору. Тодi її можна доповнити до базису простору 𝑉 .

Доведення. Нехай 𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛 — базис простору 𝑉 . Виберемо
з цього базису такий вектор, який лiнiйно не виражається через ве-
ктори системи 𝑎⃗1, . . . 𝑎⃗𝑘. Такий вектор обов’язково iснує, оскiльки
в протилежному випадку кожний вектор базису 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛 лiнiйно
виражався б через вектори системи 𝑎⃗1, . . . 𝑎⃗𝑘, що за основною теоре-
мою 3.8 про лiнiйну залежнiсть свiдчило б про лiнiйну залежнiсть
системи 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛, що неправильно. Нехай таким вектором є 𝑒⃗𝑖1 . Роз-
глянемо систему 𝑎⃗1, . . . 𝑎⃗𝑘, 𝑒⃗𝑖1 . Якщо 𝑘 + 1 = 𝑛, то ця система буде
базисом простору 𝑉 . В iншому випадку, застосовуючи аналогiчнi
мiркування до нової системи векторiв, знайдемо вектор 𝑒⃗𝑖2 , який
лiнiйно не виражається через вектори цiєї системи. Цей процес скiн-
ченний i за 𝑛 − 𝑘 крокiв ми побудуємо лiнiйно незалежну систему
𝑎⃗1, . . . 𝑎⃗𝑘, 𝑒⃗𝑖1 , . . . , 𝑒⃗𝑛−𝑘, яка буде базисом простору 𝑉 . �

§ 3. Перехiд вiд одного базиса до iншого

В багатьох застосуваннях проблема, яка описана в однiй системi
координат, може бути ефективно розв’язана в iншiй системи коор-
динат. В лiнiйнiй алгебрi система координат визначається базисом
векторного простору, а вектори — координатами при вибраному базисi.
Вибiр «правильного» базису часто спрощує розв’язання задачi.

В якостi прикладу розглянемо в просторi R2 два рiзних базиси

(див. рис. 3.2): 𝑏⃗1 =

[︂
1

2

]︂
, 𝑏⃗2 =

[︂
1

−3

]︂
та 𝑐⃗1 =

[︂
−1

2

]︂
, 𝑐⃗2 =

[︂
2

3

]︂
. Вектор

𝑥⃗ =

[︂
3

1

]︂
в базисi

(︀
𝑏1, 𝑏⃗2

)︀
має координатний стовпець

[︂
2

1

]︂
, а в базисi

(︀
𝑐⃗1, 𝑐⃗2

)︀
—

[︂
−1

1

]︂
.

Нас цiкавить зв’язок мiж координатами одного i того ж самого
вектора в рiзних базисах.

3.1. Матриця переходу вiд одного базису до iншого та її
властивостi.
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𝑥

𝑦

𝑏⃗1

𝑏⃗2

𝑥⃗

𝑥

𝑦

𝑐⃗1

𝑐⃗2

𝑥⃗

Рис. 3.2.

Нехай ℬ =
(︀
𝑏1, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
, 𝒞 =

(︀
𝑐⃗1, . . . , 𝑐⃗𝑛

)︀
—два базиси векторного

простору 𝑉 . Виразимо вектори першого базису через вектори другого:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑏⃗1 = 𝑝11𝑐⃗1 + 𝑝21𝑐⃗2 + . . . + 𝑝𝑛1𝑐⃗𝑛,

𝑏⃗2 = 𝑝12𝑐⃗1 + 𝑝22𝑐⃗2 + . . . + 𝑝𝑛2𝑐⃗𝑛,

. . .

𝑏⃗𝑛 = 𝑝1𝑛𝑐⃗1 + 𝑝2𝑛𝑐⃗2 + . . . + 𝑝𝑛𝑛𝑐⃗𝑛,

(3.2)

Матриця

[︁[︁
𝑏1

]︁
𝒞

[︁
𝑏2

]︁
𝒞

. . .
[︁
𝑏𝑛

]︁
𝒞

]︁
=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑝11 𝑝12 . . . 𝑝1𝑛
𝑝21 𝑝22 . . . 𝑝2𝑛
...

...
. . .

...
𝑝𝑛1 𝑝𝑛2 . . . 𝑝𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦
називається матрицею переходу вiд базису ℬ до базису 𝒞 i позначає-
ться 𝑃𝒞←ℬ.

Теорема 3.11 (Зв’язок мiж координатами вектора в рiзних бази-
сах). Нехай ℬ =

(︀
𝑏1, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
, 𝒞 =

(︀
𝑐⃗1, . . . , 𝑐⃗𝑛

)︀
— два базиси векторного

простору 𝑉 , 𝑥⃗ ∈ 𝑉 . Тодi

[𝑥⃗]𝒞 = 𝑃𝒞←ℬ [𝑥⃗]ℬ . (3.3)

Доведення. Нехай 𝑥⃗ = 𝛼1⃗𝑏1 + . . . + 𝛼𝑛𝑏⃗𝑛.
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Тодi, використовуючи наслiдок з теореми 3.6, знаходимо:

[𝑥⃗]𝒞 =
[︁
𝛼1⃗𝑏1 + . . . + 𝛼𝑛𝑏⃗𝑛

]︁
𝒞

=

= 𝛼1

[︁
𝑏1

]︁
𝒞

+ . . . + 𝛼𝑛

[︁
𝑏𝑛

]︁
𝒞

=

=
[︁[︁
𝑏1

]︁
𝒞

. . .
[︁
𝑏𝑛

]︁
𝒞

]︁
·

⎡⎢⎣𝛼1

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎦ = 𝑃𝒞←ℬ [𝑥⃗]ℬ .

�

Зауваження. Зауважимо, що матриця 𝑃𝒞←ℬ є єдиною матри-
цею 𝑃 такою, що рiвнiсть [𝑥⃗]𝒞 = 𝑃 [𝑥⃗]ℬ виконується для кожного
𝑥⃗. Справдi, нехай 𝑃 така матриця 𝑛-го порядку, що для кожного
𝑥⃗ виконується рiвнiсть [𝑥⃗]𝒞 = 𝑃 [𝑥⃗]ℬ. Покладемо послiдовно 𝑥⃗ = 𝑏⃗𝑖,
𝑖 = 1, 𝑛. Тодi [𝑥⃗]ℬ = 𝑒⃗𝑖, а результатом добутку 𝑃 𝑒⃗𝑖 є 𝑖-ий стовпець
матрицi 𝑃 , який в свою чергу дорiвнює

[︁
𝑏𝑖

]︁
𝒞
. Отже, стовпцi матриць

𝑃 та 𝑃𝒞←ℬ спiвпадають, а тому вони рiвнi.

Зв’язок мiж координатами вектора 𝑥⃗ в рiзних базисах проiлю-
стровано на рисунку 3.3.

𝑉

R𝑛 R𝑛

𝑥⃗

[𝑥⃗]ℬ [𝑥⃗]𝒞

координати 𝑥⃗ в ℬ координати 𝑥⃗ в 𝒞

множення на
𝑃𝒞←ℬ злiва

Рис. 3.3. Зв’язок мiж координатами вектора в рiзних базисах

Теорема 3.12. Матриця переходу 𝑃𝒞←ℬ оборотна, причому
(𝑃𝒞←ℬ)−1 = 𝑃ℬ←𝒞.
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Доведення. За теоремою 3.7 знаходимо, що вектори-стовпцi ма-
трицi переходу

[︁[︁
𝑏1

]︁
𝒞

[︁
𝑏2

]︁
𝒞

. . .
[︁
𝑏2

]︁
𝒞

]︁
є лiнiйно незалежними, а

тому за основною теоремою оборотних матриць 2.7 вона є оборотною.
Тодi домноживши злiва обидвi частини рiвностi 3.3 на (𝑃𝒞←ℬ)−1

дiстанемо

(𝑃𝒞←ℬ)−1 [𝑥⃗]𝒞 = [𝑥⃗]ℬ .

З iншого боку [𝑥⃗]ℬ = 𝑃ℬ←𝒞 [𝑥⃗]𝒞 . Оскiльки двi останнi рiвностi викону-
ються для довiльного 𝑥⃗, то iз зауваження до теореми 3.11 випливає,
що

(𝑃𝒞←ℬ)−1 = 𝑃ℬ←𝒞 .

�

Приклад 3.29. Знайти матрицю переходу вiд базису ℬ =(︀
1, 𝑥, 𝑥2

)︀
до базису 𝒞 =

(︀
1 + 𝑥, 𝑥 + 𝑥2, 1 + 𝑥2

)︀
в векторному про-

сторi 𝒫2. Знайти координати вектора 𝑝(𝑥) = 1 + 2𝑥 − 𝑥2 в базисi
𝒞.

Розв’язання. Нам легше знайти матрицю переходу вiд базису
𝒞 до базису ℬ. Справдi,

[1 + 𝑥]ℬ =

⎡⎣1

1

0

⎤⎦ ,
[︀
𝑥 + 𝑥2

]︀
ℬ =

⎡⎣0

1

1

⎤⎦ ,
[︀
1 + 𝑥2

]︀
ℬ =

⎡⎣1

0

1

⎤⎦ ,

а тому

𝑃ℬ←𝒞 =

⎡⎣1 0 1

1 1 0

0 1 1

⎤⎦ .

Тодi

𝑃𝒞←ℬ = (𝑃ℬ←𝒞)
−1 =

1

2

⎡⎣ 1 1 −1

−1 1 1

1 −1 1

⎤⎦ .

[𝑝(𝑥)]𝒞 = 𝑃𝒞←ℬ [𝑝(𝑥)]ℬ =
1

2

⎡⎣ 1 1 −1

−1 1 1

1 −1 1

⎤⎦⎡⎣ 1

2

−1

⎤⎦ =

⎡⎣ 2

0

−1

⎤⎦ .

�
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3.2. Обчислення матрицi переходу вiд одного базиса до iншо-
го методом Йордана–Гауса.

Приклад 3.29 показує, що дуже просто записати матрицю переходу
до стандартного базису. Виникає питання: чи може це допомогти при
знаходженнi матрицi переходу вiд одного базису до iншого?

Теорема 3.13. Нехай

ℬ =
(︀
𝑏1, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
,

𝒞 =
(︀
𝑐⃗1, . . . , 𝑐⃗𝑛

)︀
,

ℰ =
(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
—

три базиси векторного простору 𝑉 . Нехай нам вiдомо матрицi переходу
вiд базисiв ℬ та 𝒞 до ℰ:

𝑃ℰ←ℬ =
[︁[︁
𝑏1
]︁
ℰ

. . .
[︁
𝑏𝑛

]︁
ℰ

]︁
≡ 𝐵

𝑃ℰ←𝒞 =
[︁
[⃗𝑐1]ℰ . . . [⃗𝑐𝑛]ℰ

]︁
≡ 𝐶.

Тодi матриця [𝐶|𝐵] рядково евiвалентна матрицi [𝐼|𝑃𝒞←ℬ].

Доведення. Нехай 𝑃𝒞←ℬ = [𝑝𝑖𝑗 ]— матриця переходу вiд базису ℬ до
базису 𝒞. Це означає, що 𝑐⃗𝑘 = 𝑝1𝑘 𝑏⃗1 + . . .+ 𝑝𝑛𝑘 𝑏⃗𝑛. Перейдемо в цiй рiвностi
до базису ℰ :[︁

𝑏𝑘
]︁
ℰ
= [𝑝1𝑘 𝑐⃗1 + . . .+ 𝑝𝑛𝑘 𝑐⃗𝑛]ℰ = 𝑝1𝑘 [⃗𝑐1]ℰ + . . .+ 𝑝𝑛𝑘 [⃗𝑐𝑛]ℰ .

Це можна переписати у матричнiй формi

[︁
𝑏𝑘
]︁
ℰ
=

[︁
[⃗𝑐1]ℰ . . . [⃗𝑐𝑛]ℰ

]︁
·

⎡⎢⎢⎣
𝑝1𝑘
...

𝑝𝑛𝑘

⎤⎥⎥⎦ . (3.4)

Одержану систему лiнiйних рiвнянь, що записана у матричнiй формi,
можна розв’язати методом Йордана–Гауса, працюючи з розширеною ма-
трицею цiєї системи [︁

[⃗𝑐1]ℰ . . . [⃗𝑐𝑛]ℰ |
[︁
𝑏𝑘
]︁
ℰ

]︁
Таким чином, для знаходження усiх 𝑛 стовпцiв матрицi 𝑃𝒞←ℬ нам

потрiбно розв’язати 𝑛 систем лiнiйних рiвнянь виду (3.4). Кожна з цих си-
стем має одну i ту ж основну матрицю

[︁
[⃗𝑐1]ℰ . . . [⃗𝑐𝑛]ℰ

]︁
. Тому ми можемо

здiйснити одночасне розв’язування усiх систем, працюючи з розширеною
матрицею виду [︁

[⃗𝑐1]ℰ . . . [⃗𝑐𝑛]ℰ
⃒⃒ [︁

𝑏1
]︁
ℰ

. . .
[︁
𝑏𝑛

]︁
ℰ

]︁
.
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Отже, якщо лiву половину цiєї матрицi звести за допомогою елементарних
перетворень над рядками до одиничної, то права половина буде шуканою
матрицею переходу вiд базису ℬ до базису 𝒞. �

Зауваження. Якщо ℰ — стандартний базис, то запропонований метод
є дуже зручним, оскiльки матрицi 𝑃ℰ←ℬ та 𝑃ℰ←𝒞 легко виписуються.

Теорема 3.14. Нехай ℬ, 𝒞, ℰ — базиси скiнченновимiрного простору
𝑉 . Тодi

𝑃𝒞←ℬ = 𝑃𝒞←ℰ𝑃ℰ←ℬ. (3.5)

Доведення. Справдi, з означення матрицi переходу знаходимо такi
рiвностi:⎡⎢⎢⎣

𝑒⃗1
...
𝑒⃗𝑛

⎤⎥⎥⎦ = 𝑃𝑇
𝒞←ℰ

⎡⎢⎢⎣
𝑐⃗1
...
𝑐⃗𝑛

⎤⎥⎥⎦ ,

⎡⎢⎢⎣
𝑏⃗1
...
𝑏⃗𝑛

⎤⎥⎥⎦ = 𝑃𝑇
ℰ←ℬ

⎡⎢⎢⎣
𝑒⃗1
...
𝑒⃗𝑛

⎤⎥⎥⎦ ,

⎡⎢⎢⎣
𝑏⃗1
...
𝑏⃗𝑛

⎤⎥⎥⎦ = 𝑃𝑇
𝒞←ℬ

⎡⎢⎢⎣
𝑐⃗1
...
𝑐⃗𝑛

⎤⎥⎥⎦ .

Тодi ⎡⎢⎢⎣
𝑏⃗1
...
𝑏⃗𝑛

⎤⎥⎥⎦ = 𝑃𝑇
ℰ←ℬ𝑃

𝑇
𝒞←ℰ

⎡⎢⎢⎣
𝑐⃗1
...
𝑐⃗𝑛

⎤⎥⎥⎦ .

Тому
𝑃𝑇
ℰ←ℬ𝑃

𝑇
𝒞←ℰ = 𝑃𝑇

𝒞←ℬ.

Вiдомо, що для квадратних матриць 𝐴 та 𝐵 однакового порядку (𝐴𝐵)𝑇 =

𝐵𝑇𝐴𝑇 (властивостi операцiї транспонування матриць нами будуть розгля-
нутi в пунктi 1.1, див. теорему 7.1). Тому має мiсце рiвнiсть (3.5). �

Зауваження. Доведена теорема пiдкреслює доцiльнiсть позначення
в матрицi переходу написання справа налiво «вiд ℬ до 𝒞»: 𝒞 ← ℬ, оскiльки
в такому випадку працює «транзитивнiсть» при записi 𝑃𝒞←ℰ𝑃ℰ←ℬ = 𝑃𝒞←ℬ.

§ 4. Перетин i сума пiдпросторiв векторного
простору

Означення 3.9. Нехай 𝑈 i 𝑊 —два пiдпростори векторного
простору 𝑉 заданого над полем 𝑃 . Перетином цих двох пiдпросторiв
називається множина всiх тих векторiв простору 𝑉 , якi належать як
𝑈 , так i 𝑊 :

𝑈 ∩𝑊 = {𝑥⃗ : 𝑥⃗ ∈ 𝑈, 𝑥⃗ ∈𝑊} .
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Теорема 3.15. Перетин двох пiдпросторiв простору 𝑉 є пiд-
простiр простору 𝑉 .

Доведення. Для доведення треба показати, що якщо 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈
𝑈 ∩𝑊 , то 𝑎⃗ + 𝑏⃗ ∈ 𝑈 ∩𝑊 i для кожного 𝛼 ∈ 𝑃 𝛼𝑎⃗ ∈ 𝑈 ∩𝑊 .

Нехай 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝑈 ∩𝑊 . Це означає, що 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝑈 i 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈𝑊 . Оскiльки
𝑈 i 𝑊 пiдпростори, то 𝑎⃗ + 𝑏⃗ ∈ 𝑈 i 𝑎⃗ + 𝑏⃗ ∈𝑊 , звiдки 𝑎⃗ + 𝑏⃗ ∈ 𝑈 ∩𝑊 .

Далi, якщо 𝑎⃗ ∈ 𝑈 ∩𝑊 , то 𝑎⃗ ∈ 𝑈 i 𝑎⃗ ∈𝑊 , тодi 𝛼𝑎⃗ ∈ 𝑈 , 𝛼𝑎⃗ ∈𝑊 , а
тому i 𝛼𝑎⃗ ∈ 𝑈 ∩𝑊 . �

Вiдмiтимо, що об’єднання 𝑈 ∪ 𝑊 двох пiдпросторiв простору
𝑉 , взагалi кажучи, пiдпростором не буде, проте пiдпростором буде
лiнiйна оболонка такого об’єднання.

Означення 3.10. Лiнiйна оболонка 𝐿 (𝑈 ∪𝑊 ) об’єднання двох
пiдпросторiв 𝑈 та 𝑊 простору 𝑉 називається сумою цих пiдпросторiв
i позначається 𝑈 + 𝑊 .

Очевидно, що якщо вектор 𝑎⃗ ∈ 𝑈 + 𝑊 , то його можна подати
у виглядi 𝑎⃗ = 𝑢⃗ + 𝑤⃗, де 𝑢⃗ ∈ 𝑈 , 𝑤⃗ ∈ 𝑊 . Тому означення 3.10 можна
сформулювати ще в такий спосiб.

Означення 3.10′. Сумою пiдпросторiв 𝑈 i 𝑊 простору 𝑉 нази-
вається множина всiх тих векторiв простору 𝑉 , якi можна подати у
виглядi 𝑢⃗ + 𝑤⃗, де 𝑢⃗ ∈ 𝑈 , 𝑤⃗ ∈𝑊 .

Взагалi кажучи, рiзних представлень вектора 𝑎⃗ ∈ 𝑈 + 𝑊 у ви-
глядi суми двох векторiв з пiдпросторiв 𝑈 та 𝑊 може бути кiлька.
Якщо ж для кожного вектора суми двох пiдпросторiв iснує єдине
представлення у виглядi 𝑎⃗ = 𝑢⃗+ 𝑤⃗, то така сума називається прямою
i позначається 𝑈 ⊕𝑊 .

Теорема 3.16. Сума двох пiдпросторiв є прямою тодi i тiльки
тодi, коли перетин цих пiдпросторiв мiстить лише 0⃗.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай сума двох пiдпросторiв 𝑈 та
𝑊 простору 𝑉 є прямою. Доведемо, що 𝑈 ∩𝑊 = {⃗0}.

Припустимо, що 𝑈 ∩𝑊 ≠ {⃗0}. Це означає, що iснує 𝑏⃗ ∈ 𝑈 ∩𝑊 ,
вiдмiнний вiд 0⃗. Очевидно, що 𝑏⃗ ∈ 𝑈 , 𝑏⃗ ∈ 𝑊 . Розглянемо вектор 𝑏⃗

як елемент простору 𝑈⃗ + 𝑊⃗ . Вiн справдi належить цьому простору,
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оскiльки може бути поданий у виглядi

𝑏⃗ = 𝑏⃗⏟ ⏞ 
∈𝑈

+ 0⃗⏟ ⏞ 
∈𝑊

або

𝑏⃗ = 0⃗⏟ ⏞ 
∈𝑈

+ 𝑏⃗⏟ ⏞ 
∈𝑊

,

тобто iснує два рiзних представлення одного вектора, що суперечить
тому, що сума пiдпросторiв є прямою.

Достатнiсть. Нехай 𝑈 та 𝑊 —пiдпростори простору 𝑉 такi,
що 𝑈 ∩𝑊 = {⃗0}. Припустимо, що 𝑈 + 𝑊 ̸= 𝑈 ⊕𝑊 . Це означає, що
деякий вектор 𝑎⃗ ∈ 𝑈 + 𝑊 має два рiзних подання

𝑎⃗ = 𝑢⃗1 + 𝑤⃗1,

𝑎⃗ = 𝑢⃗2 + 𝑤⃗2, 𝑢⃗1, 𝑢⃗2 ∈ 𝑈, 𝑤⃗1, 𝑤⃗2 ∈𝑊.

Вiднявши цi двi рiвностi дiстанемо:

0⃗ = (𝑢⃗1 − 𝑢⃗2) + (𝑤⃗1 − 𝑤⃗2)

або
𝑢⃗1 − 𝑢⃗2⏟  ⏞  
∈𝑈

= −(𝑤⃗1 − 𝑤⃗2)⏟  ⏞  
∈𝑊

.

Таким чином, пiдпростори 𝑈 i 𝑊 мають спiльний вектор, причому
це не 0⃗, що суперечить умовi. �

Теорема 3.17. Розмiрнiсть суми двох пiдпросторiв 𝑈 i 𝑊 про-
стору 𝑉 дорiвнює сумi розмiрностей цих пiдпросторiв без розмiрно-
стi їх перетину:

dim(𝑈 + 𝑊 ) = dim𝑈 + dim𝑊 − dim(𝑈 ∩𝑊 ).

Доведення. Введемо такi позначення:

dim𝑈 = 𝑑1, dim(𝑈 + 𝑊 ) = 𝑑

dim𝑊 = 𝑑2, dim(𝑈 ∩𝑊 ) = 𝑑0.

Нехай
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑑0 (3.6)

є базисом простору 𝑈 ∩𝑊 . Цей базис є лiнiйно незалежною системою
векторiв простору 𝑈 , тому його за теоремою 3.10 можна доповнити
до базису цього простору. Нехай

𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑑0
, 𝑏⃗𝑑0+1, . . . , 𝑏⃗𝑑1

(3.7)
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є базисом пiдпростору 𝑈 .
Крiм цього, система (3.6) є лiнiйно незалежною системою векторiв

простору 𝑊 , тому її також можна доповнити до базису простору 𝑊 .
Нехай цим базисом буде

𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑑0
, 𝑐⃗𝑑0+1, . . . , 𝑐⃗𝑑2

. (3.8)

Розглянемо систему векторiв

𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑑0
, 𝑏⃗𝑑0+1, . . . , 𝑏⃗𝑑1

, 𝑐⃗𝑑0+1, . . . , 𝑐⃗𝑑2
. (3.9)

Ця система складається з 𝑑1 + 𝑑2 − 𝑑0 векторiв. Покажемо, що ця
система i буде базисом простору 𝑈 +𝑊 . Для цього потрiбно показати,
по перше, що кожний вектор пiдпростору 𝑈 +𝑊 лiнiйно виражається
через вектори системи (3.9), i, по-друге, що система (3.9) є лiнiйно
незалежною.

Нехай 𝑏⃗ ∈ 𝑈 +𝑊 . Це означає, що 𝑏⃗ = 𝑢⃗1 + 𝑤⃗1, де 𝑢⃗1 ∈ 𝑈 , 𝑤⃗1 ∈𝑊 .
Оскiльки 𝑢⃗1

л.в.−−→ (3.7), 𝑤⃗1
л.в.−−→ (3.8), то 𝑢⃗1 + 𝑤⃗1

л.в.−−→ (3.9).
Тепер доведемо, що система (3.9) є лiнiйно незалежною. Для

цього потрiбно показати, що рiвнiсть (⋆)

𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑑0 𝑎⃗𝑑0+

+𝛽𝑑0+1⃗𝑏𝑑0+1 + . . . + 𝛽𝑑1 𝑏⃗𝑑1+ (3.10)

+𝛾𝑑0+1𝑐⃗𝑑0+1 + . . . + 𝛾𝑑2 𝑐⃗𝑑2 = 0⃗

виконується лише, коли усi коефiцiєнти дорiвнюють нулю.
Перепишемо останню рiвнiсть у такому виглядi:

𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑑0 𝑎⃗𝑑0 + 𝛽𝑑0+1⃗𝑏𝑑0+1 + . . . + 𝛽𝑑1 𝑏⃗𝑑1⏟  ⏞  
𝑎⃗∈𝑈

=

= −𝛾𝑑0+1𝑐⃗𝑑0+1 − . . .− 𝛾𝑑2
𝑐⃗𝑑2⏟  ⏞  

𝑎⃗∈𝑊

.

Таким чином, вектор 𝑎⃗, який позначено вище, повинен належати
пiдпростору 𝑈 ∩𝑊 , i, отже, 𝑎⃗ л.в.−−→ 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑑0 , тобто 𝑎⃗ = 𝜆1𝑎⃗1 + . . . +

𝜆𝑑0
𝑎⃗𝑑0

. Тодi рiвнiсть (3.10) переписується у виглядi

𝜆1𝑎⃗1 + . . . + 𝜆𝑑0
𝑎⃗𝑑0

+ 𝛾𝑑0+1𝑐⃗𝑑0+1 + . . . + 𝛾𝑑2
𝑐⃗𝑑2

= 0⃗.

Але система (3.8) є лiнiйно незалежною, тому остання рiвнiсть можли-
ва лише за умови, коли усi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, зокрема
𝛾𝑑0+1 = . . . = 𝛾𝑑2

= 0.
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Тепер рiвнiсть (3.10) набуває виду

𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑑0 𝑎⃗𝑑0 + 𝛽𝑑0+1⃗𝑏𝑑0+1 + . . . + 𝛽𝑑1 𝑏⃗𝑑1 = 0⃗.

Але система (3.7) є лiнiйно незалежною, тому остання рiвнiсть вико-
нується лише при 𝛼1 = . . . = 𝛼𝑑0 = 𝛽𝑑0+1 = . . . = 𝛽𝑑1 = 0.

Таким чином, рiвнiсть (3.10) виконується лише коли усi кое-
фiцiєнти дорiвнюють нулю, а тому система (3.9) є лiнiйно неза-
лежною. Це завершує доведення того, що система (3.9) є бази-
сом простору 𝑈 + 𝑊 , а тому розмiрнiсть цього простору дорiвнює
dim𝑈 + dim𝑊 − dim(𝑈 ∩𝑊 ). �

З доведеної теореми i теореми 3.16 випливає таке твердження.

Наслiдок. Розмiрнiсть прямої суми 𝑈 ⊕𝑊 пiдпросторiв 𝑈 i
𝑊 простору 𝑉 дорiвнює сумi розмiрностей цих пiдпросторiв.

§ 5. Векторнi простори зi скалярним множенням

Поняття скалярного множення векторiв, яке буде означено нижче,
є основою для подальшого введення довжини i вiдстанi у довiльному
векторному просторi. Ми обмежуємось розглядом лише випадку
векторного простору, що задано над полем R.

5.1. Скалярне множення у векторному просторi.
Нехай 𝑉 — векторний простiр, заданий над полем R.

Означення 3.11. Скалярним множенням у дiйсному вектор-
ному просторi 𝑉 називається операцiя, яка кожнiй парi 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝑉

спiвставляє таке дiйсне число (позначається
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
), що для довiльних

𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗ ∈ 𝑉 , 𝜆 ∈ R виконуються умови (аксiоми скалярного множення):
1)

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
=

(︀
𝑏, 𝑎⃗

)︀
;

2)
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗ + 𝑐⃗

)︀
=

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
+
(︀
𝑎⃗, 𝑐⃗

)︀
;

3)
(︀
𝜆𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
= 𝜆

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
;

4)
(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
> 0, причому

(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
= 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑎⃗ = 0⃗.

Зазвичай скалярний добуток векторiв позначається 𝑎⃗ · 𝑏⃗ або
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
.

Для уникнення непорозумiнь з операцiями матричного множення
та скалярного множення, ми надалi будемо позначати скалярний
добуток двох векторiв 𝑎⃗ та 𝑏⃗ через

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
.
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Дiйсний векторний простiр зi скалярним множенням називається
евклiдовим.

Зауважимо, що поняття скалярного множення вводиться i для вектор-
ного простору, заданого над довiльним полем 𝑃 . Означення скалярного
добутку у векторному просторi, заданому над полем C комплексних чи-
сел, дещо iнше: ним називається вiдповiднiсть, яка кожнiй парi векторiв
𝑎⃗, 𝑏⃗ цього простору спiввiдносить таке комплексне число, що виконуються
наступнi умови:

1)
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
=

(︀
𝑏, 𝑎⃗

)︀
(тут риска означає комплексне спряження);

2)
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗+ 𝑐⃗

)︀
=

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
+

(︀
𝑎⃗, 𝑐⃗

)︀
;

3)
(︀
𝜆𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
= 𝜆

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
;

4)
(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
> 0, причому

(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
= 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑎⃗ = 0⃗.

Комплексний простiр зi скалярним множенням називається унiтар-
ним.

Скалярне множення, визначене за правилом
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
= 0 для довiль-

них 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝑉 , називається нульовим (виродженим). В подальшому
ми виключатимемо цей випадок з розгляду.

Приклад 3.30. У арифметичному векторному просторi R𝑛 ска-

лярне множення векторiв можна означити так: якщо 𝑥⃗ =

⎡⎢⎣𝑥1

...
𝑥𝑛

⎤⎥⎦,
𝑦⃗ =

⎡⎢⎣𝑦1...
𝑦𝑛

⎤⎥⎦, то (︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
= 𝑥1𝑦1 + . . .+𝑥𝑛𝑦𝑛. Так означене скалярне множе-

ння називається стандартним. Зазначимо, що розглядаючи вектори
простору R𝑛 як матрицi-стовпцi, можемо стандартне скалярне мно-
ження записати у виглядi матричного множення:(︀

𝑥⃗, 𝑦⃗
)︀

= 𝑥⃗𝑇 · 𝑦⃗.

Приклад 3.31. Розглянемо ще один варiант введення скаляр-
ного множення в просторi R𝑛. Зафiксуємо додатнi дiйснi числа

𝜔1, . . . , 𝜔𝑛 i парi векторiв 𝑥⃗ =

⎡⎢⎣𝑥1

...
𝑥𝑛

⎤⎥⎦, 𝑦⃗ =

⎡⎢⎣𝑦1...
𝑦𝑛

⎤⎥⎦ поставимо у вiд-

повiднiсть число
(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
= 𝜔1𝑥1𝑦1 + . . . + 𝜔𝑛𝑥𝑛𝑦𝑛. Така вiдповiднiсть
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задовольняє означення 3.11 i називається ваговим скалярним мно-
женням в просторi R𝑛. Зауважимо, що вагове скалярне множення
можна подати у такому виглядi:

(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
= 𝑥⃗𝑇 ·𝑊 · 𝑦⃗, де 𝑊 =

⎡⎢⎣𝜔1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 𝜔𝑛

⎤⎥⎦ .

Приклад 3.32. В просторi 𝒫2 скалярне множення можна озна-
чити так: якщо 𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2, 𝑞(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2, то(︀

𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)
)︀

= 𝑎0𝑏0 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2. Це стандартне скалярне множення
простору 𝒫2.

Приклад 3.33. Розглянемо простiр неперервних функцiй 𝒞[𝑎,𝑏].
Довiльним двом функцiям 𝑓 та 𝑔 з цього простору поставимо у
вiдповiднiсть число (︀

𝑓, 𝑔
)︀

=
w 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥. (3.11)

З курсу математичного аналiзу вiдомо, що добуток двох непе-
рервних функцiй на вiдрiзку функцiй є неперервна на цьому ж вiд-
рiзку функцiя, а також те, що якщо функцiя неперервна на вiдрiзку,
то вона iнтегровна на цьому вiдрiзку. Тому означена вiдповiднiсть
𝒞[𝑎,𝑏] × 𝒞[𝑎,𝑏] → R коректно визначена.

Покажемо, що вона задовольняє умови 1–4 скалярного множен-
ня. Очевидно, що

r 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =

r 𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, тобто перша умова

виконується. Друга i третя умови виконуються у вiдповiдностi до
лiнiйних властивостей визначеного iнтеграла, якi вiдомi з курсу ма-
тематичного аналiзу. Нарештi якщо

r 𝑏

𝑎
𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, то 𝑓(𝑥) ≡ 0, що

також є вiдомим твердженням математичного аналiзу.
Зауважимо, що таке скалярне множення поширюється на будь-

який пiдпростiр простору 𝒞[𝑎,𝑏], наприклад в просторi 𝒫𝑛 скалярне
множення можна ввести за формулою (3.11).

5.2. Властивостi скалярного множення.

Теорема 3.18. Нехай 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗— вектори векторного простору 𝑉

зi скалярним множенням, 𝜆— скаляр. Тодi
1∘.

(︀
𝑎⃗ + 𝑏⃗, 𝑐⃗

)︀
=

(︀
𝑎⃗, 𝑐⃗

)︀
+
(︀
𝑏, 𝑐⃗

)︀
.

2∘.
(︀
𝑎⃗, 𝜆𝑏

)︀
= 𝜆

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
.



108 Роздiл 3. Векторнi простори

3∘.
(︀
𝑎⃗, 0⃗

)︀
= 0.

Доведення. Застосуємо ланцюжок перетворень (тут цифра над
знаком = позначає номер умови з означення скалярного множення,
яка використовується).

1∘.
(︀
𝑎⃗ + 𝑏⃗, 𝑐⃗

)︀ 1
=

(︀
𝑐⃗, 𝑎⃗ + 𝑏⃗

)︀ 2
=

(︀
𝑐⃗, 𝑎⃗

)︀
+
(︀
𝑐⃗, 𝑏⃗

)︀ 1
=

(︀
𝑎⃗, 𝑐⃗

)︀
+

(︀
𝑏, 𝑐⃗

)︀
.

2∘.
(︀
𝑎⃗, 𝜆𝑏

)︀ 1
=

(︀
𝜆𝑏, 𝑎⃗

)︀ 3
= 𝜆

(︀
𝑏, 𝑎⃗

)︀ 1
= 𝜆

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
.

3∘.
(︀
𝑎⃗, 0⃗

)︀
=

(︀
𝑎⃗, 0⃗ + 0⃗

)︀ 2
=

(︀
𝑎⃗, 0⃗

)︀
+

(︀
𝑎⃗, 0⃗

)︀
. Тодi

(︀
𝑎⃗, 0⃗

)︀
є нульовим

елементом поля R, тобто дорiвнює 0.

�

Теорема 3.19. Будь-який дiйсний скiнченновимiрний вектор-
ний простiр завжди можна перетворити в евклiдовий векторний
простiр.

Доведення. Нехай 𝑉 — 𝑛-вимiрний дiйсний векторний простiр,
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛 —деякий базис цього простору. Для векторiв

𝑎⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛,

𝑏⃗ = 𝛽1𝑒⃗1 + . . . + 𝛽𝑛𝑒⃗𝑛

покладемо (︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
= 𝛼1𝛽1 + . . . + 𝛼𝑛𝛽𝑛.

Легко перевiрити, що умови 1–4 означення скалярного множення
виконуються. Цим самим векторний простiр 𝑉 перетворено в евклi-
довий. �

5.3. Довжина, ортогональнiсть i вiдстань у евклiдовому
векторному просторi.

Означення 3.12. Нормою, або довжиною вектора 𝑎⃗ евклiдово-
го векторного простору 𝑉 називається дiйсне число ‖𝑎⃗‖ =

√︁(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
.

Вектор 𝑎⃗ називається одиничним (нормованим, або ортом), якщо
‖𝑎⃗‖ = 1.

Вказане означення є коректним, враховуючи умову 4 означення
скалярного множення.

Будь-який ненульовий вектор 𝑎⃗ евклiдового векторного простору
𝑉 можна перетворити в нормований вектор, множенням цього вектора
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на число 1
‖𝑎⃗‖ . Справдi,

‖ 1

‖𝑎⃗‖
𝑎⃗‖ =

√︃(︀ 1

‖𝑎⃗‖
𝑎⃗,

1

‖𝑎⃗‖
𝑎⃗
)︀

=
1

‖𝑎⃗‖

√︁(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
=

1

‖𝑎⃗‖
‖𝑎⃗‖ = 1.

Означення 3.13. Вектори 𝑎⃗, 𝑏⃗ евклiдового простору 𝑉 називаю-
ться ортогональними, якщо

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
= 0.

Те, що вектори 𝑎⃗ та 𝑏⃗ ортогональнi позначатимемо так: 𝑎⃗ ⊥ 𝑏⃗.

Теорема 3.20 (Теорема Пiфагора). Вектори 𝑎⃗ i 𝑏⃗ евклiдового
векторного простору 𝑉 є ортогональними тодi i тiльки тодi, коли

‖𝑎⃗ + 𝑏⃗‖2 = ‖𝑎⃗‖2 + ‖⃗𝑏‖2. (3.12)

Доведення. За аксiомами i властивостями скалярного множен-
ня маємо:

‖𝑎⃗ + 𝑏⃗‖2 =
(︀
𝑎⃗ + 𝑏⃗, 𝑎⃗ + 𝑏⃗

)︀
=

=
(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
+
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
+
(︀
𝑏, 𝑎⃗

)︀
+
(︀
𝑏, 𝑏⃗

)︀
=

=‖𝑎⃗‖2 + 2
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
+ ‖⃗𝑏‖2.

Тепер очевидно, що рiвнiсть (3.12) виконується тодi i тiльки тодi,
коли

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
= 0. �

Властивостi норми:

1∘. ‖𝑎⃗‖ > 0 якщо 𝑎⃗ ̸= 0⃗.
2∘. ‖𝜆𝑎⃗‖ = |𝜆| · ‖𝑎⃗‖.

Справдi, ‖𝜆𝑎⃗‖ =
√︁(︀

𝜆𝑎⃗, 𝜆𝑎⃗
)︀

=
√︁
𝜆2

(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
= |𝜆| · ‖𝑎⃗‖.

3∘. ⃒⃒⃒(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀⃒⃒⃒
6 ‖𝑎⃗‖ · ‖⃗𝑏‖ (3.13)

(нерiвнiсть Кошi–Буняковського1–Шварца2).

Доведення. Потрiбно довести, що(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
6 ‖𝑎⃗‖ · ‖⃗𝑏‖,

−
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
6 ‖𝑎⃗‖ · ‖⃗𝑏‖.

1Вiктор Якович Буняковський (1804–1889) — росiйський математик.
2Karl Hermann Amandus Schwarz (1843–1921) — нiмецький математик.
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Якщо хоча б один з векторiв 𝑎⃗ та 𝑏⃗ дорiвнює 0⃗, то нерiвнiсть,
очевидно, виконується. Розглянемо випадок, коли обидва вектори
ненульовi. За властивiстю 1∘ для довiльних 𝛼, 𝛽 ∈ R:(︀

𝛼𝑎⃗− 𝛽𝑏⃗, 𝛼𝑎⃗− 𝛽𝑏⃗
)︀
> 0;

𝛼2
(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
− 2𝛼𝛽

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
+ 𝛽2

(︀
𝑏, 𝑏⃗

)︀
> 0.

Покладемо 𝛼 = ‖⃗𝑏‖, 𝛽 = ‖𝑎⃗‖. Тодi

‖⃗𝑏‖2
(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
− 2‖⃗𝑏‖‖𝑎⃗‖

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
+ ‖𝑎⃗‖2

(︀
𝑏, 𝑏⃗

)︀
> 0,

‖⃗𝑏‖2‖𝑎⃗‖2 − 2‖⃗𝑏‖‖𝑎⃗‖
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
+ ‖𝑎⃗‖2‖⃗𝑏‖2 > 0; | : ‖𝑎⃗‖ · ‖⃗𝑏‖,

‖⃗𝑏‖‖𝑎⃗‖ − 2
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
+ ‖𝑎⃗‖‖⃗𝑏‖ > 0,

звiдки
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
6 ‖𝑎⃗‖‖⃗𝑏‖. Поклавши замiсть 𝑎⃗ в останню рiвнiсть

вектор −𝑎⃗ одержимо −
(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
6 ‖𝑎⃗‖‖⃗𝑏‖, що i потрiбно було довести.

�

4∘. ‖𝑎⃗ + 𝑏⃗‖ 6 ‖𝑎⃗‖+ ‖⃗𝑏‖ (нерiвнiсть трикутника).

Доведення.

‖𝑎⃗ + 𝑏⃗‖2 =
(︀
𝑎⃗ + 𝑏⃗, 𝑎⃗ + 𝑏⃗

)︀
= ‖𝑎⃗‖2 + 2

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
+ ‖⃗𝑏‖2 6

6 ‖𝑎⃗‖2 + 2
⃒⃒⃒(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀⃒⃒⃒
+ ‖⃗𝑏‖2

3∘

6

6 ‖𝑎⃗‖2 + 2‖𝑎⃗‖‖⃗𝑏‖+ ‖⃗𝑏‖2 = (‖𝑎⃗‖+ ‖⃗𝑏‖)2,

звiдки безпосередньо знаходимо нерiвнiсть, що доводиться. �

Надзвичайно важливим є означення поняття вiдстанi мiж векто-
рами у векторному просторi, адже це дає можливiсть в подальшому
означити основну операцiю математичного аналiзу — граничний пере-
хiд. Вiдстанню назвемо кожне вiдображення, яке двом векторам 𝑎⃗, 𝑏⃗

простору 𝑉 спiввiдносить таке дiйсне число 𝑑(⃗𝑎, 𝑏⃗), що виконуються
наступнi три умови для довiльних векторiв 𝑎⃗, 𝑏⃗, 𝑐⃗ простору:

1) 𝑑(⃗𝑎, 𝑏⃗) > 0, причому 𝑑(⃗𝑎, 𝑏⃗) = 0 лише тодi, коли 𝑎⃗ = 𝑏⃗;
2) 𝑑(⃗𝑎, 𝑏⃗) = 𝑑(⃗𝑏, 𝑎⃗) (аксiома симетрiї);
3) 𝑑(⃗𝑎, 𝑏⃗) 6 𝑑(⃗𝑎, 𝑐⃗) + 𝑑(⃗𝑏, 𝑐⃗) (аксiома трикутника).

Означення 3.14. Вiдстанню мiж векторами 𝑎⃗ i 𝑏⃗ називається
число 𝑑(⃗𝑎, 𝑏⃗) = ‖𝑎⃗− 𝑏⃗‖.
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Вказане означення є коректним, оскiльки воно задовольняє на-
веденим вище аксiомам вiдстанi (подумайте, чому). Як бачимо, в
рiзний спосiб означений скалярний добуток породжує рiзнi тлумачен-
ня вiдстанi у векторному просторi.

Означення 3.15. Кутом мiж ненульовими векторами 𝑎⃗ i 𝑏⃗ на-
зивається кут 𝜙, що визначається спiввiдношенням

cos𝜙 =

(︀
𝑎⃗, 𝑏⃗

)︀
‖𝑎⃗‖ · ‖⃗𝑏‖

, 0 6 𝜙 6 𝜋.

Коректнiсть означення кута мiж векторами випливає з нерiвностi
Кошi–Буняковського–Шварца.

5.4. Ортогональнi системи векторiв.

Означення 3.16. Система векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
векторного про-

стору 𝑉 зi скалярним множенням називається ортогональною, якщо
кожний вектор цiєї системи ортогональний до будь-якого iншого
вектора системи.

Теорема 3.21. Ортогональна система ненульових векторiв ве-
кторного простору зi скалярним множенням є лiнiйно незалежною.

Доведення. Нехай 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘 — ортогональна система нену-
льових векторiв простору 𝑉 . Потрiбно показати, що складена для неї
рiвнiсть (⋆)

𝛼1𝑎⃗1 + 𝛼2𝑎⃗2 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘 = 0⃗ (3.14)

виконується лише при 𝛼1 = 𝛼2 = . . . = 𝛼𝑘 = 0.
Домножимо обидвi частини останньої рiвностi скалярно на вектор

𝑎⃗1 i скористаємось властивостями скалярного множення:(︀
𝛼1𝑎⃗1 + 𝛼2𝑎⃗2 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘, 𝑎⃗1

)︀
=

(︀
0, 𝑎⃗1

)︀
,

𝛼1

(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗1

)︀
+ 𝛼2

(︀
𝑎⃗2, 𝑎⃗1

)︀⏟  ⏞  
=0

+ . . . + 𝛼𝑘

(︀
𝑎⃗𝑘, 𝑎⃗1

)︀⏟  ⏞  
=0

= 0,

звiдки 𝛼1

(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗1

)︀
= 0, що можливо лише при 𝛼1 = 0, оскiльки 𝑎⃗1 ≠ 0⃗.

Помноживши (3.14) послiдовно на 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘 одержимо, що 𝛼2 =

. . . = 𝛼𝑘 = 0, а тому система векторiв 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘 є лiнiйно незале-
жною. �
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Означення 3.17. Ортогональна система ненульових векторiв
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑛 𝑛-вимiрного простору 𝑉 називається ортогональним бази-
сом цього простору.

Означення 3.18. Система векторiв 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 евклiдового ве-
кторного простору 𝑉 називається ортонормованою, якщо вона орто-
гональна i кожний її вектор нормований.

Означення 3.19. Система ненульових векторiв 𝑛-вимiрного ев-
клiдового простору 𝑉 називається ортонормованим базисом цього
простору, якщо вона ортонормована i мiстить 𝑛 векторiв.

5.5. Ортогональне доповнення до пiдпростору векторно-
го простору.

Нехай 𝑉 — 𝑛-вимiрний векторний простiр зi скалярним множен-
ням, 𝑈,𝑊 —пiдпростори цього простору.

Означення 3.20. Пiдпростiр 𝑊 називається ортогональним до
пiдпростору 𝑈 , якщо кожний вектор з 𝑊 ортогональний до кожного
вектора з 𝑈 .

Приклад 3.34. Розглянемо геометричну iнтерпретацiю вектор-
ного простору R3 як множину тривимiрних векторiв з початком у
початку координат. Площина 𝑥𝑂𝑦 та вiсь 𝑂𝑧 є, очевидно, пiдпросто-
рами цього простору. Крiм цього, кожний вектор з осi 𝑂𝑧 перпен-
дикулярний (ортогональний) до кожного вектора з площини 𝑥𝑂𝑦.
Таким чином, цi пiдпростори ортогональнi один до одного.

Якщо вектор 𝑎⃗ ортогональний до кожного вектора пiдпростору
𝑈 , то будемо говорити, що вектор 𝑎⃗ ортогональний до пiдпростору
𝑈 .

Зрозумiло, що пiдпростiр 𝑊 буде ортогональним до пiдпростору
𝑈 , якщо кожен вектор iз 𝑊 ортогональний до кожного вектора базису
пiдпростору 𝑈 . Справдi, якщо кожний вектор iз 𝑊 ортогональний
до базису 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑟 пiдпростору 𝑈 , тобто 𝑎⃗ ⊥ 𝑒⃗1, . . . , 𝑎⃗ ⊥ 𝑒⃗𝑟, то якщо
взяти вектор 𝑏⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑟 𝑒⃗𝑟, то(︀

𝑎⃗, 𝑏⃗
)︀

= 𝛼1

(︀
𝑎⃗, 𝑒⃗1

)︀⏟  ⏞  
=0

+ . . . + 𝛼𝑟

(︀
𝑎⃗, 𝑒⃗𝑟

)︀⏟  ⏞  
=0

= 0,

що говорить про те, що 𝑎⃗ ⊥ 𝑏⃗.
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Позначимо через 𝑈⊥ множину всiх векторiв простору 𝑉 ортого-
нальних до пiдпростору 𝑈 .

Теорема 3.22. Нехай 𝑈 — пiдпростiр простору 𝑉 . Тодi 𝑈⊥ та-
кож є пiдпростором простору 𝑉 .

Доведення. Згiдно з критерiєм пiдпростору достатньо довести,
що 𝑈⊥ є замкнутою множиною вiдносно операцiй додавання векторiв
i множення їх на скаляри.

Нехай 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝑈⊥. Це означає, що для будь-якого 𝑐⃗ ∈ 𝑈 :
(︀
𝑎⃗, 𝑐⃗

)︀
=(︀

𝑏, 𝑐⃗
)︀

= 0. Тодi
(︀
𝑎⃗+ 𝑏⃗, 𝑐⃗

)︀
=

(︀
𝑎⃗, 𝑐⃗

)︀
+
(︀
𝑏, 𝑐⃗

)︀
= 0, а тому 𝑎⃗+ 𝑏⃗ ∈ 𝑈⊥. Також(︀

𝛼𝑎⃗, 𝑐⃗
)︀

= 𝛼
(︀
𝑎⃗, 𝑐⃗

)︀
= 𝛼 · 0 = 0,

звiдки отримуємо 𝛼𝑎⃗ ∈ 𝑈⊥. Отже, 𝑈⊥ —пiдпростiр простору 𝑉 . �

Очевидно, що 𝑈⊥ буде «найбiльшим» пiдпростором, ортогональ-
ним до пiдпростору 𝑈 в тому розумiннi, що кожний iнший ортого-
нальний пiдпростiр до пiдпростору 𝑈 буде його пiдмножиною.

Означення 3.21. Нехай 𝑈 —пiдпростiр простору 𝑉 . Пiдпростiр
𝑈⊥ називається ортогональним доповненням до пiдпростору 𝑈 .

Серед властивостей ортогонального доповнення до пiдпростору
вiдмiтимо такi:

∙ 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⊥;
∙ (𝑈⊥)⊥ = 𝑈 ;
∙ 𝑈 ∩ 𝑈⊥ = {⃗0};
∙ dim𝑈 + dim𝑈⊥ = dim𝑉 .

Доведення першої властивостi ми наведемо в п. 5.7 (теорема 3.24).
Iншi властивостi є її простими наслiдками.

5.6. Процес ортогоналiзацiї лiнiйно незалежної системи
векторiв.

Дослiдимо таке питання: чи iснує, а якщо iснує, то як побудувати,
ортогональний базис довiльного векторного простору? Розглянемо
це на прикладi.
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Приклад 3.35. Побудувати ортогональний базис пiдпростору
𝐿 (⃗𝑎1, 𝑎⃗2) векторного простору R3, якщо

𝑎⃗1 =

⎡⎣1

1

0

⎤⎦ , 𝑎⃗2 =

⎡⎣−2

0

1

⎤⎦ .

Розв’язання. Оскiльки координати векторiв не пропорцiйнi, то
вони лiнiйно незалежнi i утворюють базис пiдпростору 𝐿 (⃗𝑎1, 𝑎⃗2). Але
оскiльки

(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2

)︀
= −2 ̸= 0, то цей базис не ортогональний.

Основна iдея в побудовi ортогонального базиса
(︀
𝑏1, 𝑏⃗2

)︀
полягає

в наступному. Нехай 𝑏⃗1 = 𝑎⃗1, а вектор 𝑏⃗2 сконструюємо таким, щоб
виконувались двi умови: 1) 𝑏⃗2 ⊥ 𝑏⃗1; 2) 𝑏⃗2 ∈ 𝐿 (⃗𝑎1, 𝑎⃗2).

Друга умова буде дотримана, якщо 𝑏⃗2 подати у виглядi

𝑏⃗2 = 𝑎⃗2 − 𝜆𝑏1, 𝜆 ∈ R.

Пiдберемо 𝜆 таким, щоб
(︀
𝑏2, 𝑏⃗1

)︀
= 0. З цiєю метою домножимо обидвi

частини останньої рiвностi скалярно на 𝑏⃗1. Дiстанемо:

0 =
(︀
𝑎⃗2, 𝑏⃗1

)︀
− 𝜆

(︀
𝑏1, 𝑏⃗1

)︀
,

звiдки 𝜆 =

(︀
𝑎⃗2 ,⃗𝑏1

)︀(︀
𝑏1 ,⃗𝑏1

)︀ . Обчислюємо:(︀
𝑎⃗2, 𝑏⃗1

)︀
=− 2;(︀

𝑏1, 𝑏⃗1
)︀

=2.

Отже, 𝜆 = −1 i 𝑏⃗2 = 𝑎⃗2 + 𝑏⃗1 =

⎡⎣−1

1

1

⎤⎦.
Таким чином, ортогональним базисом пiдпростору 𝐿 (⃗𝑎1, 𝑎⃗2) є,

наприклад,
(︀⎡⎣1

1

0

⎤⎦ ,

⎡⎣−1

1

1

⎤⎦)︀
. �

Вказаний метод розв’язування задачi побудови ортогонального
базису пiдпростору векторного простору лежить в основi бiльш загаль-
ного результату, який носить назву процесу ортогоналiзацiї лiнiйно
незалежної системи векторiв (або процесу Грама1–Шмiдта2).

1Jörgen Pedersen Gram (1850–1916) — датський математик.
2Erhard Schmidt (1876–1959) — нiмецький математик.
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Теорема 3.23. Нехай
(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘

)︀
— лiнiйно незалежна си-

стема векторiв простору 𝑉 . Нехай також

𝑏⃗1 =𝑎⃗1,

𝑏⃗2 =𝑎⃗2 −
(︀
𝑏1, 𝑎⃗2

)︀(︀
𝑏1, 𝑏⃗1

)︀ 𝑏⃗1,
𝑏⃗3 =𝑎⃗3 −

(︀
𝑏1, 𝑎⃗3

)︀(︀
𝑏1, 𝑏⃗1

)︀ 𝑏⃗1 − (︀
𝑏2, 𝑎⃗3

)︀(︀
𝑏2, 𝑏⃗2

)︀ 𝑏⃗2, (3.15)

...

𝑏⃗𝑘 =𝑎⃗𝑘 −
(︀
𝑏1, 𝑎⃗𝑘

)︀(︀
𝑏1, 𝑏⃗1

)︀ 𝑏⃗1 − . . .−
(︀
𝑏𝑘−1, 𝑎⃗𝑘

)︀(︀
𝑏𝑘−1, 𝑏⃗𝑘−1

)︀ 𝑏⃗𝑘−1.
Тодi

(︀
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑘

)︀
є ортогональною системою векторiв простору

𝑉 , причому 𝐿 (⃗𝑎1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘) = 𝐿
(︁
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑘

)︁
.

Доведення. Доведемо твердження теореми iндукцiєю по кiль-
костi векторiв. Якщо система складається з одного вектора, то, оче-
видно, твердження теореми має мiсце.

Припустимо, що для деякого довiльного, але фiксованого 𝑘 <

dim𝑉 твердження теореми виконується, тобто для довiльної лiнiйно
незалежної системи векторiв 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 система 𝑏⃗1, . . . , 𝑏⃗𝑘, яка побу-
дована згiдно з (3.15), є ортогональною, причому 𝐿 (⃗𝑎1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘) =

𝐿
(︁
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑘

)︁
. Доповнимо систему 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 вектором 𝑎⃗𝑘+1 так,

щоб не порушити її лiнiйну незалежнiсть. Доведемо, що вектор

𝑏⃗𝑘+1 = 𝑎⃗𝑘+1 −
(︀
𝑏1, 𝑎⃗𝑘+1

)︀(︀
𝑏1, 𝑏⃗1

)︀ 𝑏⃗1 −
(︀
𝑏2, 𝑎⃗𝑘+1

)︀(︀
𝑏2, 𝑏⃗2

)︀ 𝑏⃗2 − . . .−
(︀
𝑏𝑘, 𝑎⃗𝑘+1

)︀(︀
𝑏𝑘, 𝑏⃗𝑘

)︀ 𝑏⃗𝑘

ортогональний до кожного з векторiв 𝑏⃗1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑘. Справдi, домно-
живши обидвi частинi останньої рiвностi на кожний з векторiв
𝑏⃗1, . . . , 𝑏⃗𝑘, ми неодмiнно одержимо, що

(︀
𝑏𝑘+1, 𝑏⃗𝑖

)︀
= 0 для всiх 𝑖 = 1, 𝑘.

Крiм цього, 𝑏𝑘+1
л.в.−−→ 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘+1, i, враховуючи лiнiйну незалежнiсть

системи векторiв 𝑏⃗1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑘+1 i припущення iндукцiї, стверджуємо,
що 𝐿 (⃗𝑎1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑘+1) = 𝐿

(︁
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑘+1

)︁
. �
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Наслiдок. Ранiше ми довели (див. теорему 3.10), що кожну
лiнiйно незалежну систему можна доповнити до базису скiнчен-
новимiрного векторного простору. Процес Грама–Шмiдта показує,
що цю систему можна «перетворити» в ортогональний базис цьо-
го простору. Таким чином, векторний простiр зi скалярним мно-
женням завжди має ортогональний базис. Ортонормований базис
можна одержати шляхом нормування кожного вектора ортого-
нального базису.

5.7. Ортогональна проекцiя вектора на пiдпростiр. Спо-
чатку доведемо таке твердження, яке було проанонсоване вище.

Теорема 3.24 (про ортогональний розклад простору). Для до-
вiльного пiдпростору 𝑈 векторного простору 𝑉 має мiсце розклад
𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⊥, тобто довiльний вектор 𝑥⃗ ∈ 𝑉 єдиним чином може
бути поданий у виглядi 𝑥⃗ = 𝑢⃗ + 𝑢⃗⊥, де 𝑈⃗ ∈ 𝑈 , 𝑢⃗⊥ ∈ 𝑈⊥.

Доведення. Нехай 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑘 — ортогональний базис пiдпросто-
ру 𝑈 (факт його iснування доведено в попередньому роздiлi 5.6).
Цi вектори можна доповнити до базису простору 𝑉 : 𝑒⃗′𝑘+1, . . . , 𝑒⃗

′
𝑛, а

застосувавши до цих векторiв процес Грама–Шмiдта дiстанемо орто-
гональний базис 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛. Разом з тим вектори 𝑒⃗𝑘+1, . . . , 𝑒⃗𝑛 належать
пiдпростору 𝑈⊥ за означенням ортогонального доповнення. Отже,
кожний вектор 𝑥⃗ ∈ 𝑉 подається у виглядi

𝑥⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑒⃗𝑘⏟  ⏞  
∈𝑈

+𝛼𝑘+1𝑒⃗𝑘+1 + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛⏟  ⏞  
∈𝑈⊥

,

тобто 𝑉 = 𝑈 + 𝑈⊥.
Доведемо, що сума 𝑈 +𝑈⊥ є прямою. Нехай 𝑎⃗ ∈ 𝑈 ∩𝑈⊥. Оскiльки

𝑎⃗ ∈ 𝑈⊥, то
(︀
𝑎⃗, 𝑥⃗

)︀
= 0 для всiх 𝑥⃗ ∈ 𝑈 . Можемо покласти 𝑥⃗ = 𝑎⃗, оскiльки

𝑎⃗ ∈ 𝑈 . Тодi
(︀
𝑎⃗, 𝑎⃗

)︀
= 0, тобто 𝑎⃗ = 0⃗. Отже, 𝑈 ∩𝑈⊥ = {⃗0} i за теоремою

3.16 сума цих пiдпросторiв є прямою. �

Доведена теорема дає можливiсть для такого означення.

Означення 3.22. Нехай 𝑈 —пiдпростiр векторного простору
𝑉 . Для довiльного вектора 𝑥⃗ ∈ 𝑉 запишемо розклад 𝑥⃗ = 𝑣⃗1 + 𝑣⃗2,
де 𝑣⃗1 ∈ 𝑈 , 𝑣⃗2 ∈ 𝑈⊥. Тодi вектор 𝑣⃗1 називається ортогональною
проекцiєю вектора 𝑥⃗ на пiдпростiр 𝑈 i позначається pr𝑈 𝑥⃗, а вектор
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𝑣⃗2 — ортогональною складовою вектора 𝑥⃗ вiдносно пiдпростору 𝑈 i
позначається ort𝑈 𝑥⃗.

Очевидно, що ort𝑈 𝑥⃗ = 𝑥− pr𝑈 𝑥⃗ = pr𝑈⊥ 𝑥⃗.

𝑈

𝑥⃗

pr𝑈 𝑥⃗

ort𝑈 𝑥⃗

Рис. 3.4. Ортогональна проекцiя вектора на пiдпростiр.

Теорема 3.25. Нехай (𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑘) — ортогональний базис пiдпро-
стору 𝑈 лiнiйного простору 𝑉 . Тодi ортогональна проекцiя вектора
𝑥⃗ на 𝑈 є такою лiнiйною комбiнацiєю:

pr𝑈 𝑥⃗ = 𝜆1𝑒⃗1 + . . . + 𝜆𝑘𝑒⃗𝑘,

де 𝜆𝑖 =

(︀
𝑒⃗𝑖, 𝑥⃗

)︀(︀
𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑖

)︀ для всiх 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}.

Доведення. Справдi, оскiльки pr𝑈 𝑥⃗ ∈ 𝑈 , то рiвнiсть pr𝑈 𝑥⃗ =

𝜆1𝑒⃗1 + . . . + 𝜆𝑘𝑒⃗𝑘 повинна виконуватись для деяких 𝜆𝑖. Якщо обидвi
частини останньої рiвностi скалярно помножити на 𝑒⃗𝑖 i використати
той факт, що

(︀
𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑗

)︀
= 0 при 𝑖 ̸= 𝑗 (вектори 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑘 попарно

ортогональнi), то знайдемо значення 𝜆𝑖. �

Розглянемо iлюстрацiю останньої теореми на прикладi.

Приклад 3.36. Знайти ортогональну проекцiю вектора 𝑥⃗ =

(3,−1, 2) на площину 𝑥− 𝑦 + 2𝑧 = 0 простору R3.

Розв’язання. Розглянемо заданий в умовi пiдпростiр простору
R3 {(𝑥, 𝑥 + 2𝑧, 𝑧) : 𝑥, 𝑧 ∈ R}. Легко знайти базис цього пiдпростору,
наприклад, це

𝑣⃗1 =

⎡⎣1

1

0

⎤⎦ , 𝑣⃗2 =

⎡⎣0

2

1

⎤⎦ .
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Проте цей базис не ортогональний i до нього ми не можемо застосува-
ти теорему 3.25. Перетворимо цей базис у ортогональний з допомогою
процесу Грама–Шмiдта: нехай 𝑒⃗1 = 𝑣⃗1,

𝑒⃗2 = 𝑣⃗2 −
(︀
𝑣⃗2, 𝑣⃗1

)︀(︀
𝑣⃗1, 𝑣⃗1

)︀ 𝑣⃗1 =

⎡⎣0

2

1

⎤⎦− 2

2

⎡⎣1

1

0

⎤⎦ =

⎡⎣−1

1

1

⎤⎦ .

Обчислимо: (︀
𝑒⃗1, 𝑥⃗

)︀
= 2,

(︀
𝑒⃗2, 𝑥⃗

)︀
= −2,(︀

𝑒⃗1, 𝑒⃗1
)︀

= 2,
(︀
𝑒⃗2, 𝑒⃗2

)︀
= 3.

Тодi

pr𝑈 𝑥⃗ =

(︀
𝑒⃗1, 𝑥⃗

)︀(︀
𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑖

)︀ 𝑒⃗1 +

(︀
𝑒⃗2, 𝑥⃗

)︀(︀
𝑒⃗2, 𝑒⃗2

)︀ 𝑒⃗2 =

=
2

2

⎡⎣1

1

0

⎤⎦− 2

3

⎡⎣−1

1

1

⎤⎦ =

⎡⎣ 5/3

1/3

−2/3

⎤⎦ .

Мiж iншим, ортогональною складовою є вектор

ort𝑈 𝑥⃗ = 𝑥⃗− pr𝑈 𝑥⃗ =

⎡⎣ 3

−1

2

⎤⎦−
⎡⎣ 5/3

1/3

−2/3

⎤⎦ =

⎡⎣ 4/3

−4/3

8/3

⎤⎦ .

Вiдповiдь. {( 5
3 ,

1
3 ,−

2
3 )}. �

Додатковi вiдомостi i завдання для самостiйної роботи

1. Нехай 𝑈 та 𝑉 — векторнi простори, заданi над полем 𝑃 . Декартовим добутком
цих просторiв називається

𝑈 × 𝑉 = {(𝑢⃗, 𝑣⃗) : 𝑢⃗ ∈ 𝑈, 𝑣⃗ ∈ 𝑉 }.

Довести, що 𝑈 × 𝑉 є векторним простором.
2. Обчислiть dim(𝑈 × 𝑉 ) в термiнах dim𝑈 та dim𝑉 .
3. Нехай 𝑓 та 𝑔 — неперервно диференцiйовнi функцiї. Детермiнант

𝑊 (𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)

𝑓 ′(𝑥) 𝑔′(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒

називається детермiнантом Вронського 1 (вронскiаном) функцiй 𝑓 та 𝑔. До-
вести, що якщо 𝑓 та 𝑔 є лiнiйно незалежними, то їх вронскiан не є тотожно
рiвним нулю (тобто iснує таке 𝑥, що 𝑊 (𝑥) ̸= 0).

1Józef Maria Hoene-Wroński (1776–1853) — польський математик i фiлософ.
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4. В загальному випадку вронскiаном функцiй 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛, якi є неперервними i
мають неперервнi похiднi до 𝑛−1-го порядку включно, називається детермiнант

𝑊 (𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥) . . . 𝑓𝑛(𝑥)

𝑓 ′1(𝑥) 𝑓 ′2(𝑥) . . . 𝑓 ′𝑛(𝑥)
...

...
. . .

...
𝑓
(𝑛−1)
1 (𝑥) 𝑓

(𝑛−1)
2 (𝑥) . . . 𝑓

(𝑛−1)
𝑛 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Довести, що якщо 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 лiнiйно незалежнi, то 𝑊 (𝑥) не є тотожно рiвним
нулю.

5. Довести, що коли розмiрнiсть суми двох пiдпросторiв простору R𝑛 на 1 бiльша
вiд розмiрностi їх перетину, то сума спiвпадає з одним з них, а перетин — з
iншим.

6. Довести, що 𝑛-вимiрний векторний простiр 𝑉 при 𝑛 > 2 можна подати у
виглядi прямої суми 𝑛 його одновимiрних пiдпросторiв.

7. Нехай 𝑈 — довiльний пiдпростiр простору 𝑉 , 𝑎⃗ ∈ 𝑉 . Множина

𝑀 = 𝑎⃗+ 𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑉 : 𝑥⃗ = 𝑎⃗+ 𝑢⃗, 𝑢⃗ ∈ 𝑈}

називається лiнiйним многовидом простору 𝑉 , що утворений паралельним
перенесенням пiдпростору 𝑈 на вектор 𝑎⃗, а розмiрнiсть dim𝑈 називають його
розмiрнiстю. Довести, що для рiзних векторiв 𝑎⃗, 𝑏⃗ векторного простору 𝑉

iснує єдиний одновимiрний лiнiйний многовид, який мiстить множину векторiв
{𝛼𝑎⃗+ 𝛽𝑏⃗ col𝛼+ 𝛽 = 1}.

8. Нехай маємо два лiнiйнi многовиди 𝑆 = 𝑎⃗+𝑈 , 𝑄 = 𝑏⃗+𝑊 векторного простору
𝑉 . Довести, що 𝑆 = 𝑄 тодi i тiльки тодi, коли 𝑈 = 𝑊 , 𝑎⃗− 𝑏⃗ ∈ 𝑈 .

9. Довести, що два лiнiйнi многовиди 𝑆 = 𝑎⃗+𝑈 i 𝑄 = 𝑏⃗+𝑈 векторного простору
𝑉 або рiвнi, або не мають спiльних елементiв.

10. Довести, що в евклiдовому векторному просторi всiх неперервних на вiдрiзку
[−𝜋, 𝜋] функцiй зi скалярним множенням(︀

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)
)︀
=

w 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

множина функцiй {1, sin𝑥, cos𝑥, sin 2𝑥, cos 2𝑥, . . . , sin𝑛𝑥, cos𝑛𝑥} є ортогональ-
ною.

11. Довести, що ‖𝑢⃗+ 𝑣⃗‖2 + ‖𝑢⃗− 𝑣⃗‖2 = 2‖𝑢⃗‖2 + 2‖𝑣⃗‖2 для довiльних 𝑢⃗, 𝑣⃗.
12. Довести, що

(︀
𝑢⃗, 𝑣⃗

)︀
= 1

4
‖𝑢⃗+ 𝑣⃗‖2 − 1

4
‖𝑢⃗− 𝑣⃗‖2 для довiльних 𝑢⃗, 𝑣⃗.

13. Визначником Грама системи векторiв
(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2, . . . , 𝑎⃗𝑛

)︀
евклiдового векторного

простору 𝑉 називається детермiнант⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗1

)︀ (︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗2

)︀
. . .

(︀
𝑎⃗1, 𝑎⃗𝑛

)︀(︀
𝑎⃗2, 𝑎⃗1

)︀ (︀
𝑎⃗2, 𝑎⃗2

)︀
. . .

(︀
𝑎⃗2, 𝑎⃗𝑛

)︀
...

...
. . .

...(︀
𝑎⃗𝑛, 𝑎⃗1

)︀ (︀
𝑎⃗𝑛, 𝑎⃗2

)︀
. . .

(︀
𝑎⃗𝑛, 𝑎⃗𝑛

)︀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Довести, що визначник Грама не змiнюється в процесi ортогоналiзацiї.
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14. Довести, що визначник Грама будь-якої скiнченної системи векторiв евклiдо-
вого векторного простору 𝑉 :
а) невiд’ємний;
б) дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли система лiнiйно залежна;
в) не перевищує добутку квадратiв довжин векторiв системи;
г) дорiвнює добутку квадратiв довжин векторiв системи тодi i тiльки тодi,
коли вона ортогональна або один з них є нульовим вектором.

15. Довести, що в евклiдовому векторному просторi 𝑉 визначник Грама:
а) двох векторiв дорiвнює квадрату площi паралелограма, побудованого на
цих векторах;
б) трьох векторiв дорiвнює квадрату об’єму паралелепiпеда, побудованого на
цих векторах.

16. Довести, що ортогональне доповнення до пiдпростору евклiдового векторного
простору 𝑉 має такi властивостi:
а) (𝑈 +𝑊 )⊥ = 𝑈⊥ ∩𝑊⊥;
б) (𝑈 ∩𝑊 )⊥ = 𝑈⊥ +𝑊⊥.

17. (Узагальнення теореми 3.25) Нехай (𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑘) — базис пiдпростору 𝑈 лiнiй-
ного простору 𝑉 . Тодi проекцiя вектора 𝑥⃗ на 𝑈 є такою лiнiйною комбiнацiєю:

pr𝑈 𝑥⃗ = 𝜆1𝑢⃗1 + . . .+ 𝜆𝑘𝑢⃗𝑘,

де коефiцiєнти 𝜆𝑖 визначаються iз системи⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︀
𝑢⃗1, 𝑢⃗1

)︀
𝜆1 +

(︀
𝑢⃗1, 𝑢⃗2

)︀
𝜆2 + . . . +

(︀
𝑢⃗1, 𝑢⃗𝑘

)︀
𝜆𝑘 =

(︀
𝑢⃗1, 𝑥⃗

)︀
,(︀

𝑢⃗2, 𝑢⃗1

)︀
𝜆1 +

(︀
𝑢⃗2, 𝑢⃗2

)︀
𝜆2 + . . . +

(︀
𝑢⃗2, 𝑢⃗𝑘

)︀
𝜆𝑘 =

(︀
𝑢⃗2, 𝑥⃗

)︀
,

. . .(︀
𝑢⃗𝑘, 𝑢⃗1

)︀
𝜆1 +

(︀
𝑢⃗𝑘, 𝑢⃗2

)︀
𝜆2 + . . . +

(︀
𝑢⃗𝑘, 𝑢⃗𝑘

)︀
𝜆𝑘 =

(︀
𝑢⃗𝑘, 𝑥⃗

)︀
.

18. Нехай ℬ =
(︀
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
— ортонормований базис простору R𝑛. Довести, що

для довiльних 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ R𝑛 має мiсце рiвнiсть (рiвнiсть Парсеваля1):(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
=

(︀
𝑥⃗, 𝑏⃗1

)︀(︀
𝑦⃗, 𝑏⃗1

)︀
+

(︀
𝑥⃗, 𝑏⃗2

)︀(︀
𝑦⃗, 𝑏⃗2

)︀
+ . . .+

(︀
𝑥⃗, 𝑏⃗𝑛

)︀(︀
𝑦⃗, 𝑏⃗𝑛

)︀
.

19. Нехай
(︀
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑘

)︀
— ортонормована система векторiв простору R𝑛. Довести,

що для довiльного 𝑥⃗ ∈ R𝑛 має мiсце нерiвнiсть (нерiвнiсть Бесселя2):

‖𝑥⃗‖2 >
⃒⃒⃒(︀
𝑥⃗, 𝑏⃗1

)︀⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒(︀
𝑥⃗, 𝑏⃗2

)︀⃒⃒⃒2
+ . . .+

⃒⃒⃒(︀
𝑥⃗, 𝑏⃗𝑘

)︀⃒⃒⃒2
.

Довести також, що рiвнiсть виконується тодi i тiльки тодi, коли 𝑥⃗ ∈
𝐿
(︁
𝑏1, . . . , 𝑏⃗𝑘

)︁
.

1Marc-Antoine Parseval des Chênes (1755-1836) — французький математик.
2Friedrich Wilhelm Bessel (1784–1846) — нiмецький математик i астроном.
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Лiнiйнi вiдображення векторних
просторiв

Бросая в воду камешки, смотри на круги,
ими образуемые; иначе такое бросание будет
пустою забавою.

Козьма Прутков. Мысль №156.

§ 1. Вiдображення мiж множинами. Приклади
лiнiйних вiдображень векторних просторiв

Нехай 𝑋, 𝑌 —двi множини. Розглянемо вiдображення 𝐹 : 𝑋 → 𝑌 .

Означення 4.1. Вiдображення 𝐹 : 𝑋 → 𝑌 називається сюр’є-
ктивним (вiдображенням 𝑋 на 𝑌 ), якщо кожний елемент 𝑦 ∈ 𝑌 є
образом хоча б одного 𝑥 ∈ 𝑋.

Означення 4.2. Вiдображення 𝐹 : 𝑋 → 𝑌 називається iн’є-
ктивним , якщо рiзнi елементи множини 𝑋 вiдображаються в рiзнi
елементи множини 𝑌 .

Означення 4.3. Вiдображення 𝐹 : 𝑋 → 𝑌 називається бiєктив-
ним (взаємно однозначним вiдображенням 𝑋 на 𝑌 ), якщо у кожного
елемента 𝑦 ∈ 𝑌 iснує прообраз, причому єдиний.

Очевидно, що вiдображення є бiєктивним тодi i тiльки тодi, коли
воно одночасно є i сюр’єктивним, i iн’єктивним. Iнодi iн’єктивне вiд-
ображення називають взаємно однозначним вiдображенням 𝑋 в 𝑌

(тодi як бiєктивне — аналогiчно з прийменником «на» замiсть «в»).
Для уникнення плутанини в термiнах ми надалi пiд взаємно однозна-
чним вiдображенням розумiтимемо виключно бiєктивне. На рисунку
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𝑋 𝑌 𝑋 𝑌 𝑋 𝑌

Рис. 4.1. Приклади сюр’єктивного (злiва), iн’єктивного (по центру) та
бiєктивного (справа) вiдображень

4.1 схематично показано приклади сюр’єктивного, iн’єктивного та
бiєктивного вiдображень.

1.1. Поняття iзоморфiзму векторних просторiв.

Означення 4.4. Нехай (𝑉,+, ·) i (𝑉 ′,+, ·) —два векторнi про-
стори, якi заданi над одним i тим же полем 𝑃 . Взаємно однозначне
вiдображення 𝜙 : 𝑉 → 𝑉 ′ називається iзоморфiзмом цих просторiв (а
самi простори називаються iзоморфними, що позначається 𝑉 ∼= 𝑉 ′),
якщо для довiльних 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝑉 , 𝜆 ∈ 𝑃 виконуються умови:

1) 𝜙(⃗𝑎 + 𝑏⃗) = 𝜙(⃗𝑎) + 𝜙(⃗𝑏);
2) 𝜙(𝜆𝑎⃗) = 𝜆𝜙(⃗𝑎).

Серед властивостей iзоморфiзмiв векторних просторiв вiдмiтимо
такi:

1∘. При iзоморфiзмi 0⃗ простору 𝑉 вiдображається в 0⃗ простору 𝑉 ′.
Справдi, для довiльного 𝑎⃗ ∈ 𝑉 𝑎⃗ + 0⃗𝑉 = 𝑎⃗ (тут ми позначили

0⃗ простору 𝑉 як 0⃗𝑉 ). Тодi

𝜙(⃗𝑎 + 0⃗𝑉 ) = 𝜙(⃗𝑎),

𝜙(⃗𝑎) + 𝜙(⃗0𝑉 ) = 𝜙(⃗𝑎),

звiдки 𝜙(⃗0𝑉 ) = 0⃗𝑉 ′ .
2∘. При iзоморфiзмi лiнiйно незалежна система векторiв простору 𝑉

переходить в лiнiйно незалежну систему векторiв простору 𝑉 ′.

Доведення. Нехай 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 —лiнiйно незалежна система
векторiв простору 𝑉 ; 𝜙(⃗𝑎1), . . . , 𝜙(⃗𝑎𝑘) — образи векторiв цiєї си-
стеми вiдносно iзоморфiзму 𝜙.
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Припустимо, що система 𝜙(⃗𝑎1), . . . , 𝜙(⃗𝑎𝑘) є лiнiйно залежною.
Це означає, що рiвнiсть

𝛼1𝜙(⃗𝑎1) + . . . + 𝛼𝑘𝜙(⃗𝑎𝑘) = 0⃗𝑉 ′

виконується не при всiх 𝛼𝑖 = 0. Але враховуючи означення iзо-
морфiзму i властивiсть 1∘ останню рiвнiсть можна переписати у
виглядi

𝜙(𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘) = 𝜙(⃗0𝑉 ),

звiдки знаходимо, що рiвнiсть 𝛼1𝑎⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑎⃗𝑘 = 0⃗ виконується
не при всiх 𝛼𝑖 = 0, що суперечить лiнiйнiй незалежностi системи
векторiв 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘. �

Наслiдок. При iзоморфiзмi простору 𝑉 на простiр 𝑉 ′ базис
простору 𝑉 переходить в базис простору 𝑉 ′, а тому якщо про-
стори 𝑉 i 𝑉 ′ iзоморфнi, то вони мають однакову розмiрнiсть.

Теорема 4.1. Нехай (𝑉,+, ·) — 𝑛-вимiрний векторний простiр,
заданий над полем R. Тодi простiр 𝑉 iзоморфний простору R𝑛.

Доведення. Нехай 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛 —деякий базис векторного просто-
ру 𝑉 . В цьому базисi кожному вектору цього простору вiдповiдає
його координатний стовпець, який є вектором простору R𝑛. Тобто ми
маємо вiдповiднiсть

𝜙(⃗𝑎) =

⎡⎢⎣𝛼1

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎦ ,

якщо 𝑎⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 + . . .+𝛼𝑛𝑒⃗𝑛 (див. зауваження на стор. 92). Це вiдобра-
ження задовольняє означення iзоморфiзму. �

Наслiдок. Будь-якi два 𝑛-вимiрнi векторнi простори, заданi над
полем R, iзоморфнi мiж собою, оскiльки кожний з них iзоморфний
з 𝑛-вимiрним арифметичним векторним простором R𝑛.

Поняття iзоморфiзму двох векторних просторiв в певнiй мiрi озна-
чає, що цi простори мають однакову структуру. В алгебрi структури
вивчаються з точнiстю до iзоморфiзму, тобто iзоморфнi об’єкти фа-
ктично ототожнюються. Саме тому усi властивостi, вивченi нами для
арифметичного векторного простору R𝑛, «переносяться» на випадок
довiльного 𝑛-вимiрного векторного простору.
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1.2. Лiнiйнi вiдображення векторних просторiв.
В будь-якiй алгебраїчнiй теорiї разом з поняттям iзоморфiзму,

яке означається в подiбний спосiб для рiзноманiтних алгебраїчних
структур, вивчаються i бiльш загальнi вiдображення, що в загально-
му випадку називаються гомоморфiзмами, а у випадку векторних
просторiв — лiнiйними вiдображеннями.

Означення 4.5. Нехай 𝑉 i 𝑊 — векторнi простори, заданi над
полем 𝑃 . Вiдображення 𝑇 : 𝑉 →𝑊 називається лiнiйним вiдображе-
нням, якщо для довiльних 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝑉 , 𝜆 ∈ 𝑃 виконуються умови:

1) 𝑇 (⃗𝑎 + 𝑏⃗) = 𝑇 (⃗𝑎) + 𝑇 (⃗𝑏);
2) 𝑇 (𝜆 · 𝑎⃗) = 𝜆 · 𝑇 (⃗𝑎).

Як бачимо, означення лiнiйного вiдображення просторiв вiдрi-
зняється вiд означення iзоморфiзму просторiв лише тим, що не вима-
гається бiєктивностi вказаного вiдображення.

Якщо вiдображення 𝑇 задовольняє умови 1 та 2 з означення 4.5,
то говорять, що воно зберiгає операцiї додавання векторiв i множення
на їх на число.

Приклад 4.1. Нехай вiдображення 𝑇 : R3 → R2 визначається
правилом: ⎡⎣𝑥𝑦

𝑧

⎤⎦ ↦→ [︂
𝑥

𝑦

]︂
(таке вiдображення називається проекцiєю). Воно є лiнiйним, оскiльки

для 𝑥⃗1 =

⎡⎣𝑥1

𝑦1
𝑧1

⎤⎦ та 𝑥⃗2 =

⎡⎣𝑥2

𝑦2
𝑧2

⎤⎦:
𝑇 (𝑥⃗1 + 𝑥⃗2) = 𝑇

⎛⎝⎡⎣𝑥1

𝑦1
𝑧1

⎤⎦ +

⎡⎣𝑥2

𝑦2
𝑧2

⎤⎦⎞⎠ = 𝑇

⎛⎝⎡⎣𝑥1 + 𝑥2

𝑦1 + 𝑦2
𝑧1 + 𝑧2

⎤⎦⎞⎠ =

=

[︂
𝑥1 + 𝑥2

𝑦1 + 𝑦2

]︂
= 𝑇 (𝑥⃗1) + 𝑇 (𝑥⃗2);

𝑇 (𝑐 · 𝑥⃗1) = 𝑇

⎛⎝⎡⎣𝑐𝑥1

𝑐𝑦1
𝑐𝑧1

⎤⎦⎞⎠ =

[︂
𝑐𝑥1

𝑐𝑦1

]︂
= 𝑐 · 𝑇 (𝑥⃗1).
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Зауважимо, що вказане вiдображення 𝑇 не є iзоморфiзмом, оскiль-
ки воно не взаємно однозначне.

Приклад 4.2. Нехай 𝐴—фiксована матриця розмiрностi 𝑚× 𝑛.

Вiдображення 𝑇 : R𝑛 → R𝑚 означимо таким чином: якщо 𝑥⃗ =

⎡⎢⎣𝑥1

...
𝑥𝑛

⎤⎥⎦,
то 𝑇 (𝑥⃗) = 𝐴 · 𝑥⃗. Таке вiдображення назвемо матричним.

Вказане вiдображення є лiнiйним, оскiльки для довiльних 𝑥⃗1, 𝑥⃗2,
𝑐 ∈ R:

𝑇 (𝑥⃗1 + 𝑥⃗2) = 𝐴 · (𝑥⃗1 + 𝑥⃗2) = 𝐴 · 𝑥⃗1 + 𝐴 · 𝑥⃗2 = 𝑇 (𝑥⃗1) + 𝑇 (𝑥⃗2);

𝑇 (𝑐 · 𝑥⃗1) = 𝐴 · (𝑐 · 𝑥⃗1) = 𝑐 · (𝐴 · 𝑥⃗1) = 𝑐 · 𝑇 (𝑥⃗1).

Приклад 4.3. Вiдображення 𝑇 : 𝑉 → 𝑊 означимо так: якщо
𝑥⃗ ∈ 𝑉 , то 𝑇 (𝑥⃗) = 0⃗𝑊 . Таке вiдображення, очевидно, задовольняє
означення лiнiйного вiдображення. Воно називається нульовим.

Приклад 4.4. Нехай 𝐶1
[𝑎,𝑏] —простiр неперервно диференцi-

йовних на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] функцiй, 𝐶[𝑎,𝑏] —простiр неперервних на
[𝑎, 𝑏] функцiй. Вiдображення 𝐷 : 𝐶1

[𝑎,𝑏] → 𝐶[𝑎,𝑏] означимо так: якщо
𝑓 ∈ 𝐶1

[𝑎,𝑏], то 𝐷(𝑓) = 𝑓 ′.
Як вiдомо з аналiзу, для кожних 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶1

[𝑎,𝑏], 𝑐 ∈ R виконуються
рiвностi 𝐷(𝑓 + 𝑔) = (𝑓 + 𝑔)′ = 𝑓 ′ + 𝑔′ = 𝐷(𝑓) + 𝐷(𝑔) та 𝐷(𝑐 · 𝑓) =

𝑐 ·𝐷(𝑓). Таким чином, диференцiювання є лiнiйним вiдображенням
мiж вiдповiдними векторними просторами.

Приклад 4.5. Вiдображення 𝑆 : 𝐶[𝑎,𝑏] → R визначимо рiвнiстю

𝑆(𝑓) =
𝑏r

𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 для довiльного елемента (функцiї) 𝑓 простору 𝐶[𝑎,𝑏].

Означення вiдображення коректне, оскiльки, як вiдомо з аналiзу,
кожна неперервна на вiдрiзку функцiя є iнтегровною на ньому.

Оскiльки

𝑆(𝑓 + 𝑔) =
w 𝑏

𝑎
(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 =

w 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 +

w 𝑏

𝑎
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑆(𝑓) + 𝑆(𝑔)

та

𝑆(𝑐 · 𝑓) =

𝑏w

𝑎

(𝑐 · 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑐
w 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑐 · 𝑆(𝑓),

то вказане вiдображення 𝑆 є лiнiйним.



126 Роздiл 4. Лiнiйнi вiдображення векторних просторiв

Приклад 4.6. Довести, що вiдображення
1) 𝐹1 : 𝑀22 → R таке, що 𝐹1(𝐴) = det𝐴;
2) 𝐹2 : R1 → R1 таке, що 𝐹2(𝑥) = 2𝑥;
3) 𝐹3 : R1 → R1 таке, що 𝐹3(𝑥) = 𝑥− 1

не є лiнiйними вiдображеннями вiдповiдних векторних просторiв.

Розв’язання. Для розв’язання вказаної задачi слiд вказати
контрприклади, якi б вказували на те, що якась iз умов в означеннi
лiнiйного вiдображення порушується.

1) Вiдомо, що, взагалi кажучи, det(𝐴+𝐵) ̸= det𝐴+det𝐵. Справдi,

для доведення цього достатньо покласти 𝐴 =

[︂
1 0

0 0

]︂
, 𝐵 =

[︂
0 0

0 1

]︂
(тодi det𝐴 = det𝐵 = 0, det(𝐴 + 𝐵) = 1, i det(𝐴 + 𝐵) ̸= det𝐴 + det𝐵).
Отже, перша умова з означення лiнiйного вiдображення векторних
просторiв не виконується i 𝐹1 не є лiнiйним вiдображенням.

2) Нехай 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2. Тодi, з одного боку:

𝐹2(𝑥1 + 𝑥2) = 𝐹2(1 + 2) = 𝐹2(3) = 23 = 8,

а з iншого:
𝐹2(𝑥1) + 𝐹2(𝑥2) = 21 + 22 = 6,

тобто нами вказано такi 𝑥1, 𝑥2 ∈ R, що 𝐹2(𝑥1 + 𝑥2) ̸= 𝐹2(𝑥1) + 𝐹2(𝑥2).
Отже, 𝐹2 не є лiнiйним вiдображенням.

3) Маємо, наприклад: 𝐹3(2) = 2 − 1 = 1 i 2 · 𝐹3(1) = 2 · 0 = 0.
Отже 𝐹3(2 · 1) ̸= 2 · 𝐹3(1) i не виконується друга умова лiнiйного
вiдображення. �

Зауваження. Останнiй приклад показує, що слiд з обережнiстю
вживати термiн «лiнiйне вiдображення», коли мова йде про вiдобра-
ження R→ R. Функцiя 𝐹3(𝑥) = 𝑥− 1 називається лiнiйною. Однак
вона не є лiнiйним вiдображенням векторного простору R в себе,
оскiльки не задовольняє вiдповiдне означення.

1.3. Властивостi лiнiйних вiдображень векторних про-
сторiв.

Нехай 𝑉 i 𝑊 —два векторнi простори, що заданi над деяким
полем 𝑃 .

Теорема 4.2. Нехай 𝑇 : 𝑉 →𝑊 — лiнiйне вiдображення. Тодi:
1) 𝑇 (⃗0𝑉 ) = 0⃗𝑊 ;
2) для довiльного 𝑥⃗ ∈ 𝑉 𝑇 (−𝑥⃗) = −𝑇 (𝑥⃗);
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3) для довiльних 𝑥⃗1, 𝑥⃗2, . . . , 𝑥⃗𝑘 ∈ 𝑉 i 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑘 ∈ 𝑃 :

𝑇 (𝛼1𝑥⃗1 + 𝛼2𝑥⃗2 + . . . + 𝛼𝑘𝑥⃗𝑘) = 𝛼1𝑇 (𝑥⃗1) + 𝛼2𝑇 (𝑥⃗2) + . . . + 𝛼𝑘𝑇 (𝑥⃗𝑘).

Доведення. 1. Нехай 𝑥⃗—довiльний вектор простору 𝑉 . Тодi
𝑇 (⃗0) = 𝑇 (0 · 𝑥⃗) = 0 · 𝑇 (𝑥⃗) = 0⃗.

2. Маємо: 𝑇 (−𝑥⃗) = 𝑇 ((−1) · 𝑥⃗) = −1 · 𝑇 (𝑥⃗) = −𝑇 (𝑥⃗).
3. Доведемо за iндукцiєю. Те, що 𝑇 (𝛼1𝑥⃗1) = 𝛼1𝑇 (𝑥⃗1) випливає безпо-

середньо з того, що 𝑇 є лiнiйним вiдображенням. Припустимо, що
для довiльних 𝑥⃗1, 𝑥⃗2, . . . , 𝑥⃗𝑘 ∈ 𝑉 i 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑘 ∈ 𝑃 має мiсце

𝑇 (𝛼1𝑥⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑥⃗𝑘) = 𝛼1𝑇 (𝑥⃗1) + . . . + 𝛼𝑘𝑇 (𝑥⃗𝑘).

Тодi для довiльних 𝑥⃗𝑘+1 ∈ 𝑉 , 𝛼𝑘+1 ∈ 𝑃 :

𝑇 (𝛼1𝑥⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑥⃗𝑘 + 𝛼𝑘𝑥⃗𝑘+1) = 𝑇 (𝛼1𝑥⃗1 + . . . + 𝛼𝑘𝑥⃗𝑘) + 𝑇 (𝛼𝑘𝑥⃗𝑘+1) =

= 𝛼1𝑇 (𝑥⃗1) + . . . + 𝛼𝑘𝑇 (𝑥⃗𝑘) + 𝛼𝑘+1𝑇𝑘+1,

що i потрiбно було довести.
�

Зауваження. З п. 1 теореми 4.2 безпосередньо випливає, що
вiдображення 𝐹2 i 𝐹3 з прикладу 5 не є лiнiйними.

Найважливiшою властивiстю лiнiйного вiдображення 𝑇 : 𝑉 →𝑊

є та, що 𝑇 повнiстю визначається своєю дiєю на базис простору 𝑉 .

Теорема 4.3. Нехай 𝑇1, 𝑇2 : 𝑉 →𝑊 — два лiнiйнi вiдображення.
Нехай також

(︀
𝑒⃗1, 𝑒⃗2 . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— базис простору 𝑉 . Якщо для кожного

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} 𝑇1(𝑒⃗𝑖) = 𝑇2(𝑒⃗𝑖), то 𝑇1 ≡ 𝑇2.

Доведення. Нехай 𝑎⃗ ∈ 𝑉 . Оскiльки
(︀
𝑒⃗1, 𝑒⃗2 . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— базис, то

iснують 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 такi, що 𝑎⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 + 𝛼2𝑒⃗2 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛.
Тодi

𝑇1(⃗𝑎) = 𝑇1(𝛼1𝑒⃗1 + 𝛼2𝑒⃗2 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛) =

= 𝛼1𝑇1(𝑒⃗1) + 𝛼2𝑇1(𝑒⃗2) + . . . + 𝛼𝑛𝑇1(𝑒⃗𝑛) =

= 𝛼1𝑇2(𝑒⃗1) + 𝛼1𝑇2(𝑒⃗1) + . . . + 𝛼𝑛𝑇2(𝑒⃗𝑛) = 𝑇2(⃗𝑎).

Отже, для довiльного 𝑎⃗ ∈ 𝑉 𝑇1(⃗𝑎) = 𝑇2(⃗𝑎), а це i означає, що
𝑇1 ≡ 𝑇2. �

Теорема 4.4. Нехай 𝑉 i 𝑊 — векторнi простори i нехай(︀
𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— базис простору 𝑉 . Нехай також 𝑤⃗1, 𝑤⃗2, . . . , 𝑤⃗𝑛 —

довiльний набiр векторiв простору 𝑊 (не обов’язково рiзних). Тодi



128 Роздiл 4. Лiнiйнi вiдображення векторних просторiв

iснує, причому єдине, лiнiйне вiдображення 𝑇 : 𝑉 → 𝑊 таке, що
𝑇 (𝑒⃗𝑖) = 𝑤⃗𝑖 для кожного 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Доведення. Якщо таке вiдображення iснує, то воно за теоремою
4.3 єдине. Отже, залишається показати, що воно справдi iснує.

Нехай 𝑥⃗ ∈ 𝑉 . Оскiльки
(︀
𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— базис, то iснує, причому

єдиний, набiр скалярiв 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 такий, що 𝑥⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 +𝛼2𝑒⃗2 + . . .+

𝛼𝑛𝑒⃗𝑛. Тодi нехай

𝑇 (𝑥⃗) = 𝑇 (𝛼1𝑒⃗1 + 𝛼2𝑒⃗2 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛) = 𝛼1𝑇 (𝑒⃗1) + . . . + 𝛼𝑛𝑓(𝑒⃗𝑛) =

= 𝛼1𝑤⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑤⃗𝑛.

Те, що побудоване вiдображення є лiнiйним, легко перевiряється. �

В силу iзоморфiзму скiнченновимiрних векторних просторiв одна-
кової розмiрностi особливу увагу звернемо на вивчення лiнiйних
вiдображень R𝑛 → R𝑚.

З прикладу 4.2 випливає, що кожна матриця 𝐴 розмiрностi 𝑚×𝑛

породжує лiнiйне вiдображення 𝑇 : R𝑛 → R𝑚 за правилом 𝑇 (𝑥⃗) =

𝐴 · 𝑥⃗ для всiх векторiв-стовпцiв 𝑥⃗ простору R𝑛. Наступна теорема
встановлює, що усi лiнiйнi вiдображення R𝑛 → R𝑚 можна задати
таким способом.

Теорема 4.5. Нехай 𝑇 : R𝑛 → R𝑚. Будемо записувати елемен-
ти простору R𝑛 як стовпцi.

1. Iснує 𝑚× 𝑛 матриця 𝐴 така, що 𝑇 (𝑥⃗) = 𝐴 · 𝑥⃗ для всiх 𝑥 ∈ R𝑛.

2. Стовпцi матрицi 𝐴— вiдповiдно 𝑇 (𝑒⃗1), . . . , 𝑇 (𝑒⃗𝑛), де(︀
𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— стандартний базис простору R𝑛:

𝐴 =
[︀
𝑇 (𝑒⃗1) 𝑇 (𝑒⃗2) . . . 𝑇 (𝑒⃗𝑛)

]︀
.

Доведення. Нехай
(︀
𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . 𝑒⃗𝑛

)︀
— стандартний базис простору

R𝑛 i нехай

𝑇 (𝑒⃗1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11
𝑎21
...

𝑎𝑚1

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑇 (𝑒⃗2) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎12
𝑎22
...

𝑎𝑚2

⎤⎥⎥⎥⎦ , . . . , 𝑇 (𝑒⃗𝑛) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
...

𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ .
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Нехай 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] =
[︀
𝑇 (𝑒⃗1) 𝑇 (𝑒⃗2) . . . 𝑇 (𝑒⃗𝑛)

]︀
. Нехай 𝑥⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 +

𝛼2𝑒⃗2 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝛼1

𝛼2

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝛼𝑖 ∈ R. Тодi

𝑇 (𝑥⃗) = 𝑇 (𝛼1𝑒⃗1 + 𝛼2𝑒⃗2 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛) =

= 𝛼1𝑇 (𝑒⃗1) + 𝛼2𝑇 (𝑒⃗2) + . . . + 𝛼𝑛𝑇 (𝑒⃗𝑛) =

= 𝛼1

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11
𝑎21
...

𝑎𝑚1

⎤⎥⎥⎥⎦ + 𝛼2

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎12
𝑎22
...

𝑎𝑚2

⎤⎥⎥⎥⎦ + . . . + 𝛼𝑛

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
...

𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11𝛼1 + 𝑎12𝛼2 + . . . + 𝑎1𝑛𝛼𝑛

𝑎21𝛼1 + 𝑎22𝛼2 + . . . + 𝑎2𝑛𝛼𝑛

...
𝑎𝑚1𝛼1 + 𝑎𝑚2𝛼2 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝛼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
𝛼1

𝛼2

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ = 𝐴𝑥⃗.

�

Матриця 𝐴 з теореми 4.5 називається стандартною матрицею
лiнiйного вiдображення 𝑇 .

Приклад 4.7. Знайти стандартну матрицю лiнiйного вiдобра-
ження 𝑇 : R3 → R2, заданого за правилом:

𝑇

(︂⎡⎣𝑥𝑦
𝑧

⎤⎦)︂ =

[︂
𝑥− 2𝑦 + 𝑧

𝑥− 𝑧

]︂
.

Розв’язання. З одного боку, очевидно, що

𝑇

(︂⎡⎣𝑥𝑦
𝑧

⎤⎦)︂ =

[︂
1 −2 1

1 0 −1

]︂⎡⎣𝑥𝑦
𝑧

⎤⎦ ,
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тобто матриця 𝐴 =

[︂
1 −2 1

1 0 −1

]︂
є стандартною матрицею заданого

вiдображення.
З iншого боку, за п. 2 теореми 4.5 знаходимо:[︂

1

1

]︂
𝑇 (𝑒⃗1) =

[︂
−2

0

]︂
𝑇 (𝑒⃗2) =

[︂
1

−1

]︂
𝑇 (𝑒⃗3) =

[︂
1 −2 1

1 0 −1

]︂
𝐴 =

�

1.4. Матриця лiнiйного вiдображення вiдносно рiзних
базисiв.

Нехай 𝑉 — 𝑛-вимiрний векторний простiр, 𝑊 —𝑚-вимiрний ве-
кторний простiр. Нехай також 𝑇 : 𝑉 →𝑊 —лiнiйне вiдображення.

Нехай ℬ =
(︀
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . 𝑏⃗𝑛

)︀
— базис простору 𝑉 ; 𝒞 =

(︀
𝑐⃗1, 𝑐⃗2, . . . 𝑐⃗𝑛

)︀
—

базис простору 𝑊 .
Тодi кожний вектор 𝑥⃗ ∈ 𝑉 можна представити у виглядi лiнiйної

комбiнацiї векторiв базису ℬ:

𝑥⃗ = 𝛼1⃗𝑏1 + · · ·+ 𝛼𝑛𝑏⃗𝑛.

Координати вектора 𝑥⃗ в базисi ℬ ми будемо позначати через [𝑥⃗]ℬ:

[𝑥]ℬ =

⎡⎢⎣𝛼1

...
𝛼𝑛

⎤⎥⎦
ℬ

.

Маємо:

𝑇 (𝑥⃗) = 𝑇 (𝛼1⃗𝑏1 + · · ·+ 𝛼𝑛𝑏⃗𝑛) = 𝛼1𝑇 (⃗𝑏1) + · · ·+ 𝛼𝑛𝑇 (⃗𝑏𝑛),

оскiльки 𝑇 —лiнiйне. Перепишемо останню рiвнiсть у координатах
вiдповiдних векторiв в базисi 𝒞. Одержимо:

[𝑇 (𝑥⃗)]𝒞 = 𝛼1

[︁
𝑇 (⃗𝑏1)

]︁
𝒞

+ · · ·+ 𝛼𝑛

[︁
𝑇 (⃗𝑏𝑛)

]︁
𝒞
.

Цю рiвнiсть можна переписати у матричному виглядi

[𝑇 (𝑥⃗)]𝒞 = 𝑀 · [𝑥⃗]ℬ , (4.1)
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де

𝑀 =
[︁[︁
𝑇 (⃗𝑏1)

]︁
𝒞

[︁
𝑇 (⃗𝑏2)

]︁
𝒞

. . .
[︁
𝑇 (⃗𝑏𝑛)

]︁
𝒞

]︁
(4.2)

Матриця 𝑀 називається матрицею лiнiйного вiдображення 𝑇 вiд-
носно базисiв ℬ та 𝒞. Те, що матриця 𝑀 є матрицею лiнiйного
вiдображення 𝑇 вiдносно базисiв ℬ та 𝒞 ми будемо позначати так:

𝑀 = [𝑇 ]𝒞←ℬ .

Стандартну ж матрицю лiнiйного вiдображення 𝑇 ми також
позначатимемо так: [𝑇 ].

Отже, нами побудовано перехiд при вивченнi лiнiйних вiдобра-
жень 𝑛-вимiрного простору 𝑉 в 𝑚-вимiрний простiр 𝑊 до лiнiйних
вiдображень R𝑛 → R𝑚 (рис. 4.2). Якщо потрiбно визначити, яким
є образ вектора 𝑥⃗ при лiнiйному вiдображеннi 𝑇 в заданому бази-
сi 𝒞 простору 𝑊 потрiбно знайти координати вектора 𝑥⃗ в базисi ℬ
(елемент простору R𝑛) i помножити злiва на матрицю лiнiйного вiд-
ображення 𝑇 вiдносно базисiв ℬ та 𝒞. Схематично це зображено на
рис. 4.2.

Теорема 4.6. Вибiр базисiв в 𝑛-вимiрному просторi 𝑉 та 𝑚-
вимiрному просторi 𝑊 встановлює взаємно однозначну вiдповiд-
нiсть мiж лiнiйними вiдображеннями 𝑉 → 𝑊 та матрицями
розмiрностi 𝑚× 𝑛.

Доведення. Справдi, кожному лiнiйному вiдображенню
𝑇 : 𝑉 → 𝑊 при вибраних базисах можна поставити у вiдповiднiсть
його матрицю вiдносно цих базисiв. З iншого боку, кожна матриця
𝐴 =

[︀
𝑎1 . . . 𝑎⃗𝑛

]︀
розмiрiв 𝑚× 𝑛 породжує наступне лiнiйне вiдобра-

ження: якщо 𝑏⃗𝑖 — 𝑖-й вектор базису ℬ простору 𝑉 , то [𝑇 (⃗𝑏𝑖)]𝒞 = 𝑎⃗𝑖.
Iснування та єдинiсть такого вiдображення доведено в теоремi
4.4. �

Приклад 4.8. Нехай ℬ =
(︀
𝑏1, 𝑏⃗2

)︀
— базис векторного простору 𝑉 ,

𝒞 =
(︀
𝑐⃗1, 𝑐⃗2, 𝑐⃗3

)︀
— базис векторного простору 𝑊 ; 𝑇 : 𝑉 →𝑊 —лiнiйне

вiдображення таке, що 𝑇 (⃗𝑏1) = 3𝑐⃗1 − 2𝑐⃗2 − 4𝑐⃗3, 𝑇 (⃗𝑏2) = 𝑐⃗1 + 5𝑐⃗2 − 𝑐⃗3.
Знайти матрицю 𝑀 лiнiйного вiдображення 𝑇 вiдносно базисiв ℬ та
𝒞.
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𝑉 𝑊

𝑥⃗
𝑇 (𝑥⃗)

𝑇

[𝑥⃗]ℬ

[𝑇 (𝑥⃗)]𝒞

R𝑛 R𝑚

𝑥⃗ 𝑇 (𝑥⃗)

[𝑥⃗]ℬ [𝑇 (𝑥⃗)]𝒞

𝑇

множимо злiва на 𝑀

Рис. 4.2. Перехiд вiд лiнiйного вiдображення 𝑇 : 𝑉 →𝑊 до вiдображення
R𝑛 → R𝑚 при вибраних базисах ℬ та 𝒞 цих просторiв.

Розв’язання. Iз умови задачi безпосередньо випливає, що

[︁
𝑇 (⃗𝑏1)

]︁
𝒞

=

⎡⎣ 3

−2

−4

⎤⎦ ,
[︁
𝑇 (⃗𝑏2)

]︁
𝒞

=

⎡⎣−1

5

−1

⎤⎦ ,

i, отже,

𝑀 =

⎡⎣ 3 −1

−2 5

−4 −1

⎤⎦ .

�
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§ 2. Операцiї над лiнiйними вiдображеннями
векторних просторiв

В цьому роздiлi ми введемо в стандартний спосiб операцiї над лi-
нiйними вiдображеннями векторних просторiв: додавання, множення
на число та композицiю. Оскiльки мiж лiнiйними вiдображеннями
i матрицями встановлюється взаємно однозначна вiдповiднiсть, то
операцiям над лiнiйними вiдображеннями вiдповiдатимуть певнi опе-
рацiї над матрицями. При цьому виявиться, зокрема, що матриця
композицiї двох вiдображень є добутком матриць цих вiдображень.
Це не випадково: iсторично означення добутку матриць 𝐴 та 𝐵 вводи-
лось як матриця композицiї двох лiнiйних вiдображень з матрицями
𝐴 та 𝐵 (в певному порядку).

2.1. Сума вiдображень та добуток вiдображення на ска-
ляр.

Нехай 𝑉 i 𝑊 —два векторнi простори, заданi над полем 𝑃 , i нехай
𝑇1 : 𝑉 →𝑊 , 𝑇2 : 𝑉 →𝑊 —лiнiйнi вiдображення.

Означення 4.6. Сумою лiнiйних вiдображень 𝑇1 i 𝑇2 називаєть-
ся вiдображення, що позначається 𝑇1 + 𝑇2, таке, що (𝑇1 + 𝑇2)(𝑥⃗) =

𝑇1(𝑥⃗) + 𝑇2(𝑥⃗) для кожного 𝑥⃗ ∈ 𝑉 .

Легко переконатись, що вiдображення 𝑇1+𝑇2 є лiнiйним. Справдi,
нехай 𝑥⃗1, 𝑥⃗2 —довiльнi вектори простору 𝑉 , 𝜆 ∈ 𝑃 тодi:

(𝑇1 + 𝑇2)(𝑥⃗1 + 𝑥⃗2)
𝑑𝑓
=𝑇1(𝑥⃗1 + 𝑥⃗2) + 𝑇2(𝑥⃗1 + 𝑥⃗2) =

=𝑇1(𝑥⃗1) + 𝑇1(𝑥⃗2) + 𝑇2(𝑥⃗1) + 𝑇2(𝑥⃗2) =

=(𝑇1 + 𝑇2)(𝑥⃗1) + (𝑇1 + 𝑇2)(𝑥⃗2);

(𝑇1 + 𝑇2)(𝜆𝑥⃗1)
𝑑𝑓
=𝑇1(𝜆𝑥⃗1) + 𝑇2(𝜆𝑥⃗1) =

=𝜆𝑇1(𝑥⃗1) + 𝜆𝑇2(𝑥⃗1) = 𝜆(𝑇1 + 𝑇2)(𝑥⃗1).

Якщо 𝑀1 —матриця лiнiйного вiдображення 𝑇1 вiдносно базисiв
ℬ i 𝒞, 𝑀2 —матриця лiнiйного вiдображення 𝑇2 вiдносно цих самих
базисiв, то легко переконатись в тому, що матриця вiдображення
𝑇1 + 𝑇2 вiдносно вказаних базисiв має вигляд 𝑀1 + 𝑀2. Справдi,
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маємо:

(∀𝑥⃗ ∈ 𝑉 ) : [𝑇1(𝑥⃗)]𝒞 = 𝑀1 · [𝑥⃗]ℬ ;

[𝑇2(𝑥⃗)]𝒞 = 𝑀2 · [𝑥⃗]ℬ .

Тодi

[(𝑇1 + 𝑇2)(𝑥⃗)]𝒞 = [𝑇1(𝑥⃗) + 𝑇2(𝑥⃗)]𝒞 = [𝑇1(𝑥⃗)]𝒞 + [𝑇2(𝑥⃗)]𝒞 =

=𝑀1 · [𝑥⃗]ℬ + 𝑀2 · [𝑥⃗]ℬ = (𝑀1 + 𝑀2) · [𝑥⃗]ℬ ,

що випливає з властивостей множення матриць. Зокрема, якщо 𝐴1 —
стандартна матриця лiнiйного вiдображення 𝑇1, 𝐴2 — стандартна
матриця лiнiйного вiдображення 𝑇2, то 𝐴1+𝐴2 — стандартна матриця
лiнiйного вiдображення 𝑇1 + 𝑇2.

Означення 4.7. Добутком лiнiйного вiдображення 𝑇 на число
(скаляр) 𝜆 ∈ 𝑃 називається вiдображення, що позначається 𝜆𝑇 , таке,
що (𝜆𝑇 )(𝑥⃗) = 𝜆𝑇 (𝑥⃗) для довiльного 𝑥⃗ ∈ 𝑉 .

Для того, щоб переконатись, що вiдображення 𝜆𝑇 є лiнiйним
перевiримо виконання двох умов означення лiнiйного вiдображення,
а саме, для довiльних 𝑥⃗1, 𝑥⃗2 ∈ 𝑉 , 𝑐 ∈ 𝑃 :

(𝜆𝑇 )(𝑥⃗1 + 𝑥⃗2)
𝑑𝑓
=𝜆 · 𝑇 (𝑥⃗1 + 𝑥⃗2) = 𝜆 · 𝑇 (𝑥⃗1) + 𝜆 · 𝑇 (𝑥⃗2) =

=(𝜆𝑇 )(𝑥⃗1) + (𝜆𝑇 )(𝑥⃗2);

(𝜆𝑇 )(𝑐 · 𝑥⃗1)
𝑑𝑓
=𝜆 · 𝑇 (𝑐 · 𝑥⃗1) = 𝜆 · 𝑐 · 𝑇 (𝑥⃗1) = 𝑐𝜆 · 𝑇 (𝑥⃗1) =

=𝑐 · (𝜆𝑇 )(𝑥⃗1).

Якщо лiнiйне вiдображення 𝑇 задано матрицею 𝑀 вiдносно бази-
сiв ℬ та 𝒞, то матрицею вiдображення 𝜆𝑇 вiдносно цих самих базисiв
є 𝜆 ·𝑀 . Справдi,

∀𝑥⃗ ∈ 𝑉 : [𝑇 (𝑥⃗)]𝒞 = 𝑀 · [𝑥⃗]ℬ .

Тодi
[(𝜆𝑇 )(𝑥⃗)]𝒞 = 𝜆 · [𝑇 (𝑥⃗)]𝒞 = (𝜆𝑀) [𝑥⃗]ℬ .

Зокрема, якщо 𝐴— стандартна матриця лiнiйного вiдображення
𝑇 , то 𝜆𝐴— стандартна матриця вiдображення 𝜆𝑇 .
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2.2. Композицiя лiнiйних вiдображень.

Означення 4.8. Нехай 𝑈, 𝑉,𝑊 — векторнi простори заданi над
деяким полем, 𝑇 : 𝑈 → 𝑉 , 𝑆 : 𝑉 →𝑊 —лiнiйнi вiдображення. Компо-
зицiєю (добутком) вiдображень 𝑇 та 𝑆 називається таке вiдображен-
ня 𝑆 ∘ 𝑇 : 𝑈 →𝑊 , що для довiльного 𝑥⃗ ∈ 𝑈 : (𝑆 ∘ 𝑇 )(𝑥⃗) = 𝑆(𝑇 (𝑥⃗)).

𝑈 𝑉 𝑊

𝑥⃗
𝑇 (𝑥⃗) 𝑆(𝑇 (𝑥⃗))

𝑇 𝑆

𝑆 ∘ 𝑇

Рис. 4.3. Композицiя вiдображень

Приклад 4.9. Нехай 𝑇 : R2 → 𝒫1, 𝑆 : 𝒫1 → 𝒫2 такi, що:

𝑇

(︂[︂
𝑎

𝑏

]︂)︂
= 𝑎 + (𝑎 + 𝑏)𝑥; 𝑆(𝑝(𝑥)) = 𝑥 · 𝑝(𝑥).

Знайти (𝑆 ∘ 𝑇 )

(︂[︂
3

−2

]︂)︂
, (𝑆 ∘ 𝑇 )

(︂[︂
𝑎

𝑎

]︂)︂
.

Розв’язання. Маємо:

(𝑆 ∘ 𝑇 )

(︂[︂
3

−2

]︂)︂
= 𝑆

(︂
𝑇

(︂[︂
3

−2

]︂)︂)︂
= 𝑆(3 + 𝑥) = 𝑥(3 + 𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥.

(𝑆 ∘𝑇 )

(︂[︂
𝑎

𝑎

]︂)︂
= 𝑆

(︂
𝑇

(︂[︂
𝑎

𝑎

]︂)︂)︂
= 𝑆(𝑎+2𝑎𝑥) = 𝑥(𝑎+2𝑎𝑥) = 2𝑎𝑥2+𝑎𝑥.
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�
Доведемо, що 𝑆 ∘ 𝑇 —лiнiйне вiдображення. Справдi,

(𝑆 ∘ 𝑇 )(𝑥⃗1 + 𝑥⃗2) = 𝑆(𝑇 (𝑥⃗1 + 𝑥⃗2)) = 𝑆(𝑇 (𝑥⃗1) + 𝑇 (𝑥⃗2)) =

= 𝑆(𝑇 (𝑥⃗1)) + 𝑆(𝑇 (𝑥⃗2)) = (𝑆 ∘ 𝑇 )(𝑥⃗1) + (𝑆 ∘ 𝑇 )(𝑥⃗2);

(𝑆 ∘ 𝑇 )(𝜆𝑥⃗1) = 𝑆(𝑇 (𝜆𝑥⃗1)) = 𝑆(𝜆𝑇 (𝜆𝑥⃗1)) =

= 𝜆𝑆(𝑇 (𝜆𝑥⃗1)) = 𝜆(𝑆 ∘ 𝑇 )(𝑥⃗1).

Теорема 4.7. Нехай 𝑈 , 𝑉 та 𝑊 — скiнченновимiрнi векторнi
простори з базисами ℬ, 𝒞, 𝒟 вiдповiдно. Нехай 𝑇 : 𝑈 → 𝑉 , 𝑆 : 𝑉 →
𝑊 — лiнiйнi вiдображення. Тодi:

[𝑆 ∘ 𝑇 ]𝒟←ℬ = [𝑆]𝒟←𝒞 [𝑇 ]𝒞←ℬ .

Зауваження. Теорема стверджує, що фактично матриця компо-
зицiї двох вiдображень дорiвнює добутку матриць цих вiдображень.

Доведення. Доведемо, що вiдповiднi стовпцi матриць
[𝑆 ∘ 𝑇 ]𝒟←ℬ та [𝑆]𝒟←𝒞 [𝑇 ]𝒞←ℬ рiвнi. З цiєю метою розглянемо образ
𝑖-го базисного вектора 𝑏⃗𝑖 базиса ℬ при вiдображеннi 𝑆 ∘ 𝑇 (𝑖-ий
стовпець матрицi [𝑆 ∘ 𝑇 ]𝒟←ℬ):[︁
(𝑆 ∘ 𝑇 )(⃗𝑏𝑖)

]︁
𝒟

=
[︁
𝑆(𝑇 (⃗𝑏𝑖))

]︁
𝒟

= [𝑆]𝒟←𝒞 ·
[︁
𝑇 (⃗𝑏𝑖)

]︁
𝒞

= [𝑆]𝒟←𝒞 ·[𝑇 ]𝒞←ℬ

[︁
𝑏𝑖

]︁
ℬ

(тут ми двiчi застосували формулу (4.1) — зв’язок мiж координа-
тами вектора та його образу в рiзних базисах). Але

[︁
𝑏𝑖

]︁
ℬ

= 𝑒⃗𝑖 =[︀
0 . . . 0 1 0 . . . 0

]︀𝑇
, тому

[𝑆]𝒟←𝒞 · [𝑇 ]𝒞←ℬ

[︁
𝑏𝑖

]︁
ℬ

= [𝑆]𝒟←𝒞 · [𝑇 ]𝒞←ℬ 𝑒⃗𝑖,

що, в свою чергу, є 𝑖-им стовпцем матрицi [𝑆]𝒟←𝒞 · [𝑇 ]𝒞←ℬ, що i
потрiбно було довести.

�

Наслiдок. Якщо 𝐴— стандартна матриця лiнiйного вiдобра-
ження 𝑇 : 𝑈 → 𝑉 , 𝐵 — стандартна матриця лiнiйного вiдображе-
ння 𝑆 : 𝑉 → 𝑊 , то 𝐵𝐴 є стандартною матрицею вiдображення
𝑆 ∘ 𝑇 .

Приклад 4.10. Знайти стандартну матрицю вiдображення
𝐹 : R2 → R2, яке спочатку повертає точку площини на 90∘ проти
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годинникової стрiлки, а потiм одержану точку симетрично вiдобра-
жає вiдносно осi 𝑂𝑥.

Розв’язання. Спосiб 1. Розглянемо геометричну iнтерпретацiю
простору R2 як множину векторiв площини з початком в точцi 𝑂.

𝑥

𝑦

𝑥⃗
𝑆

𝑇

𝑂

Рис. 4.4.

Знайдемо образи векторiв стандар-
тного базису 𝑒⃗1 та 𝑒⃗2. Вектор 𝑒⃗1 =[︂
1

0

]︂
при поворотi спочатку перехо-

дить у вектор
[︂
0

1

]︂
, а потiм при си-

метрiї вiдносно осi 𝑂𝑥—у вектор[︂
0

−1

]︂
. Таким чином, 𝐹 (𝑒⃗1) =

[︂
0

−1

]︂
.

Аналогiчно 𝐹 (𝑒⃗2) =

[︂
−1

0

]︂
. Тодi шу-

кана матриця 𝐴 =
[︀
𝐹 (𝑒⃗1) 𝐹 (𝑒⃗2)

]︀
=[︂

0 −1

−1 0

]︂
.

Спосiб 2. Помiтимо, що задане вiдображення 𝐹 є композицi-
єю вiдображень 𝑇 повороту на кут 90∘ i 𝑆 симетрiї вiдносно осi
𝑂𝑥 (рис. 4.4). Стандартнi матрицi перетворень 𝑇 i 𝑆 мають вигляд

𝐴1 =
[︀
𝑇 (𝑒⃗1) 𝑇 (𝑒⃗2)

]︀
=

[︂
0 −1

1 0

]︂
та 𝐴2 =

[︀
𝑆(𝑒⃗1) 𝑆(𝑒⃗2)

]︀
=

[︂
1 0

0 −1

]︂
вiдповiдно. Тодi за наслiдком теореми 4.7 знаходимо стандартну
матрицю вiдображення 𝐹 : 𝑆 ∘ 𝑇 :

𝐴 = 𝐴2 ·𝐴1 =

[︂
0 −1

1 0

]︂
·
[︂
1 0

0 −1

]︂
=

[︂
0 −1

−1 0

]︂
.

�

Теорема 4.8. Нехай 𝑉 , 𝑊 — векторнi простори, заданi над по-
лем 𝑃 . Позначимо через ℒ(𝑉,𝑊 ) множину усiх лiнiйних вiдобра-
жень 𝑉 →𝑊 . Тодi ℒ(𝑉,𝑊 ) вiдносно операцiй суми вiдображень i їх
добутку на число є векторним простором.

Доведення. Очевидно, що множина ℒ(𝑉,𝑊 ) замкнена вiдносно
операцiй суми вiдображень i добутку на число. Тому для доведення
теореми потрiбно показати, що для множини ℒ(𝑉,𝑊 ) виконуються 8
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умов з означення векторного простору, в чому легко переконатись
безпосередньою перевiркою (нульовим елементом цього простору є
нульове вiдображення). �

§ 3. Ядро i образ лiнiйного вiдображення векторних
просторiв

Нехай 𝑉 i 𝑊 — векторнi простори, заданi над деяким полем.

Означення 4.9. Ядром лiнiйного вiдображення 𝑇 : 𝑉 →𝑊 (по-
значається Ker𝑇 ) називається множина усiх векторiв простору 𝑉 ,
образами яких є 0⃗ простору 𝑊 :

Ker𝑇 =
{︁
𝑥⃗ ∈ 𝑉 : 𝑇 (𝑥⃗) = 0⃗𝑊

}︁
.

Означення 4.10. Образом (областю значень) лiнiйного вiдобра-
ження 𝑇 : 𝑉 → 𝑊 (позначається Im𝑇 ) називається множина усiх
векторiв простору 𝑊 , що є образами векторiв простору 𝑉 при вiд-
ображеннi 𝑇 :

Im𝑇 = {𝑇 (𝑥⃗) : 𝑥⃗ ∈ 𝑉 } .

𝑉

Ker𝑇 𝑊
0⃗

𝑉

𝑊Im𝑇

Рис. 4.5. Ядро i образ лiнiйного вiдображення 𝑇 : 𝑉 →𝑊 .

Теорема 4.9. Ядро лiнiйного вiдображення 𝑇 : 𝑉 →𝑊 — пiдпро-
стiр простору 𝑉 , а образ — пiдпростiр простору 𝑊 .

Доведення. Оскiльки 𝑇 (⃗0𝑉 ) = 0⃗𝑊 (див. п. 1 теореми 4.2), то
множини Ker𝑇 та Im𝑇 непорожнi i мiстять 0⃗𝑉 та 0⃗𝑊 вiдповiдно. Для
доведення теореми достатньо показати, що множини Ker𝑇 та Im𝑇

замкненi вiдносно операцiй додавання векторiв i множення на число.



§3. Ядро i образ лiнiйного вiдображення векторних просторiв 139

Нехай 𝑥⃗1, 𝑥⃗2 ∈ Ker𝑇 . Тодi 𝑇 (𝑥⃗1) = 0⃗, 𝑇 (𝑥⃗2) = 0⃗. В силу лiнiйностi
𝑇 :

𝑇 (𝑥⃗1 + 𝑥⃗2) = 𝑇 (𝑥⃗1) + 𝑇 (𝑥⃗2) = 0⃗ + 0⃗ = 0⃗;

𝑇 (𝜆𝑥⃗1) = 𝜆𝑇 (𝑥⃗1) = 𝜆 · 0⃗ = 0⃗,

i тому Ker𝑇 є пiдпростором простору 𝑉 .
Нехай тепер 𝑇 (𝑥⃗1) i 𝑇 (𝑥⃗2) належать Im𝑇 . Тодi 𝑇 (𝑥⃗1) + 𝑇 (𝑥⃗2) =

𝑇 (𝑥⃗1 + 𝑥⃗2) i, отже, 𝑇 (𝑥⃗1) + 𝑇 (𝑥⃗2) є образом вектора 𝑥⃗1 + 𝑥⃗2, а тому
належить Im𝑇 . Нехай 𝑐— скаляр. Тодi 𝑐 · 𝑇 (𝑥⃗1) = 𝑇 (𝑐𝑥⃗1) ∈ Im𝑇 ,
оскiльки є образом елемента 𝑐𝑥⃗1. Теорему доведено. �

Означення 4.11. Для даного лiнiйного вiдображення 𝑇 : 𝑉 →
𝑊 розмiрнiсть пiдпростору Ker𝑇 називається дефектом вiдображен-
ня 𝑇 , а розмiрнiсть пiдпростору Im𝑇 — рангом вiдображення 𝑇 .

З огляду на означення 4.1 та 4.2 можемо стверджувати, що лi-
нiйне вiдображення 𝑇 : 𝑉 →𝑊 є сюр’єктивним, якщо Im𝑇 = 𝑊 , та
iн’єктивним, якщо з того, що 𝑇 (𝑥⃗1) = 𝑇 (𝑥⃗2) випливає, що 𝑥⃗1 = 𝑥⃗2.
Крiм цього, має мiсце таке твердження.

Теорема 4.10. Лiнiйне вiдображення 𝑇 : 𝑊 → 𝑊 iн’єктивне
тодi i тiльки тодi, коли Ker𝑇 = {⃗0}.

Доведення. Справдi, нехай 𝑇 є вiдображенням «в». Тодi оскiль-
ки 𝑇 (⃗0) = 0⃗ i за означенням iн’єктивного вiдображення рiзнi вектори
вiдображаються в рiзнi, то Ker𝑇 = {⃗0}. Навпаки, нехай Ker𝑇 = {⃗0}
i припустимо, що iснують такi 𝑥⃗1 ̸= 𝑥⃗2, що 𝑇 (𝑥⃗1) = 𝑇 (𝑥⃗2). Але тодi

0⃗ = 𝑇 (𝑥⃗1)− 𝑇 (𝑥⃗2) = 𝑇 (𝑥⃗1 − 𝑥⃗2),

звiдки 𝑥⃗1 − 𝑥⃗2 = 0⃗, що суперечить припущенню. �

Лема 4.1. Нехай 𝐴—𝑚× 𝑛 матриця. Множина {𝐴𝑥⃗ : 𝑥⃗ ∈ R𝑛}
є пiдпростором простору R𝑚 i розмiрнiсть цього пiдпростору дорiв-
нює рангу матрицi 𝐴.

Доведення. Розглядатимемо ранг матрицi 𝐴 як її стовпцевий
ранг. Нагадаємо, що стовпцевим рангом матрицi називається ма-
ксимальна кiлькiсть її лiнiйно незалежних векторiв-стовпцiв. Нехай
𝐴 =

[︀
𝑎1 . . . 𝑎⃗𝑛

]︀
. Тодi

{𝐴𝑥⃗ : 𝑥⃗ ∈ R𝑛} =
{︀
𝑥1𝑎⃗1 + . . . + 𝑥𝑛𝑎⃗𝑛 : 𝑥𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 𝑛

}︀
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i ця множина є лiнiйною оболонкою системи векторiв
(︀
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑛

)︀
.

Добре вiдомо, що лiнiйна оболонка системи векторiв є пiдпросто-
ром (теорема 1.13) i розмiрнiсть цього пiдпростору визначається
максимальною кiлькiстю лiнiйно незалежних векторiв серед векторiв
𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑛, що i потрiбно було довести. �

Теорема 4.11. Якщо 𝐴— матриця лiнiйного вiдображення
𝑇 : R𝑛 → R𝑚, то ранг вiдображення 𝑇 дорiвнює рангу матрицi 𝐴.

Доведення. Справдi, для кожного вiдображення 𝑇 : R𝑛 → R𝑚

iснує така матриця 𝐴, що 𝑇 (𝑥⃗) = 𝐴𝑥⃗. Таким чином, маємо справу
з вiдображенням, образом Im𝑇 якого є множина {𝐴𝑥⃗ : 𝑥⃗ ∈ R𝑛}, яка
за попереду доведеною лемою 4.1 є пiдпростором, розмiрнiсть якого
спiвпадає з рангом матрицi 𝐴. �

Наслiдок. Якщо 𝐴— матриця лiнiйного вiдображення 𝑇 : 𝑉 →
𝑊 , то ранг вiдображення 𝑇 дорiвнює рангу матрицi 𝐴.

Приклад 4.11. Нехай дано лiнiйне вiдображення 𝑇 : R3 → R3:

𝑇

⎛⎝⎡⎣𝑥𝑦
𝑧

⎤⎦⎞⎠ =

⎡⎣𝑥 + 𝑦

𝑦 + 𝑧

𝑥− 𝑧

⎤⎦ .

Знайти ядро та образ цього лiнiйного вiдображення, а також обчи-
слити його дефект i ранг.

Розв’язання. Маємо:

Ker𝑇 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑧 = 𝑥− 𝑧 = 0} ;

Im𝑇 = {(𝑥 + 𝑦, 𝑦 + 𝑧, 𝑥− 𝑧) : 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R} .
Розв’яжемо систему ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥 + 𝑦 =0,

𝑦 + 𝑧 =0,

𝑥− 𝑧 =0.

Її розв’язком є (𝑡,−𝑡, 𝑡), 𝑡 ∈ R. Отже, Ker𝑇 = {(𝑡,−𝑡, 𝑡) : 𝑡 ∈ R}.
Тепер розглянемо систему⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥 + 𝑦 =𝑎,

𝑦 + 𝑧 =𝑏,

𝑥− 𝑧 =𝑐.
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⎡⎢⎣1 1 0

0 1 1

1 0 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑎𝑏
𝑐

⎤⎥⎦
←−

·(−1)

+

∼

⎡⎢⎣1 1 0

0 1 1

0 −1 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎

𝑏

𝑐− 𝑎

⎤⎥⎦
←−+

∼

∼

⎡⎢⎣1 1 0

0 1 1

0 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎

𝑏

𝑏 + 𝑐− 𝑎

⎤⎥⎦ .

Таким чином, 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 = 0 i 𝑐 = 𝑎 − 𝑏. Отже, Im𝑇 =

{𝑎, 𝑏, 𝑎− 𝑏 : 𝑎, 𝑏 ∈ R}.
Бачимо, що ядро лiнiйного вiдображення є одновимiрним пiдпро-

стором простору R3, а образ — двовимiрним. Отже, дефект дорiвнює
1, а ранг — 2. �

Теорема 4.12. Нехай 𝑇 : 𝑉 →𝑊 — лiнiйне вiдображення скiн-
ченновимiрного простору 𝑉 у простiр 𝑊 . Тодi сума рангу i дефекту
лiнiйного вiдображення 𝑇 дорiвнює розмiрностi простору 𝑉 :

dim Ker𝑇 + dim Im𝑇 = dim𝑉.

Доведення. За теоремою 4.9 ядро лiнiйного вiдображення є
скiнченновимiрним пiдпростором простору 𝑉 . Нехай

(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑑

)︀
—

базис Ker𝑇 (тобто дефект дорiвнює 𝑑). Оскiльки
(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑑

)︀
є лi-

нiйно незалежною системою векторiв, то вона може бути допов-
нена до базису простору 𝑉 (теорема 3.10). Нехай таким базисом
буде ℬ =

(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑑, 𝑒⃗𝑑+1, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
. Доведемо, що система векторiв

𝒞 =
(︀
𝑇 (𝑒⃗𝑑+1), . . . , 𝑇 (𝑒⃗𝑛)

)︀
є базисом Im𝑇 . Для цього слiд показати, що

кожний вектор з Im𝑇 є лiнiйною комбiнацiєю векторiв системи 𝒞 та
довести лiнiйну незалежнiсть системи 𝒞.

Нехай 𝑇 (𝑥⃗) ∈ Im𝑇 . Тодi 𝑥⃗ ∈ 𝑉 i iснують такi скаляри 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛,
що

𝑥⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑑𝑒⃗𝑑 + 𝛼𝑑+1𝑒⃗𝑑+1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛.

Оскiльки 𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑑 ∈ Ker𝑇 , то 𝑇 (𝑒⃗1) = . . . = 𝑇 (𝑒⃗𝑑) = 0, i, отже,

𝑇 (𝑥⃗) = 𝑇 (𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑑𝑒⃗𝑑 + 𝛼𝑑+1𝑒⃗𝑑+1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛) =

= 𝛼1𝑇 (𝑒⃗1) + . . . + 𝛼𝑑𝑇 (𝑒⃗𝑑) + 𝛼𝑑+1𝑇 (𝑒⃗𝑑+1) + . . . + 𝛼𝑛𝑇 (𝑒⃗𝑛) =

= 𝛼𝑑+1𝑇 (𝑒⃗𝑑+1) + . . . + 𝛼𝑛𝑇 (𝑒⃗𝑛).
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Тепер доведемо, що система векторiв 𝒞 є лiнiйно незалежною.
Запишемо рiвнiсть

𝛼𝑑+1𝑇 (𝑒⃗𝑑+1) + . . . + 𝛼𝑛𝑇 (𝑒⃗𝑛) = 0⃗.

З неї знаходимо, що 𝑇 (𝛼𝑑+1𝑒⃗𝑑+1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛) = 0⃗, тобто 𝛼𝑑+1𝑒⃗𝑑+1 +

. . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛 ∈ Ker𝑇 . Це означає, що цей вектор можна виразити через
вектори базису Ker𝑇 :

𝛼𝑑+1𝑒⃗𝑑+1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛 = 𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑑𝑒⃗𝑑,

звiдки
𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑑𝑒⃗𝑑 − 𝛼𝑑+1𝑒⃗𝑑+1 − . . .− 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛 = 0⃗,

а остання рiвнiсть в силу лiнiйної незалежностi системи векторiв ℬ
виконується лише за умови, коли усi коефiцiєнти дорiвнюють нулю,
зокрема i 𝛼𝑑+1 = . . . = 𝛼𝑛 = 0. Отже, система 𝒞 є лiнiйно незалежною.

Таким чином, нами доведено, що система векторiв 𝒞 утворює
базис пiдпростору Im𝑇 , а тому розмiрнiсть цього пiдпростору рiвна
𝑛− 𝑑, що i завершує доведення теореми. �

Додатковi вiдомостi i завдання для самостiйної роботи

1. Нехай 𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘 — вектори з лiнiйного простору 𝑉 , 𝑇 : 𝑉 → 𝑊 — лiнiйне вiд-
ображення.
а) довести, що якщо

(︀
𝑇 (𝑎⃗1), . . . , 𝑇 (𝑎⃗𝑘)

)︀
— лiнiйно незалежна система, то(︀

𝑎⃗1, . . . , 𝑎⃗𝑘
)︀

також лiнiйно незалежна;
б) довести (шляхом наведення контрприкладу), що твердження, обернене до а),
взагалi кажучи є неправильним. Якi обмеження слiд накласти на вiдображення
𝑇 , щоб воно стало правильним?

2. Нехай 𝑅,𝑆, 𝑇 — лiнiйнi вiдображення такi, що наступнi операцiї мають сенс.
Довести, що:
а) 𝑅 ∘ (𝑆 + 𝑇 ) = 𝑅 ∘ 𝑆 +𝑅 ∘ 𝑇 ;
б) 𝜆(𝑅 ∘ 𝑆) = (𝜆𝑅) ∘ 𝑆 = 𝑅 ∘ (𝜆𝑆) для довiльного скаляра 𝜆.

3. Нехай 𝑆 : 𝑉 → 𝑊 i 𝑇 : 𝑈 → 𝑉 — взаємно однозначнi лiнiйнi вiдображення.
Довести, що вiдображення 𝑆 ∘ 𝑇 також взаємно однозначне.

4. Довести, що векторнi просторi 𝑀𝑚𝑛(R) та R𝑚𝑛 є iзоморфними.
5. Довести, що:

а) ранг матрицi лiнiйного сюр’єктивного вiдображення дорiвнює кiлькостi її
рядкiв;
а) ранг матрицi лiнiйного iн’єктивного вiдображення дорiвнює кiлькостi її
стовпцiв.



Роздiл 5

Лiнiйнi оператори векторного
простору

— Боюся, панi, я не зумiю висловитися яснiше, —
щонайчемнiше вiдповiла Алiса. — Я й сама не все
розумiю: стiльки перетворень за один день
будь-кого зiб’ють з пантелику.

Л. Керрол «Алiса в країнi чудес»

§ 1. Поняття лiнiйного оператора (перетворення)
векторного простору

Нехай маємо 𝑛-вимiрний векторний простiр 𝑉 . Пiд перетворен-
ням цього простору будемо розумiти вiдображення, яке кожному
вектору 𝑥⃗ цього простору ставить у вiдповiднiсть деякий вектор 𝑥⃗′

цього ж простору.

Означення 5.1. Перетворення 𝑇 векторного простору 𝑉 нази-
вається лiнiйним перетворенням (або лiнiйним оператором), якщо
суму двох довiльних векторiв цього простору воно переводить в суму
образiв цих векторiв, а добуток будь-якого вектора 𝑥⃗ на довiльне
число 𝛼— в добуток образа вектора 𝑥⃗ на це ж число 𝛼.

Таким чином, лiнiйний оператор векторного простору є лiнiйним
вiдображенням векторного простору в себе. Тодi усi результати роз-
дiлу 4 можна переформулювати в бiльш вузьких термiнах лiнiйних
операторiв векторного простору.

Зокрема, один з основних результатiв роздiлу 4 — теорема 4.5 —
на мовi лiнiйних операторiв формулюється так:

Теорема 5.1. Нехай 𝑇 — лiнiйний оператор простору R𝑛.
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1. Iснує 𝑛× 𝑛 матриця 𝐴 така, що 𝑇 (𝑥⃗) = 𝐴 · 𝑥⃗ для всiх 𝑥 ∈ R𝑛.

2. Стовпцi матрицi 𝐴— вiдповiдно 𝑇 (𝑒⃗1), . . . , 𝑇 (𝑒⃗𝑛), де(︀
𝑒⃗1, 𝑒⃗2, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— стандартний базис простору R𝑛:

𝐴 =
[︀
𝑇 (𝑒⃗1) 𝑇 (𝑒⃗2) . . . 𝑇 (𝑒⃗𝑛)

]︀
.

Матриця 𝐴 з теореми 5.1 називається стандартною матрицею
лiнiйного оператора 𝑇 .

Розглянемо деякi приклади.

Приклад 5.1. Вiдображення 𝐼 : 𝑉 → 𝑉 таке, що 𝐼(𝑥⃗) = 𝑥⃗ для
кожного 𝑥⃗ ∈ 𝑉 , є лiнiйним оператором простору 𝑉 . Такий оператор
називається тотожним. Стандартною матрицею цього лiнiйного
оператора є одинична матриця 𝑛-го порядку.

Приклад 5.2. Нехай 𝑅𝜙
𝑂 : 𝑊2 → 𝑊2

1—перетворення простору
𝑊2, яке повертає кожну точку цього на кут 𝜙 проти годинникової
стрiлки вiдносно початку координат. З суто геометричних мiркувань
зрозумiло, що це перетворення є лiнiйним (див. рис. 5.1(а)).

Знайдемо матрицю цього лiнiйного оператора. Для цього знайде-
мо образи базисних векторiв:

𝑇

(︂[︂
1

0

]︂)︂
=

[︂
cos𝜙

sin𝜙

]︂
, 𝑇

(︂[︂
0

1

]︂)︂
=

[︂
− sin𝜙

cos𝜙

]︂
.

За теоремою 5.1 знаходимо, що матриця оператора повороту простору
𝑊2 має вигляд [︂

cos𝜙 − sin𝜙

sin𝜙 cos𝜙

]︂
.

Означення 5.2. Ядром лiнiйного оператора 𝑇 простору 𝑉 (по-
значається Ker𝑇 ) називається множина усiх векторiв простору 𝑉 ,
якi вiдображаються у 0⃗:

Ker𝑇 =
{︁
𝑥⃗ ∈ 𝑉 : 𝑇 (𝑥⃗) = 0⃗

}︁
.

1𝑊2 — векторний простiр усiх векторiв площини з початком у початку коор-
динат вiдносно звичайних операцiй додавання векторiв i множення їх на числа.
Цей простiр iзоморфний простору R2.
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𝑥

𝑦

𝑎⃗

𝑏⃗

𝑎⃗+ 𝑏⃗

𝑇 (𝑎⃗)

𝑇 (⃗𝑏)

𝑇 (𝑎⃗+ 𝑏⃗) = 𝑇 (𝑎⃗) + 𝑇 (⃗𝑏)

𝑇

𝑐⃗

𝛼𝑐⃗ 𝑇 (𝑐⃗)

𝑇 (𝛼𝑐⃗) = 𝛼𝑇 (𝑐⃗)
𝑇

а) Лiнiйнiсть оператору повороту

𝑥

𝑦

(0, 1)

(1, 0) (cos𝜙, sin𝜙)

(− sin𝜙, cos𝜙) 𝜙
𝜙

б) Дiя оператору повороту на стандартний
базис простору

Рис. 5.1. Оператор повороту 𝑇 = 𝑅𝜙
𝑂.

Означення 5.3. Образом лiнiйного оператора 𝑇 простору 𝑉

(позначається Im𝑇 ) називається множина усiх векторiв простору, для
яких є прообраз при вiдображеннi 𝑇 :

Im𝑇 = {𝑇 (𝑥⃗) : 𝑥⃗ ∈ 𝑉 } .

Очевидно, що Ker𝑇 та Im𝑇 є пiдпросторами простору 𝑉 . Роз-
мiрнiсть ядра лiнiйного оператора називається його дефектом, а
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розмiрнiсть образу — рангом. Сума рангу i дефекту дорiвнює розмiр-
ностi простору 𝑉 (див. теорему 4.12).

§ 2. Матрицi лiнiйного оператора в рiзних базисах

2.1. Зв’язок мiж матрицями лiнiйного оператора в рi-
зних базисах.

Нехай 𝑉 — 𝑛-вимiрний векторний простiр, заданий над полем 𝑃 ;
ℬ =

(︀
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
i 𝒞 =

(︀
𝑐⃗1, 𝑐⃗2, . . . , 𝑐⃗𝑛

)︀
—два базиси цього простору.

Нехай також 𝑇 —лiнiйний оператор простору 𝑉 .
Як ми показали ранiше (див. пункт 1.4), iснує така матриця

𝑀 , яка пов’язує координати довiльного вектора 𝑥⃗ ∈ 𝑉 в базисi ℬ з
координатами його образу 𝑇 (𝑥⃗) в базисi 𝒞, а саме:

[𝑇 (𝑥⃗)]𝒞 = 𝑀 · [𝑥⃗]ℬ ,

причому 𝑀 =
[︁[︁
𝑇 (⃗𝑏1)

]︁
𝒞

[︁
𝑇 (⃗𝑏2)

]︁
𝒞

. . .
[︁
𝑇 (⃗𝑏𝑛)

]︁
𝒞

]︁
. Таку матрицю

𝑀 ми ще позначали так: 𝑀 = [𝑇 ]𝒞←ℬ.
Часто розглядають випадок, коли 𝒞 = ℬ. Тодi матриця 𝑀 =

[𝑇 ]ℬ←ℬ позначається просто [𝑇 ]ℬ i називається матрицею лiнiйного
оператора 𝑇 в базисi ℬ. У випадку ж, коли 𝐵 є стандартним базисом,
її називаються стандартною матрицею оператора 𝑇 i позначають
[𝑇 ].

Як i для лiнiйних вiдображень векторних просторiв, має мiсце
таке твердження (див. теорему 4.6).

Теорема 5.2. Вибiр базису в 𝑛-вимiрному просторi 𝑉 встанов-
лює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж лiнiйними операторами
цього простору та квадратними матрицями 𝑛-го порядку.

Нехай маємо лiнiйний оператор 𝑇 : 𝑉 → 𝑉 , два базиси ℬ =(︀
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
i 𝒞 =

(︀
𝑐⃗1, 𝑐⃗2, . . . , 𝑐⃗𝑛

)︀
простору 𝑉 i нехай [𝑇 ]ℬ i [𝑇 ]𝒞 —

матрицi цього лiнiйного оператора в базисах ℬ i 𝒞 вiдповiдно.
Виникає питання: чи пов’язанi якимось чином матрицi [𝑇 ]ℬ i

[𝑇 ]𝒞?
Вiдповiдь на поставлене питання дає таке твердження.

Теорема 5.3. Нехай 𝑉 — скiнченновимiрний векторний простiр,
ℬ =

(︀
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
, 𝒞 =

(︀
𝑐⃗1, 𝑐⃗2, . . . , 𝑐⃗𝑛

)︀
— два базиси цього простору.
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Нехай 𝑇 — лiнiйний оператор простору 𝑉 . Тодi матрицi цього лi-
нiйного оператора в базисах ℬ i 𝒞 пов’язанi спiввiдношенням:

[𝑇 ]𝒞 = 𝑃𝒞←ℬ · [𝑇 ]ℬ · (𝑃𝒞←ℬ)
−1

,

де 𝑃𝒞←ℬ — матриця переходу вiд базису ℬ до базису 𝒞.

Доведення. Для доведення теореми використаємо чотири спiв-
вiдношення, якi виконуються для довiльного вектора 𝑥⃗ простору
𝑉 :

[𝑥⃗]𝒞 = 𝑃𝒞←ℬ · [𝑥⃗]ℬ , (5.1)

[𝑇 (𝑥⃗)]𝒞 = 𝑃𝒞←ℬ · [𝑇 (𝑥⃗)]ℬ , (5.2)

[𝑇 (𝑥⃗)]ℬ = [𝑇 ]ℬ · [𝑥⃗]ℬ , (5.3)

[𝑇 (𝑥⃗)]𝒞 = [𝑇 ]𝒞 · [𝑥⃗]𝒞 . (5.4)

Тодi пiдставимо (5.2) в (5.4):

𝑃𝒞←ℬ · [𝑇 (𝑥⃗)]ℬ = [𝑇 ]𝒞 · [𝑥⃗]𝒞 ; (5.5)

(5.3) в (5.5):

𝑃𝒞←ℬ · [𝑇 ]ℬ · [𝑥⃗]ℬ = [𝑇 ]𝒞 · [𝑥⃗]𝒞 ; (5.6)

(5.1) в (5.6):

(𝑃𝒞←ℬ · [𝑇 ]ℬ) · [𝑥⃗]ℬ = ([𝑇 ]𝒞 · 𝑃𝒞←ℬ) [𝑥⃗]ℬ ,

звiдки

𝑃𝒞←ℬ · [𝑇 ]ℬ = [𝑇 ]𝒞 · 𝑃𝒞←ℬ,

тобто

[𝑇 ]𝒞 = 𝑃𝒞←ℬ · [𝑇 ]ℬ · (𝑃𝒞←ℬ)
−1

.

�

2.2. Подiбнi матрицi та їх властивостi.
Нехай 𝐴 та 𝐵 —двi квадратнi матрицi 𝑛-го порядку.

Означення 5.4. Говорять, що матриця 𝐴 подiбна до матрицi 𝐵
(позначається 𝐴 ∼ 𝐵), якщо iснує невироджена матриця 𝑄 така, що
𝐴 = 𝑄𝐵𝑄−1.

Теорема 5.4. Детермiнанти подiбних матриць однаковi.
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Доведення. Нехай 𝐴 i 𝐵 —подiбнi матрицi. Це означає, що iснує
невироджена матриця 𝑄 така, що 𝐴 = 𝑄𝐵𝑄−1. Тодi
det𝐴 = det(𝑄𝐵𝑄−1) = det𝑄 · det𝐵 · det𝑄−1 = det𝑄 · det𝑄−1 · det𝐵 =

= det(𝑄 ·𝑄−1) · det𝐵 = det𝐵.

�

З теореми 5.3 випливає, що матрицi лiнiйного оператора 𝑇 в
рiзних базисах подiбнi мiж собою.

В просторi 𝑀𝑛(R) можна розглядати вiдношення «бути подiбним»
(вiдношення подiбностi матриць).

Теорема 5.5. Вiдношення подiбностi матриць в просторi
𝑀𝑛(R) є вiдношенням еквiвалентностi.

Доведення. Слiд довести, що вiдношення подiбностi матриць є
рефлексивним, симетричним i транзитивним.
1. Рефлексивнiсть (𝐴 ∼ 𝐴) виконується, оскiльки 𝐴 = 𝐼 ·𝐴 · 𝐼−1, де

𝐼 — одинична матриця.
2. Нехай 𝐴 ∼ 𝐵. Це означає, що iснує така матриця 𝑄, що 𝐴 =

𝑄𝐵𝑄−1. Тодi, помноживши останню рiвнiсть справа на 𝑄, а злiва
на 𝑄−1, дiстанемо: 𝐵 = 𝑄−1𝐴𝑄 = 𝑄−1𝐴(𝑄−1)−1, тобто 𝐵 ∼ 𝐴 i
симетричнiсть виконується.

3. Нехай 𝐴 ∼ 𝐵, 𝐵 ∼ 𝐶. Це означає, що iснують невиродженi матрицi
𝑄 та 𝑆 такi, що 𝐴 = 𝑄𝐵𝑄−1, 𝐵 = 𝑆𝐶𝑆−1. Маємо:

𝐴 = 𝑄𝐵𝑄−1 = 𝑄(𝑆𝐶𝑆−1)𝑄−1 = (𝑄𝑆)·𝐶·(𝑆−1𝑄−1) = (𝑄𝑆)·𝐶·(𝑄𝑆)−1,

звiдки 𝐴 ∼ 𝐶.
�

Отже, вiдношення подiбностi матриць розбиває простiр квадра-
тних матриць на класи еквiвалентностi. Важливою задачею є вiд-
шукання в рiзних класах еквiвалентностi в певному розумiннi най-
простiших представникiв. Такими представниками могли би бути,
наприклад, дiагональнi матрицi, оскiльки ними зручно оперувати.
На мовi лiнiйних операторiв це б означало вiдшукання такого базису
простору 𝑉 , при якому матриця даного лiнiйного оператора мала б
дiагональний вигляд. Але, як ми покажемо пiзнiше, не в кожному
з класiв еквiвалентностi можна обрати представником дiагональну
матрицю.
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2.3. Алгебра лiнiйних операторiв.

Означення 5.5. Алгеброю над полем 𝑃 називається множина 𝐿 з
визначеними на нiй внутрiшнiми бiнарними операцiями додавання (+) i
множення (∙) та зовнiшньою бiнарною операцiєю множення на елементи
поля 𝑃 (·) такими, що виконуються умови:

1) (𝐿,+, ·)— векторний простiр;
2) (𝐿,+, ∙)— кiльце;
3) операцiї ∙ та · пов’язанi спiввiдношенням: (𝜆 · 𝑎⃗) ∙ 𝑏⃗ = 𝑎⃗ ∙ (𝜆 · 𝑏⃗) = 𝜆 · (⃗𝑎 ∙ 𝑏⃗)
для довiльних 𝜆 ∈ 𝑃 , 𝑎⃗, 𝑏⃗ ∈ 𝐿.

Приклад 5.3. 1. Множина 𝐶 комплексних чисел з визначеними опе-
рацiями додавання, множення комплексних чисел i множення на дiйснi
числа є алгеброю над полем R дiйсних чисел.

2. Множина 𝑀𝑛(R) (𝑀𝑛(𝐶)) квадратних матриць 𝑛-го порядку з дiйсними
(комплексними) коефiцiєнтами i визначеними на нiй операцiями дода-
вання, множення матриць i множення матрицi на дiйснi (комплекснi)
числа є алгеброю над вiдповiдним полем.

3. (ℒ(𝑉 ),+, ∘, ·)— множина лiнiйних операторiв 𝑛-вимiрного векторного
простору 𝑉 з операцiєю додавання, множення вiдображень (композицiя)
та множення на число є алгеброю на полем R.

Вiдображення алгебр називається iзоморфiзмом, якщо воно одночасно
є iзоморфiзмом вiдповiдних векторних просторiв та кiлець.

Теорема 5.6. Алгебри (𝑀𝑛(R),+, ∙, ·)1 та (ℒ(R𝑛),+, ∘, ·) iзоморфнi.

Остання теорема стверджує, що усi результати, якi в подальшому
нами будуть одержанi для алгебри квадратних матриць 𝑛-го порядку
«переносяться» на алгебру лiнiйних операторiв 𝑛-вимiрного векторного
простору.

§ 3. Невиродженi лiнiйнi оператори

3.1. Виродженi та невиродженi лiнiйнi оператори.

Означення 5.6. Лiнiйний оператор 𝑇 𝑛-вимiрного простору 𝑉

називається невиродженим, якщо його ранг дорiвнює 𝑛. Якщо ж
його ранг менший 𝑛, то оператор називається виродженим.

1Знаком ∙ позначена операцiя множення матриць, а знаком ·— операцiя
множення матрицi на число
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З огляду на теорему 4.12 одержуємо:
𝑇 —невироджений ⇔ dim Im𝑇 = 𝑛 ⇔

dim Ker𝑇 = 0

Приклад 5.4. Нехай 𝑇 : R2 → R2 — симетрiя вiдносно осi 𝑂𝑥.

Стандартна матриця цього вiдображення
[︂
1 0

0 −1

]︂
; її ранг дорiвнює

2, що спiвпадає з розмiрнiстю простору R2. Отже, 𝑇 —невироджений
оператор.

Приклад 5.5. Нехай 𝑇 : R2 → R2 —проекцiя на вiсь 𝑂𝑥. Стан-

дартна матриця цього вiдображення
[︂
1 0

0 0

]︂
; ранг дорiвнює 1 i менше

розмiрностi простору R2. Таким чином, 𝑇 — вироджений оператор.

Теорема 5.7. Лiнiйний оператор 𝑇 простору 𝑉 є невиродженим
тодi i тiльки тодi, коли матриця цього оператора в довiльному
базисi є невиродженою.

Доведення. Справдi, ранг лiнiйного оператора дорiвнює рангу
матрицi цього оператора в довiльному базисi (див. наслiдок до теоре-
ми 4.11), а матриця 𝑛-го порядку є невиродженою тодi i тiльки тодi,
коли її ранг дорiвнює 𝑛. �

Теорема 5.8. Невироджений лiнiйний оператор простору є
взаємнооднозначним вiдображенням цього простору.

Доведення. Справдi, оскiльки ранг оператора дорiвнює роз-
мiрностi простору, то Ker𝑇 =

{︁
0⃗
}︁
, звiдки 𝑇 є вiдображенням «в»

(теорема 4.10). Разом з тим, оскiльки Im𝑇 = 𝑉 , то 𝑇 також є i
вiдображенням «на». �

Таким чином, невироджений лiнiйний оператор є iзоморфiзмом
векторного простору на себе.

3.2. Оборотнi лiнiйнi оператори.
Нагадаємо, що лiнiйний оператор 𝐼 : 𝑉 → 𝑉 називається тото-

жним, якщо для кожного 𝑥⃗ ∈ 𝑉 𝐼(𝑥⃗) = 𝑥⃗.

Означення 5.7. Лiнiйний оператор 𝑇 ′ називається оберненим
до лiнiйного оператора 𝑇 , якщо 𝑇 ∘ 𝑇 ′ = 𝑇 ′ ∘ 𝑇 = 𝐼. Оператор 𝑇
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називається оборотним, якщо до нього iснує обернений (позначається
𝑇−1).

Наприклад, в просторi R2 лiнiйний оператор повороту проти
годинникової стрiлки на кут 60∘ є оборотним, причому обернений до
нього — оператор повороту на 60∘ за годинниковою стрiлкою.

Теорема 5.9. Лiнiйний оператор 𝑇 є оборотним тодi i тiльки
тодi, коли вiн невироджений.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝐴—матриця оборотного лiнiй-
ного оператора 𝑇 ; 𝐵 —матриця оператора 𝑇−1. Тодi за теоремою 4.7
про матрицю композицiї вiдображень знаходимо, що 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼,
тобто 𝐵 = 𝐴−1 i, отже, det𝐴 ̸= 0 i 𝑇 невироджений за теоремою 5.7.

Достатнiсть. Нехай 𝑇 —невироджений лiнiйний оператор. Тодi
матриця цього оператора також невироджена (теорема 5.7), а тому
до неї iснує обернена матриця 𝐴−1. В силу того, що мiж лiнiйними
вiдображеннями та матрицями вiдповiдної розмiрностi iснує взаємно
однозначна вiдповiднiсть, стверджуємо, що iснує оператор 𝑇−1, такий
що 𝑇 ∘ 𝑇−1 = 𝑇−1 ∘ 𝑇 = 𝐼. �

Таким чином, якщо 𝐴—матриця невиродженого оператора 𝑇 в
певному базисi, то 𝐴−1 —матриця оператора 𝑇−1 в цьому ж базисi.

Додатковi вiдомостi i завдання для самостiйної роботи

1. Довести, що якщо хоча б одна з двох матриць 𝐴, 𝐵 невироджена, то матрицi
𝐴𝐵 i 𝐵𝐴 подiбнi.

2. Довести, що iснують виродженi матрицi 𝐴, 𝐵 такi, що матрицi 𝐴𝐵 i 𝐵𝐴 не
подiбнi.

3. Нехай 𝑈 i 𝑊 — пiдпростори 𝑛-вимiрного векторного простору 𝑉 , причому
dim𝑈 + dim𝑊 = 𝑛. Довести, що iснує лiнiйний оператор 𝑇 простору 𝑉 такий,
що 𝑈 = Im𝑇 , 𝑊 = Ker𝑇 .

4. Нехай 𝑇 : 𝑉 → 𝑉 — лiнiйний оператор. Довести, що множина всiх лiнiйних
операторiв 𝑆 простору 𝑉 таких, що 𝑆∘𝑇 = 𝑂 (𝑂 — нульовий оператор: 𝑂(𝑥⃗) = 0⃗

для всiх 𝑥⃗ ∈ 𝑉 ) є пiдпростором векторного простору ℒ(𝑉 ).



Роздiл 6

Власнi значення i власнi вектори

Теперь, создав свой собственный мир, он мог
устроиться в нем поудобнее.

Антуан де Сент-Экзюпери. «Ночной полёт»

Фактично власним вектором називається такий ненульовий ве-
ктор, який при лiнiйному вiдображеннi переходить у пропорцiональ-
ний («колiнеарний») вектор. Це поняття має численнi застосування
до розв’язування рiзноманiтних задач, деякi з яких ми розглянемо
наприкiнцi цього роздiлу (для детальнiшого ознайомлення можна
використати посiбник [12]).

§ 1. Власнi значення i власнi вектори лiнiйного
оператора

Розглянемо спочатку приклад.

Приклад 6.1. Нехай вiдображення 𝑇 : R2 → R2 задано своєю

стандартною матрицею: 𝐴 =

[︂
3 −2

1 0

]︂
. Знайти образи векторiв 𝑢⃗ =[︂

−1

1

]︂
, 𝑣⃗ =

[︂
2

1

]︂
.

Розв’язання. Знаходимо:

𝑇 (𝑢⃗) = 𝐴 · 𝑢⃗1 =

[︂
3 −2

1 0

]︂ [︂
−1

1

]︂
=

[︂
−5

−1

]︂
;

𝑇 (𝑣⃗) = 𝐴 · 𝑢⃗1 =

[︂
3 −2

1 0

]︂ [︂
2

1

]︂
=

[︂
4

2

]︂
= 2𝑣⃗

(див. також рис. 6.1). �
Помiчаємо, що при вiдображеннi 𝑇 з наведеного прикладу вектор

𝑣⃗ вiдображається у колiнеарний йому вектор. Бiльше того, кожний
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𝑥

𝑦

𝑢⃗ 𝑣⃗

𝑇 (𝑢⃗)

𝑇 (𝑣⃗)

Рис. 6.1.

вектор, що колiнеарний вектору 𝑣⃗ вiдображається у колiнеарний
вектор, причому довжина вектора збiльшиться також в два рази.
Справдi, якщо 𝑇 (𝑣⃗) = 𝜆𝑣⃗, то 𝑇 (𝜆𝑣⃗) = 𝜆𝑇 (𝑣⃗) = 𝜆 · 2𝑣⃗ = 2 · (𝜆𝑣⃗).

Отже, ми одержали таку множину 𝑈 = {𝜆𝑣⃗ : 𝜆 ∈ R} (а вона є
пiдпростором простору R2), що 𝑇 (𝑈) ⊂ 𝑈 .

Вказане спостереження приводить до такого означення.

Означення 6.1. Пiдпростiр 𝑈 простору 𝑉 називається iнварi-
антним вiдносно оператора 𝑇 , якщо для довiльного 𝑎⃗ ∈ 𝑈 𝑇 (⃗𝑎) ∈ 𝑈 ,
тобто 𝑇 (𝑈) ⊂ 𝑈 .

Приклад 6.2. 1. 𝑈 = {⃗0} i 𝑈 = 𝑉 —це тривiальнi iнварiантнi
пiдпростори кожного векторного простору 𝑉 .

2. Нехай 𝑇 — оператор повороту на кут 𝛼 навколо осi 𝑂𝑧 в просто-
рi R3. Легко переконатись в тому, що таке перетворення простору R3

є лiнiйним. Прикладом iнварiантного одновимiрного пiдпростору про-
стору R3 вiдносно оператора 𝑇 є вiсь 𝑂𝑧, а прикладом iнварiантного
двовимiрного пiдпростору — площина 𝑥𝑂𝑦.

Особливо цiкавим є випадок, коли iнварiантнi пiдпростори просто-
ру 𝑉 є одновимiрними. При цьому якщо 𝑈 — iнварiантний пiдпростiр
простору 𝑉 вiдносно оператора 𝑇 i 𝑎⃗ ∈ 𝑈 , то 𝑇 (⃗𝑎) = 𝜆𝑎⃗, тобто iснує
таке 𝜆 ∈ 𝑃 , що 𝑇 (⃗𝑎) = 𝜆𝑎⃗.

Означення 6.2. Ненульовий вектор 𝑢⃗ простору 𝑉 називається
власним вектором лiнiйного оператора 𝑇 цього простору, якщо iснує
таке 𝜆 ∈ 𝑃 , що 𝑇 (𝑢⃗) = 𝜆𝑢⃗. При цьому число 𝜆 називається власним
значенням лiнiйного оператора 𝑇 , що вiдповiдає власному вектору 𝑢⃗.
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Приклад 6.3. Чи є вектор 𝑥⃗ =

⎡⎣2

1

1

⎤⎦ власним вектором лiнiйного

оператора 𝑇 , заданого свою стандартною матрицею

𝐴 =

⎡⎣6 −5 −3

3 −2 −2

2 −2 0

⎤⎦?

Знайдемо образ вектора 𝑥⃗ при заданому вiдображеннi:

𝑇 (𝑥⃗) = 𝐴𝑥⃗ =

⎡⎣6 −5 −3

3 −2 −2

2 −2 0

⎤⎦⎡⎣2

1

1

⎤⎦ =

⎡⎣4

2

2

⎤⎦ = 2𝑥⃗,

тобто 𝑥⃗ є власним вектором лiнiйного оператора.

З означення 6.2 випливає, що 𝑥⃗ є власним вектором, коли рiвняння
𝐴 · 𝑥⃗ = 𝜆𝑥⃗ має ненульовий розв’язок. Але останнє матричне рiвняння
рiвносильне такому:

(𝐴− 𝜆𝐼)𝑥⃗ = 0⃗,

що є матричною формою запису однорiдної системи лiнiйних рiвнянь.
Вiдомо, що однорiдна система лiнiйних рiвнянь має нетривiальний
розв’язок тодi i тiльки тодi, коли матриця цiєї системи є виродженою.

Приклад 6.4. Нехай 𝐴 =

[︂
1 6

5 2

]︂
. Довести, що 7 є власним зна-

ченням цiєї матрицi i знайти власнi вектори, якi йому вiдповiдають.

Справдi, матриця 𝐴 − 7𝐼 =

[︂
−6 6

5 −5

]︂
є виродженою. Власнi

вектори знаходимо з системи:

(𝐴− 7𝐼)𝑥⃗ = 0⃗.

Маємо: [︂
−6 6

5 −5

]︂ [︂
𝑥1

𝑥2

]︂
=

[︂
0

0

]︂
;{︃

−6𝑥1 + 6𝑥2 = 0,

5𝑥1 − 5𝑥2 = 0.

Власними векторами є усi вектори виду
[︂
𝑎

𝑎

]︂
, 𝑎 ∈ R.
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Як вiдомо (див. теорему 1.14), множина розв’язкiв однорiдної
системи лiнiйних рiвнянь з 𝑛 невiдомими (загальний розв’язок си-
стеми) утворює пiдпростiр простору R𝑛. Якщо 𝜆— власне значення
матрицi 𝐴, то загальний розв’язок системи (𝐴−𝜆𝐼)𝑥⃗ = 0⃗ називається
власним пiдпростором, що вiдповiдає власному значенню 𝜆. Для
визначення простору достатньо знати його базиснi вектори. Тому
надалi, розв’язуючи задачу вiдшукання власних векторiв лiнiйно-
го оператора (матрицi), що вiдповiдають власному значенню 𝜆, ми
будемо обмежуватись знаходженням лiнiйно незалежних власних ве-
кторiв, що вiдповiдають цьому значенню (знаходити фундаментальну
систему розв’язкiв системи (𝐴− 𝜆𝐼)𝑥⃗ = 0⃗).

Приклад 6.5. Довести, що 𝜆 = 6 є власним значенням матрицi⎡⎣ 7 1 −2

−3 3 6

2 2 2

⎤⎦
i знайти базис власного пiдпростору, що вiдповiдає цьому значенню.

Розв’язання. Оскiльки матриця

𝐴− 𝜆𝐼 =

⎡⎣ 7 1 −2

−3 3 6

2 2 2

⎤⎦−
⎡⎣6 0 0

0 6 0

0 0 6

⎤⎦ =

⎡⎣ 1 1 −2

−3 −3 6

2 2 −4

⎤⎦
є виродженою (її ранг дорiвнює 1), то 6 справдi є власним значенням
матрицi 𝐴.

Власний пiдпростiр 𝑈 , що вiдповiдає власному значенню 6— це
загальний розв’язок системи⎡⎣ 1 1 −2

−3 −3 6

2 2 −4

⎤⎦⎡⎣𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎤⎦ =

⎡⎣0

0

0

⎤⎦ .

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 0,

−3𝑥1 − 3𝑥2 + 6𝑥3 = 0,

2𝑥1 + 2𝑥2 − 4𝑥3 = 0,

Одержуємо 𝑥1 = −𝑥2 + 2𝑥3, звiдки знаходимо загальний розв’язок
системи

𝑈 =

⎧⎨⎩
⎡⎣−𝑎 + 2𝑏

𝑎

𝑏

⎤⎦ : 𝑎, 𝑏 ∈ R

⎫⎬⎭ = 𝐿

⎛⎝⎡⎣−1

1

0

⎤⎦ ,

⎡⎣2

0

1

⎤⎦⎞⎠ .
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Отже, в якостi базису власного пiдпростору можна взяти власнi
вектори

𝑢⃗1 =

⎡⎣−1

1

0

⎤⎦ та 𝑢⃗2 =

⎡⎣2

0

1

⎤⎦ .

�

§ 2. Знаходження власних значень та власних
векторiв

2.1. Характеристичне рiвняння лiнiйного оператора.
Припустимо, що лiнiйний оператор 𝑇 𝑛-вимiрного простору 𝑉

задано своєю матрицею 𝐴 в деякому базисi ℬ =
(︀
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
. Нехай

𝜆— власне значення цього лiнiйного оператора. Тодi iснує ненульовий
вектор 𝑥⃗ такий, що 𝑇 (𝑥⃗) = 𝜆𝑥⃗, тобто 𝐴 [𝑥⃗]ℬ = 𝜆 [𝑥⃗]ℬ. Остання рiвнiсть
рiвносильна однорiднiй системi рiвнянь, яка у матричнiй формi має
вигляд

(𝐴− 𝜆𝐼)𝑥⃗ = 0⃗.

Нам вiдомо, що ця система має ненульовий розв’язок, отже визначник
матрицi 𝐴− 𝜆𝐼 дорiвнює нулю.

Таким чином, усi власнi значення лiнiйного оператора 𝑇 —це
коренi 𝜆 рiвняння det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0. det(𝐴 − 𝜆𝐼) є многочленом 𝑛-го
степеня вiдносно 𝜆. Вiн називається характеристичним многочленом
лiнiйного оператора 𝑇 , що задано в деякому базисi ℬ матрицею 𝐴.

Рiвняння ж det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 назвемо характеристичним рiв-
нянням лiнiйного оператора 𝑇 , який в базисi ℬ задано матрицею
𝐴.

Теорема 6.1. Характеристичний многочлен лiнiйного операто-
ра 𝑇 не залежить вiд вибору базису.

Доведення. Нехай лiнiйний оператор 𝑇 𝑛-вимiрного простору
𝑉 в базисi ℬ =

(︀
𝑏1, 𝑏⃗2, . . . , 𝑏⃗𝑛

)︀
подається матрицею 𝐴, а в базисi

𝒞 =
(︀
𝑐⃗1, 𝑐⃗2, . . . , 𝑐⃗𝑛

)︀
—матрицею 𝐴′.

Згiдно з теоремою 5.3 матрицi 𝐴 та 𝐴′ пов’язанi спiввiдношенням

𝐴′ = 𝑃𝒞←ℬ ·𝐴 · (𝑃𝒞←ℬ)
−1

,
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де 𝑃𝒞←ℬ —матриця переходу вiд базису ℬ до 𝒞 (для спрощення по-
значимо її через 𝑃 ). Тодi, застосовуючи властивостi операцiй над
матрицями та теорему про детермiнант добутку матриць, знаходимо:

det(𝐴′ − 𝜆𝐼) = det(𝑃 ·𝐴 · 𝑃−1 − 𝜆𝐼) = det(𝑃𝐴𝑃−1 − 𝜆 · 𝑃𝐼𝑃−1) =

= det(𝑃 · (𝐴− 𝜆𝐼) · 𝑃−1) = det𝑃 · det(𝐴− 𝜆𝐼) · det𝑃−1 =

= det(𝑃 · 𝑃−1) · det(𝐴− 𝜆𝐼) = det(𝐴− 𝜆𝐼),

що i потрiбно було довести. �

Зауваження. У зв’язку з тим, що за доведеною теоремою хара-
ктеристичний многочлен лiнiйного оператора не залежить вiд вибору
базису, замiсть слiв «характеристичний многочлен лiнiйного опе-
ратора 𝑇 в базисi ℬ» будемо говорити просто «характеристичний
многочлен лiнiйного оператора 𝑇».

Iзоморфiзм алгебр лiнiйних операторiв простору R𝑛 i матриць
𝑀𝑛(R) дає пiдстави до означення характеристичного многочлена
матрицi.

Означення 6.3. Характеристичним многочленом матрицi 𝐴
називається многочлен вiдносно змiнної 𝜆 det(𝐴− 𝜆𝐼).

Таким чином, для знаходження власних значень лiнiйного опера-
тора (матрицi) необхiдно знаходити коренi характеристичного много-
члена. Вiдповiдь на питання про можливу кiлькiсть таких коренiв
дають такi класичнi теореми.

Теорема 6.2. Многочлен 𝑛-го степеня з комплексними коефiцi-
єнтами не може мати бiльше нiж 𝑛 коренiв.

Теорема 6.3 (Основна теорема алгебри многочленiв). Кожний
многочлен степеня 𝑛 > 1 з комплексними коефiцiєнтами має при-
наймнi один комплексний корiнь.

Остання теорема є фундаментальною в математицi. Їй вiдведена
особлива назва: вона називається основною теоремою алгебри мно-
гочленiв (або просто основна теорема алгебри). Її доведення можна
знайти в пiдручниках з теорiї функцiй комплексної змiнної1.

1Див., наприклад, Маркушевич А. И. Теория аналитических функций. Том
1. — М., ФМЛ, 1967. — С. 312.
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Отже, з основної теореми алгебри випливає, що якщо векторний
простiр розглядається над полем комплексних чисел, то кожний
лiнiйний оператор цього простору має принаймнi один власний вектор.
Якщо ж векторний простiр розглядається над полем дiйних чисел,
то лiнiйний оператор може взагалi не мати власних векторiв.

2.2. Алгоритм вiдшукання власних значень i власних ве-
кторiв матрицi. Нехай 𝐴—матриця 𝑛-го порядку.

1. Складаємо характеристичний многочлен матрицi 𝐴: det(𝐴− 𝜆𝐼).
2. Розв’язуємо характеристичне рiвняння det(𝐴−𝜆𝐼) = 0 i знаходимо

власнi значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚.
3. Для кожного власного значення 𝜆𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑚 знаходимо базис

простору розв’язкiв однорiдної системи (𝐴 − 𝜆𝑖𝐼)𝑥⃗ = 0⃗ (фунда-
ментальну систему розв’язкiв цiєї системи) — сукупнiсть лiнiйно
незалежних власних векторiв, що вiдповiдають власному значенню
𝜆𝑖.

Власним пiдпростором, що вiдповiдає 𝜆𝑖, є загальний розв’язок
системи (𝐴− 𝜆𝑖𝐼)𝑥⃗ = 0⃗.

Зауважимо, що знайти власнi значення i власнi вектори лiнiйного
оператора — означає знайти власнi значення i власнi вектори матрицi
цього лiнiйного оператора в довiльному базисi.

Приклад 6.6. Знайти власнi значення i власнi вектори матрицi

𝐴 =

⎡⎣0 1 0

0 0 1

2 −5 4

⎤⎦ .

Розв’язання. Знайдемо характеристичний многочлен матрицi
𝐴:

det(𝐴− 𝜆𝐼) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−𝜆 1 0

0 −𝜆 1

2 −5 4− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −𝜆

⃒⃒⃒⃒
−𝜆 1

−5 4− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
− 1 ·

⃒⃒⃒⃒
0 1

2 4− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
=

=− 𝜆(−4𝜆 + 𝜆2 + 5) + 2 = −𝜆3 + 4𝜆2 − 5𝜆 + 2.

Складемо i розв’яжемо характеристичне рiвняння:

−𝜆3 + 4𝜆2 − 5𝜆 + 2 = 0;

𝜆3 − 4𝜆2 + 5𝜆− 2 = 0.
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Розклавши многочлен в лiвiй частинi на множники, знаходимо:
(𝜆− 1)2(𝜆− 2) = 0,

тобто характеристичне рiвняння має двократний корiнь 1 (𝜆1 = 𝜆2 =

1) i однократний корiнь 2 (𝜆3 = 2). Отже, 1 i 2 — власнi значення
матрицi 𝐴.

Знайдемо власнi вектори, що вiдповiдають власному значенню 1.
Для цього слiд розв’язати систему (𝐴− 1 · 𝐼)𝑥⃗ = 0⃗. Маємо:⎡⎣−1 1 0

0 −1 1

2 −5 3

⎤⎦⎡⎣𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎤⎦ =

⎡⎣0

0

0

⎤⎦ ;

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑥1 + 𝑥2 = 0,

−𝑥2 + 𝑥3 = 0,

2𝑥1 − 5𝑥2 + 3𝑥3 = 0;

Зауважимо, що ми напевно знаємо, що ця система має безлiч
розв’язкiв (матриця цiєї системи є виродженою). Це означає, що
ранг матрицi системи менший 3. Оскiльки перше i друге рiвняння
незалежнi, то третє рiвняння є наслiдком перших двох. Тодi 𝑥1 =

𝑥2 = 𝑥3 i загальним розв’язком системи (власним пiдпростором, що
вiдповiдає власному значенню 1) є множина {(𝑎, 𝑎, 𝑎)|𝑎 ∈ R}. В якостi

базисного вектору можна взяти вектор 𝑢⃗1 =

⎡⎣1

1

1

⎤⎦.
Аналогiчно знайдемо власнi вектори, що вiдповiдають власному

значенню 2. Для цього розв’яжемо систему (𝐴− 2 · 𝐼)𝑥⃗ = 0⃗:⎡⎣−2 1 0

0 −2 1

2 −5 2

⎤⎦⎡⎣𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎤⎦ =

⎡⎣0

0

0

⎤⎦ ;

⎧⎪⎨⎪⎩
−2𝑥1 + 𝑥2 = 0,

−2𝑥2 + 𝑥3 = 0,

2𝑥1 − 5𝑥2 + 3𝑥3 = 0,

звiдки знаходимо загальний розв’язок {(𝑎, 2𝑎, 4𝑎)|𝑎 ∈ R}. Отже, усi
власнi вектори, що вiдповiдають власному значенню 2, колiнеарнi

вектору 𝑢⃗2 =

⎡⎣1

2

4

⎤⎦. �
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2.3. Деякi властивостi власних значень та власних векто-
рiв.

Теорема 6.4. Власними значеннями трикутної матрицi є тi
її елементи, що розташованi на головнiй дiагоналi.

Доведення. Доведення проведемо для випадку верхньої три-
кутної матрицi (доведення для нижньої трикутної матрицi цiлком
аналогiчне). Нехай 𝐴— верхня трикутна матриця, тобто матриця
виду: ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1,𝑛−1 𝑎1𝑛
0 𝑎22 . . . 𝑎2,𝑛−1 𝑎2𝑛
0 0 . . . 𝑎3,𝑛−1 𝑎3𝑛
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(усi елементи, що розташованi пiд головною дiагоналлю дорiвнюють
нулю). Тодi матриця 𝐴 − 𝜆𝐼 є також верхньою трикутною. Вiдо-
мо, що детермiнант трикутної матрицi дорiвнює добутку елементiв,
розташованих на головнiй дiагоналi. Тому

det(𝐴− 𝜆𝐼) = (𝑎11 − 𝜆)(𝑎22 − 𝜆) . . . (𝑎𝑛𝑛 − 𝜆).

Очевидно, що коренями характеристичного рiвняння є
𝑎11, 𝑎22, . . . , 𝑎𝑛𝑛. �

Теорема 6.5. Квадратна матриця 𝐴 є оборотною (неособливою)
тодi i тiльки тодi, коли 0 не є власним значенням цiєї матрицi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай матриця 𝐴 оборотна. Припу-
стимо, що 0 є її власним значенням. Це означає, що детермiнант
матрицi 𝐴 − 0 · 𝐼 = 𝐴 дорiвнює нулю, що суперечить тому, що ма-
триця оборотна. Отже, 0 не може бути власним значенням оборотної
матрицi.

Достатнiсть. Нехай 0 не є власним значенням матрицi 𝐴. При-
пустимо, що до матрицi 𝐴 не iснує оберненої. Тодi вона вироджена i
її детермiнант дорiвнює нулю. Тодi 0 = det𝐴 = det(𝐴− 0 · 𝐼), тобто 0
є власним значенням цiєї матрицi. Дiстали суперечнiсть, отже наше
припущення було невiрним i матриця 𝐴 є оборотною. �

Теорема 6.6. Нехай 𝐴— квадратна матриця, 𝜆— її власне зна-
чення, що вiдповiдає власному вектору 𝑢⃗.
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1. Для кожного 𝑘 ∈ N 𝑢⃗ є власним вектором матрицi 𝐴𝑘, а 𝜆𝑘 є
власним значенням, що вiдповiдає цьому власному вектору.

2. Якщо 𝐴— оборотна, то 1
𝜆 є власним значенням матрицi 𝐴−1,

що вiдповiдає власному вектору 𝑢⃗.

Доведення. 1. Доведення проведемо методом математичної iн-
дукцiї. База iндукцiї очевидна. Припустимо, що для довiльного,
але фiксованого 𝑙, твердження теореми має мiсце, тобто 𝜆𝑙 є вла-
сним значенням матрицi 𝐴𝑙, а 𝑢⃗— власним вектором, що вiдповiдає
цьому власному значенню, тобто 𝐴𝑙𝑢⃗ = 𝜆𝑙𝑢⃗. Тодi

𝐴𝑙+1𝑢⃗ = 𝐴𝑙 ·𝐴𝑢⃗ = 𝐴𝑙 · 𝜆𝑢⃗ = 𝜆 ·𝐴𝑙𝑢⃗ = 𝜆𝑙+1𝑢⃗,

тобто твердження теореми має мiсце i для 𝑘 = 𝑙 + 1.
2. Нехай матриця 𝐴 оборотна i 𝜆— її власне значення, що вiдповiдає

власному вектору 𝑢⃗. З теореми 6.5 випливає, що 𝜆 ̸= 0. Маємо:
𝐴𝑢⃗ = 𝜆𝑢⃗. Домножимо обидвi частини останньої рiвностi на 𝜆−1 i
злiва на 𝐴−1. Дiстанемо:

1

𝜆
𝐴−1𝐴𝑢⃗ = 𝐴−1𝑢⃗,

звiдки 1
𝜆 𝑢⃗ = 𝐴−1𝑢⃗, що i означає, що 1

𝜆 є власним значенням матрицi
𝐴−1, що вiдповiдає власному вектору 𝑢⃗.

�

Теорема 6.7. Система 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑘 власних векторiв лiнiйного
оператора 𝑇 𝑛-вимiрного простору 𝑉 (𝑘 6 𝑛), яким вiдповiдають
попарно рiзнi власнi значення, є лiнiйно незалежною.

Доведення. Доведемо методом математичної iндукцiї за числом
векторiв системи.

При 𝑘 = 1 теорема, вочевидь, має мiсце. Припустимо, що теорема
має мiсце при довiльному, але фiксованому 𝑘 = 𝑠 < 𝑛, тобто що
система векторiв 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑠 є лiнiйно незалежною. Приєднаємо до цiєї
системи ще один вектор 𝑢⃗𝑠+1. Потрiбно показати, що утворена нова
система векторiв 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑠, 𝑢⃗𝑠+1 є лiнiйно незалежною.

Припустимо супротивне, а саме: нехай вектори 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑠, 𝑢⃗𝑠+1

утворюють лiнiйно залежну систему. Тодi оскiльки 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑠 —лi-
нiйно незалежна система, то вектор 𝑢⃗𝑠+1 лiнiйно виражається через
вектори 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑠:

𝑢⃗𝑠+1 = 𝛼1𝑢⃗1 + · · ·+ 𝛼𝑠𝑢⃗𝑠. (6.1)
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Подiємо на обидвi частини останньої рiвностi оператором 𝑇 :

𝑇 (𝑢⃗𝑠+1) = 𝑇 (𝛼1𝑢⃗1 + · · ·+ 𝛼𝑠𝑢⃗𝑠),

звiдки з урахуванням лiнiйностi 𝑇 i того, що 𝑢⃗𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑠 + 1 є
власними векторами:

𝜆𝑠+1𝑢⃗𝑠+1 = 𝛼1𝜆1𝑢⃗1 + · · ·+ 𝛼𝑠𝜆𝑠𝑢⃗𝑠. (6.2)

З iншого боку, помножимо (6.1) на 𝜆𝑠+1 (𝜆𝑠+1 не може дорiвнювати
нулю, оскiльки в протилежному випадку рiвнiсть (6.2) свiдчила б
про лiнiйну залежнiсть системи векторiв 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑠) i дiстанемо:

𝜆𝑠+1𝑢⃗𝑠+1 = 𝛼1𝜆𝑠+1𝑢⃗1 + · · ·+ 𝛼𝑠𝜆𝑠+1𝑢⃗𝑠. (6.3)

Вiднiмемо вiд рiвностi (6.2) рiвнiсть (6.3):

0⃗ = 𝛼1(𝜆1 − 𝜆𝑠+1)𝑢⃗1 + · · ·+ 𝛼𝑠(𝜆𝑠 − 𝜆𝑠+1)𝑢⃗𝑠.

Остання рiвнiсть для лiнiйно незалежної системи векторiв 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑠

можлива лише, коли усi коефiцiєнти дорiвнюють при векторах нулю.
Оскiльки власнi значення є попарно рiзними, то 𝛼1 = . . . = 𝛼𝑠 = 0.
Тодi з (6.1) одержуємо 𝑢⃗𝑠+1 = 0⃗, що суперечить тому, що власний
вектор обов’язково ненульовий. Таким чином, наше припущення
невiрне i система векторiв 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑠, 𝑢⃗𝑠+1 є лiнiйно незалежною. �

Приклад 6.7. Обчислити
[︂
0 1

2 1

]︂10 [︂
5

1

]︂
.

Розв’язання. Одним iз способiв розв’язання цiєї задачi є спосiб

безпосереднього обчислення степенiв матрицi
[︂
0 1

2 1

]︂
до десятого

степеня включно з подальшим множенням на матрицю
[︂
5

1

]︂
. Проте ми

розглянемо iнший спосiб розв’язання цiєї задачi, при якому показник
10 може бути замiнено довiльним iншим натуральним числом.

Введемо такi позначення: 𝐴 =

[︂
0 1

2 1

]︂
, 𝑥⃗ =

[︂
5

1

]︂
. Отже, нам необ-

хiдно обчислити 𝐴10𝑥⃗. Знайдемо власнi значення i власнi вектори
матрицi 𝐴.

Характеристичне рiвняння
⃒⃒⃒⃒
−𝜆 1

2 1− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
= 0 має коренi 𝜆1 = −1,

𝜆2 = 2. Власнi вектори, що вiдповiдають цим власним значенням
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вiдповiдно 𝑢⃗1 =

[︂
1

−1

]︂
та 𝑢⃗2 =

[︂
1

2

]︂
. Вони лiнiйно незалежнi, i, бiльше

того, утворюють базис простору R2. Знайдемо координати вектора 𝑥⃗

в цьому базисi. Нехай 𝑥⃗ = 𝛼1𝑢⃗1 + 𝛼2𝑢⃗2. Тодi[︂
5

1

]︂
= 𝛼1

[︂
1

−1

]︂
+ 𝛼2

[︂
1

2

]︂
;{︃

𝛼1 + 𝛼2 = 5,

−𝛼1 + 2𝛼2 = 1.

Знаходимо: 𝛼1 = 3, 𝛼2 = 2. Таким чином, 𝑥⃗ = 3𝑢⃗1 + 2𝑢⃗2. Тодi

𝐴10 · 𝑥⃗ = 𝐴10 · (3𝑢⃗1 + 2𝑢⃗2) = 3(𝐴10 · 𝑢⃗1) + 2(𝐴10 · 𝑢⃗2) =

= 3(𝜆10
1 )𝑢⃗1 + 2(𝜆10

2 )𝑢⃗2 = 3(−1)10
[︂

1

−1

]︂
+ 2(210)

[︂
1

2

]︂
=

=

[︂
3 + 211

−3 + 212

]︂
=

[︂
2051

4093

]︂
.

�

§ 3. Дiагоналiзацiя матриць

Як було сказано вище, актуальною є проблема вiдшукання в класi
подiбних матриць в певному розумiннi найпростiшого представника,
оскiльки матрицi лiнiйного оператора в рiзних базисах подiбнi. Таким
представником можна було б вважати дiагональнi матрицi, оскiльки
над ними легко виконувати операцiї. В цьому параграфi ми розгля-
немо умови, за яких задана матриця є подiбною до дiагональної, а
також встановимо вигляд такої дiагональної матрицi.

3.1. Умови, за яких матриця зводиться до дiагонального
виду.

Означення 6.4. Матриця 𝐴 𝑛-го порядку називається дiаго-
налiзовною (зводиться до дiагонального виду), якщо вона подiбна
до дiагональної матрицi, тобто iснують невироджена матриця 𝑃 i
дiагональна 𝐷 такi, що 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 (або, що те ж саме, 𝐴𝑃 = 𝑃𝐷).

Приклад 6.8. Чи зводиться до дiагональної матриця 𝐴 =[︂
1 6

5 2

]︂
?
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Розв’язання. Доведемо, що вiдповiдь позитивна, i шуканими є

матрицi 𝐷 =

[︂
𝜆1 0

0 𝜆2

]︂
i 𝑃 =

[︀
𝑢⃗1 𝑢⃗2

]︀
, де 𝑢⃗1, 𝑢⃗2 — власнi вектори, що

вiдповiдають власним значенням 𝜆1 i 𝜆2 вiдповiдно.
Знайдемо власнi значення матрицi 𝐴. Для цього розв’яжемо

характеристичне рiвняння:⃒⃒⃒⃒
1− 𝜆 6

5 2− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
= 0.

Маємо: 𝜆2 − 3𝜆− 28 = 0, звiдки 𝜆1 = −4, 𝜆2 = 7.
Власний вектор, що вiдповiдає власному значенню 𝜆1 = −4, є

розв’язком системи [︂
1 6

5 2

]︂ [︂
𝑥1

𝑥2

]︂
=

[︂
−4𝑥1

−4𝑥2

]︂
.

Таким вектором є вектор 𝑢⃗1 =

[︂
6

−5

]︂
. Аналогiчно знаходимо, що

власним вектором, що вiдповiдає власному значенню 𝜆2 = 7, є вектор

𝑢⃗2 =

[︂
1

1

]︂
. Формуємо матрицi 𝑃 =

[︂
6 1

−5 1

]︂
, 𝐷 =

[︂
−4 0

0 7

]︂
.

Нарештi, обчислюємо:

𝐴𝑃 =

[︂
1 6

5 2

]︂ [︂
6 1

−5 1

]︂
=

[︂
−24 7

20 7

]︂
;

𝑃𝐷 =

[︂
6 1

−5 1

]︂ [︂
−4 0

0 7

]︂
=

[︂
−24 7

20 7

]︂
.

Таким чином матриця 𝐴 зводиться до дiагональної. �
Наведений приклад дозволяє висунути гiпотезу про алгоритм зве-

дення матрицi до дiагонального виду. Наступна теорема встановлює,
коли саме це можливо здiйснити i обґрунтовує вигляд матриць 𝑃 та
𝐷.

Теорема 6.8. Матриця 𝑛-го порядку зводиться до дiагональної
тодi i тiльки тодi, коли вона має 𝑛 лiнiйно незалежних власних
векторiв.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай матриця 𝐴 зводиться до дi-
агональної. Це означає, що iснують невироджена матриця 𝑃 та
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дiагональна 𝐷 такi, що 𝐴𝑃 = 𝑃𝐷. Нехай 𝑃 =
[︀
𝑣⃗1 𝑣⃗2 . . . 𝑣⃗𝑛

]︀
,

𝐷 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝛼1 0 . . . 0

0 𝛼2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 𝛼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦.
Тодi

𝐴𝑃 = 𝐴 ·
[︀
𝑣⃗1 𝑣⃗2 . . . 𝑣⃗𝑛

]︀
=

[︀
𝐴𝑣⃗1 𝐴𝑣⃗2 . . . 𝐴𝑣⃗𝑛

]︀
;

𝑃𝐷 =
[︀
𝑣⃗1 𝑣⃗2 . . . 𝑣⃗𝑛

]︀
𝐷 =

[︀
𝛼1𝑣⃗1 𝛼2𝑣⃗2 . . . 𝛼𝑛𝑣⃗𝑛

]︀
.

Тодi 𝐴𝑣⃗𝑖 = 𝛼𝑖𝑣⃗𝑖 для кожного 1 6 1 6 𝑛. Це означає, що 𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑛 —
власнi вектори матрицi 𝐴 i вони є лiнiйно незалежними, оскiльки
формують стовпцi невиродженої матрицi 𝑃 .

Достатнiсть. Нехай, 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑛 —лiнiйно незалежнi власнi векто-
ри матрицi 𝐴, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — вiдповiднi їм власнi значення (зауважимо,
що серед власних значень можуть бути i однаковi числа). Складемо
матрицю 𝑃 =

[︀
𝑢⃗1 𝑢⃗2 . . . 𝑢⃗𝑛

]︀
, 𝐷 = diag{𝜆1, . . . , 𝜆𝑛}. Тодi

𝐴𝑃 =
[︀
𝐴𝑢⃗1 𝐴𝑢⃗2 . . . 𝐴𝑢⃗𝑛

]︀
=

[︀
𝜆1𝑢⃗1 𝜆2𝑢⃗2 . . . 𝜆𝑛𝑢⃗𝑛

]︀
= 𝑃𝐷,

що i означає, що матриця 𝐴 зводиться до дiагонального виду. �

Алгоритм дiагоналiзацiї квадратної матрицi 𝐴:

1. Знаходимо усi власнi значення матрицi 𝐴. Якщо коренiв менше
𝑛 (з урахуванням кратностi), то матриця не зводиться до
дiагонального виду; якщо коренiв рiвно 𝑛, то переходимо до
наступного кроку.

2. Знаходимо усi лiнiйно незалежнi власнi вектори 𝑢⃗1, . . . , 𝑢⃗𝑘, що
вiдповiдають знайденим власним значенням. Якщо 𝑘 = 𝑛 (𝑛—
розмiрнiсть матрицi), то матриця 𝐴 зводиться до дiагональ-
ного виду i переходимо до кроку 3, якщо ж 𝑘 < 𝑛— то не зводиться.

3. Складаємо матрицi 𝑃 =
[︀
𝑢⃗1 . . . 𝑢⃗𝑛

]︀
та 𝐷 = diag{𝜆1, . . . , 𝜆𝑛},

причому власному вектору 𝑢⃗𝑘 повинно вiдповiдати його власне
значення 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛. Тодi

𝐴 = 𝑃 ·𝐷 · 𝑃−1.
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Приклад 6.9. Звести до дiагонального виду матрицю

𝐴 =

⎡⎣0 1 0

0 0 1

2 −5 4

⎤⎦ .

Розв’язання. Зазначимо, що ця матриця розглядалась в при-
кладi 6.6, де нами було встановлено, що вона має лише два лiнiйно

незалежнi власнi вектори 𝑢⃗1 =

⎡⎣1

1

1

⎤⎦ та 𝑢⃗2 =

⎡⎣1

2

4

⎤⎦. Отже, за теоремою

6.8 стверджуємо, що дана матриця не зводиться до дiагонального
виду. �

Зауваження. Як бачимо з прикладу, кiлькiсть лiнiйно незале-
жних власних векторiв лiнiйного оператора може бути меншою 𝑛 i
в цьому випадку вiн не може бути зведений до дiагональної форми.
Виникає питання: як знайти базис простору, в якому матриця тако-
го перетворення має якомога простiший вигляд? Такий простiший
вигляд називають жордановою нормальною формою, яка може бути
знайдена для кожної матрицi, а у випадку, коли вона має 𝑛 лiнiйно
незалежних власних векторiв — спiвпадає з дiагональною. Детальнiше
з цим можна ознайомитись, наприклад, в посiбниках [2, 16].

3.2. Застосування дiагоналiзацiї матриць до знаходжен-
ня степенiв матриць.

Подання матрицi у виглядi добутку iнших матриць часто допома-
гає при розв’язаннi рiзноманiтних задач. Покажемо, як дiагоналiзацiя
матриць допомагає у пiднесеннi матриць до степеня.

Теорема 6.9. Нехай 𝐴— квадратна матриця 𝑛-го порядку, яка
зводиться до дiагонального виду: 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1. Тодi для довiльного
натурального 𝑛:

𝐴𝑛 = 𝑃 ·𝐷𝑛 · 𝑃−1.

Доведення. Доведення проведемо методом математичної iнду-
кцiї. Для 𝑛 = 1 твердження очевидне. Припустимо, що твердження
має мiсце для довiльного, але фiксованого 𝑘, тобто 𝐴𝑘 = 𝑃 ·𝐷𝑘 · 𝑃−1.
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Тодi

𝐴𝑘+1 = 𝐴𝑘 ·𝐴 = (𝑃 ·𝐷𝑘 · 𝑃−1) · (𝑃 ·𝐷 · 𝑃−1) =

= 𝑃𝐷𝑘(𝑃−1𝑃 )𝐷𝑃−1 = 𝑃 (𝐷𝑘𝐷)𝑃−1 = 𝑃𝐷𝑘+1𝑃−1,

що i потрiбно було довести. �

Приклад 6.10. Знайти 𝐴100, якщо 𝐴 =

[︂
0 1

2 1

]︂
.

Розв’язання. Матриця 𝐴 фiгурувала у прикладi 6.7. В то-
му прикладi було обчислено власнi значення та власнi вектори цiєї
матрицi:

𝜆1 = −1, 𝑢⃗1 =

[︂
1

−1

]︂
;

𝜆2 = 2, 𝑢⃗2 =

[︂
1

2

]︂
.

Оскiльки матриця 𝐴 другого порядку, а лiнiйно незалежних власних
векторiв також 2, то за теоремою 6.8 її можна звести до дiагонального
виду, причому

𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1, де 𝐷 =

[︂
−1 0

0 2

]︂
, 𝑃 =

[︂
1 1

−1 2

]︂
.

Тодi

𝐴100 = 𝑃𝐷100𝑃−1 =

[︂
1 1

−1 2

]︂
·
[︂
(−1)100 0

0 2100

]︂
· 1

3

[︂
2 −1

1 1

]︂
=

=
1

3

[︂
1 2100

−1 2101

]︂ [︂
2 −1

1 1

]︂
=

1

3

[︂
2100 + 2 2100 − 1

2101 − 2 2101 + 1

]︂
.

�

3.3. Застосування дiагоналiзацiї матриць до розв’язува-
ння рiзницевих рiвнянь.

Iнше застосування теорiї матриць загалом i дiагоналiзацiї матриць
зокрема, а саме розв’язування рiзницевих рiвнянь, проiлюструємо на
прикладi.

Приклад 6.11. Послiдовнiсть чисел (𝑥𝑛) задана рекурентно:
𝑥𝑛+2 = 6𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+1, 𝑛 > 0, 𝑥0 = 𝑥1 = 1. Знайти формулу для вираже-
ння 𝑥𝑛 через 𝑛.
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Розв’язання. Нехай 𝑣⃗𝑛 =

[︂
𝑥𝑛

𝑥𝑛+1

]︂
, 𝑛 > 0. Тодi

𝑣⃗𝑛+1 =

[︂
𝑥𝑛+1

𝑥𝑛+2

]︂
=

[︂
0 1

6 1

]︂
·
[︂

𝑥𝑛

𝑥𝑛+1

]︂
.

Позначимо 𝐴 =

[︂
0 1

6 1

]︂
, тодi 𝑣⃗𝑛+1 = 𝐴 · 𝑣⃗𝑛. Iндуктивно знаходимо,

що 𝑣⃗𝑛 = 𝐴𝑛 · 𝑣⃗0. А оскiльки 𝑣⃗0 =

[︂
1

1

]︂
, то розв’язання задачi зводи-

ться до знаходження 𝐴𝑛. З цiєю метою використаємо метод, що був
запропонований в п. 3.2.

Характеристичне рiвняння матрицi 𝐴⃒⃒⃒⃒
−𝜆 1

6 1− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
= 0

має коренi 𝜆1 = −2, 𝜆2 = 3. Власнi вектори, що вiдповiдають цим

власним значенням— вiдповiдно 𝑢⃗1 =

[︂
1

−2

]︂
та 𝑢⃗2 =

[︂
1

3

]︂
. Таким

чином,

𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 =

[︂
1 1

−2 3

]︂ [︂
−2 0

0 3

]︂ [︂
1 1

−2 3

]︂−1
.

𝐴𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1 =

[︂
1 1

−2 3

]︂ [︂
(−2)𝑛 0

0 3𝑛

]︂
· 1

5

[︂
3 −1

2 1

]︂
=

=
1

5

[︂
3(−2)𝑛 + 2 · 3𝑛 −(−2)𝑛 + 3𝑛

3(−2)𝑛+1 + 2 · 3𝑛+1 −(−2)𝑛+1 + 3𝑛+1

]︂
.

Повернемось до 𝑣⃗𝑛:

𝑣⃗𝑛 =
1

5

[︂
3(−2)𝑛 + 2 · 3𝑛 −(−2)𝑛 + 3𝑛

3(−2)𝑛+1 + 2 · 3𝑛+1 −(−2)𝑛+1 + 3𝑛+1

]︂ [︂
1

1

]︂
=

=
1

5

[︂
(−1)𝑛 · 2𝑛+1 + 3𝑛+1

(−1)𝑛+1 · 2𝑛+2 + 3𝑛+2

]︂
.

Таким чином, 𝑥𝑛 = 1
5 ((−1)𝑛 · 2𝑛+1 + 3𝑛+1). �

Додатковi вiдомостi i завдання для самостiйної роботи

1. Якщо 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + . . . + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 i 𝐴— квадратна матриця 𝑛-го
порядку, то ми можемо означити матрицю 𝑝(𝐴) рiвнiстю:

𝑝(𝐴) = 𝐴𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐴
𝑛−1 + . . .+ 𝑎1𝐴+ 𝑎0𝐼.
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Довести, що якщо 𝑝(𝑥) — характеристичний многочлен матрицi 𝐴, то 𝑝(𝐴) ≡ 𝑂

(iншими словами, кожна матриця задовольняє своє характеристичне рiвняння).
Цей факт вiдомий як теорема Гамiльтона1–Келi2. Її доведення можна знайти
в монографiї Ф.Р. Гантмахера «Теория матриц» (М.: Наука, 1967. — 576 с.).

2. Довести, що нiльпотентна матриця не має вiдмiнних вiд нуля власних значень.
3. Довести, що якщо матриця 𝐴 зводиться до дiагонального виду, то 𝐴𝑇 також

зводиться до дiагонального виду.
4. Довести, що якщо оборотна матриця 𝐴 зводиться до дiагонального виду, то

𝐴−1 також зводиться до дiагонального виду.
5. Нехай 𝐴 i 𝐵 — 𝑛 × 𝑛 матрицi, кожна з яких має 𝑛 рiзних власних значень.

Довести, що 𝐴 i 𝐵 мають однаковi власнi вектори тодi i тiльки тодi, коли
𝐴𝐵 = 𝐵𝐴.

6. Довести, що сума власних пiдпросторiв лiнiйного оператора є прямою сумою.
7. Нехай 𝐴— квадратна матриця, яка має такий блочний вигляд:

𝐴 =

[︃
𝑃 𝑄

𝑂 𝑆

]︃
,

де 𝑃 та 𝑆 — квадратнi матрицi, 𝑂 — нульова. Довести, що характеристичний
многочлен матрицi 𝐴 дорiвнює добутку характеристичних многочленiв ма-
триць 𝑃 та 𝑆.

8. Довести, що матриця 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(R), яка має 𝑛 дiйсних характеристичних коренiв,
рахуючи кожен з його кратнiстю, подiбна до деякої трикутної матрицi (теорема
Шура3).

9. Довести, що кожне лiнiйне перетворення дiйсного ненульового векторного
простору має принаймнi один iнварiантний пiдпростiр розмiрностi 1 або 2 ([11,
с. 221]).

1William Rowan Hamilton (1806–1865) — видатний iрландський математик.
2Arthur Cayley (1821–1895) — англiйський математик.
3Issai Schur (1875–1941) — нiмецький та iзраїльський математик.



Роздiл 7

Лiнiйнi оператори в евклiдовому
просторi

. . . В ту пору часто, закрыв учебник,
я от амбиций моих ущербных
провозглашал решенным вопрос любой.
И заключал, что двойного смысла
иметь не могут слова и числа,
и пребывал отчаянно горд собой.

Но проходила неделя, две ли,
слова смещались куда хотели,
как А и Б, сидевшие на трубе.
И числа вновь обретали сложность.
И сознавал я свою ничтожность,
и изнывал от ненависти к себе. . .

М. Щербаков, «После детства»

В цьому роздiлi ми вивчаємо особливостi лiнiйних операторiв у
дiйсному просторi зi скалярним множенням. Ми введемо поняття
оператора, спряженого до даного, ортогонального оператора, а також
розглянемо властивостi матриць, що їм вiдповiдають, а наприкiнцi
роздiлу встановимо цiкавi властивостi симетричних матриць.

§ 1. Поняття оператора, спряженого до даного

1.1. Транспонованi матрицi та деякi їх властивостi.
Нагадаємо деякi означення з роздiлу 2.

Означення 7.1. Транспонованою до матрицi 𝐴 розмiру 𝑚× 𝑛

називається матриця 𝐴𝑇 розмiру 𝑛 × 𝑚, стовпцi якої є рядками
матрицi 𝐴.
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Приклад 7.1. Якщо

𝐴 =

[︂
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︂
, 𝐵 =

[︂
1 2 3

4 5 6

]︂
, 𝐶 =

[︂
1 3

3 2

]︂
,

то

𝐴𝑇 =

[︂
𝑎 𝑐

𝑏 𝑑

]︂
, 𝐵𝑇 =

⎡⎣1 4

2 5

3 6

⎤⎦ , 𝐶𝑇 =

[︂
1 3

3 2

]︂
.

Означення 7.2. Матриця 𝐴 називається симетричною, якщо
𝐴𝑇 = 𝐴.

Матриця 𝐶 з попереднього прикладу є симетричною. Матриця
𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] є симетричною тодi i тiльки тодi, коли 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 для усiх 𝑖, 𝑗.

Властивостi операцiї транспонування матрицi з iншими операцiя-
ми над матрицями висвiтлює наступне твердження.

Теорема 7.1. Нехай 𝐴,𝐵 — матрицi (таких розмiрiв, щоб опе-
рацiї, якi описанi нижче, виконувались), 𝜆 ∈ R. Тодi:

1) (𝐴𝑇 )𝑇 = 𝐴;
2) (𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇 ;
3) (𝜆𝐴)𝑇 = 𝜆 ·𝐴𝑇 ;
4) (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇 ;
5) якщо 𝐴 оборотна, то (𝐴−1)𝑇 = (𝐴𝑇 )−1;
6) 𝐴 ·𝐴𝑇 та 𝐴𝑇 ·𝐴— симетричнi матрицi.

Доведення. Властивостi 1–3 є достатньо очевидними i доводя-
ться безпосередньо перевiркою.

Доведемо властивiсть 4. Спочатку переконаємось, що матрицi
(𝐴𝐵)𝑇 та 𝐵𝑇𝐴𝑇 мають однакову розмiрнiсть. Справдi, нехай 𝐴 ∈
𝑀𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛×𝑘, тодi 𝐴𝐵 ∈ 𝑀𝑚×𝑘, (𝐴𝐵)𝑇 ∈ 𝑀𝑘×𝑚, а також 𝐴𝑇 ∈
𝑀𝑛×𝑚, 𝐵𝑇 ∈𝑀𝑘×𝑛 i 𝐵𝑇𝐴𝑇 ∈𝑀𝑘×𝑚. Тепер доведемо, що вiдповiднi
елементи матриць (𝐴𝐵)𝑇 та 𝐵𝑇𝐴𝑇 однаковi. Позначимо через [𝐴]𝑖𝑗 —
елемент 𝑖-го рядка i 𝑗-го стовпчика матрицi 𝐴. Тодi:[︀
(𝐴𝐵)𝑇

]︀
𝑖𝑗

=[𝐴𝐵]𝑗𝑖 =

=(𝑗-ий рядок матрицi 𝐴) · (𝑖-ий стовпець матрицi 𝐵) =

=(𝑗-ий стовпець матрицi 𝐴𝑇 ) · (𝑖-ий рядок матрицi 𝐵𝑇 ) =

=(𝑖-ий рядок матрицi 𝐵𝑇 ) · (𝑗-ий стовпець матрицi 𝐴𝑇 ) =

=[𝐵𝑇𝐴𝑇 ]𝑖𝑗
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(тут · позначає скалярний добуток векторiв, координати яких є рядки
чи стовпцi вiдповiдних матрицi).

5. Нехай 𝐴— оборотна матриця. Це означає, що iснує матриця
𝐴−1 така, що 𝐴−1 ·𝐴 = 𝐼. Тодi (𝐴−1 ·𝐴)𝑇 = 𝐼𝑇 . За попереду доведеною
властивiстю 4 дiстаємо 𝐴𝑇 (𝐴−1)𝑇 = 𝐼. Остання рiвнiсть означає, що
матриця (𝐴−1)𝑇 є оберненою до матрицi 𝐴𝑇 , що i потрiбно було
довести.

6. Справдi, на основi доведених вище властивостей 4 та 1, знахо-
димо:

(𝐴 ·𝐴𝑇 )𝑇 = (𝐴𝑇 )𝑇 ·𝐴𝑇 = 𝐴 ·𝐴𝑇 ,

тобто матриця 𝐴𝐴𝑇 є симетричною. Аналогiчно знаходимо, що i 𝐴𝐴𝑇

також симетрична. �

1.2. Оператор, спряжений до даного.
Перейдемо до розгляду лiнiйних операторiв, якi заданi у евклiдо-

вому векторному просторi, тобто дiйсному векторному просторi, в
якому визначене скалярне множення векторiв.

Нехай 𝐸𝑛 — евклiдовий векторний простiр, ℰ =
(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— ор-

тонормований базис цього простору. Нехай також 𝑇 —лiнiйний опе-
ратор простору 𝐸𝑛, 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] —матриця цього лiнiйного оператора в
базисi ℰ .

Означення 7.3. Оператор 𝑇 * називається спряженим до лiнiй-
ного оператора 𝑇 , якщо для довiльних 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝐸𝑛:(︀

𝑇 (𝑥⃗), 𝑦⃗
)︀

=
(︀
𝑥⃗, 𝑇 *(𝑦⃗)

)︀
(7.1)

Спочатку доведемо таке допомiжне твердження.

Лема 7.1. Якщо 𝑇 i 𝑆 — лiнiйнi оператори простору 𝐸𝑛 i(︀
𝑥⃗, 𝑇 (𝑦⃗)

)︀
=

(︀
𝑥⃗, 𝑆(𝑦⃗)

)︀
для довiльних 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝐸𝑛, то 𝑇 ≡ 𝑆.

Доведення. Маємо, що(︀
𝑥⃗, 𝑇 (𝑦⃗)

)︀
−
(︀
𝑥⃗, 𝑆(𝑦⃗)

)︀
=

(︀
𝑥⃗, (𝑇 − 𝑆)𝑦⃗

)︀
= 0

для всiх 𝑥⃗, 𝑦⃗, а значить i для 𝑥⃗ = (𝑇 − 𝑆)𝑦⃗. Тодi(︀
(𝑇 − 𝑆)𝑦⃗, (𝑇 − 𝑆)𝑦⃗

)︀
= 0,

звiдки (𝑇 − 𝑆)𝑦⃗ = 0⃗ для довiльного 𝑦⃗, що i означає, що 𝑇 ≡ 𝑆. �

Наслiдок. Кожний лiнiйний оператор 𝑇 має не бiльше одного
спряженого.
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Нарештi доведемо, що кожний лiнiйний оператор справдi має
спряжений. Нехай 𝑇 * —це такий оператор простору 𝐸𝑛, матрицею
якого в базисi ℰ є 𝐴𝑇 . Покажемо, що саме вiн i є спряженим до
оператора 𝑇 .

Знаходимо:(︀
𝑇 (𝑒⃗𝑖), 𝑒⃗𝑗

)︀
=

(︀
𝐴𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑗

)︀
=

(︀
𝑎1𝑖𝑒⃗1 + 𝑎2𝑖𝑒⃗2 + · · ·+ 𝑎𝑛𝑖𝑒⃗𝑛, 𝑒⃗𝑗

)︀
= 𝑎𝑗𝑖,(︀

𝑒⃗𝑖, 𝑇
*(𝑒⃗𝑗)

)︀
=

(︀
𝑒⃗𝑖, 𝐴

𝑇 𝑒⃗𝑗
)︀

=
(︀
𝑒⃗𝑖, 𝑎𝑗1𝑒⃗1 + 𝑎𝑗2𝑒⃗2 + · · ·+ 𝑎𝑗𝑛𝑒⃗𝑛

)︀
= 𝑎𝑗𝑖

для всiх 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛 (тут використано аксiоми скалярного множення,
а також те, що ℰ — ортонормований базис i

(︀
𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑗

)︀
= 0 при 𝑖 ̸= 𝑗).

Нарештi, якщо

𝑥⃗ = 𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛,

𝑦⃗ = 𝛽1𝑒⃗1 + . . . + 𝛽𝑛𝑒⃗𝑛,

то (︀
𝑇 (𝑥⃗), 𝑦⃗

)︀
=

(︀
𝑇 (𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛), 𝛽1𝑒⃗1 + . . . + 𝛽𝑛𝑒⃗𝑛

)︀
=

=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖𝛽𝑗

(︀
𝑇 (𝑒⃗𝑖), 𝑒⃗𝑗

)︀
=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖𝛽𝑗𝑎𝑗𝑖,(︀
𝑥⃗, 𝑇 *(𝑦⃗)

)︀
=

(︀
𝛼1𝑒⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑒⃗𝑛, 𝑇

*(𝛽1 + . . . + 𝛽𝑛𝑒⃗𝑛)
)︀

=

=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖𝛽𝑗

(︀
𝑒⃗𝑖, 𝑇

*(𝑒⃗𝑗)
)︀

=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖𝛽𝑗𝑎𝑗𝑖.

Таким чином, 𝑇 * — спряжений до оператора 𝑇 . Нашими мiркування-
ми ми по сутi довели таке твердження.

Теорема 7.2. Для кожного лiнiйного оператора 𝑇 евклiдового
векторного простору 𝐸𝑛 iснує єдиний спряжений до нього опера-
тор 𝑇 *, матриця якого в будь-якому ортонормованому базисi є
транспонованою до матрицi перетворення 𝑇 .

Приклад 7.2. Нехай 𝑇 : R2 → R2 — оператор повороту на кут 𝜙.
Як вiдомо (див. приклад 5.2), стандартна матриця цього перетворення
має вигляд:

𝐴 =

[︂
cos𝜙 − sin𝜙

sin𝜙 cos𝜙

]︂
.
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Тодi оскiльки стандартна матриця є матрицею оператора у ортоно-
мованому базисi i

𝐴𝑇 =

[︂
cos𝜙 sin𝜙

− sin𝜙 cos𝜙

]︂
=

[︂
cos(−𝜙) − sin(−𝜙)

sin(−𝜙) cos(−𝜙)

]︂
,

то оператор, спряжений до 𝑇 —це поворот на кут −𝜙.

Властивостi спряжених лiнiйних операторiв аналогiчнi властиво-
стям транспонованих матриць.

Теорема 7.3. Нехай 𝑇 та 𝑆 — лiнiйнi оператори евклiдового
векторного простору 𝐸𝑛, 𝜆 ∈ R. Тодi:
1) (𝑇 *)* = 𝑇 ;
2) (𝑇 + 𝑆)* = 𝑇 * + 𝑆*;
3) (𝜆𝑇 )* = 𝜆𝑇 *;
4) (𝑆 ∘ 𝑇 )* = 𝑇 * ∘ 𝑆*;
5) Якщо оператор 𝑇 невироджений, то спряжений до нього оператор
також невироджений, причому (𝑇−1)* = (𝑇 *)−1.

1.3. Самоспряжений лiнiйний оператор.

Означення 7.4. Оператор 𝑇 називається самоспряженим, якщо
𝑇 * = 𝑇 .

Iншими словами оператор 𝑇 є самоспряженим, якщо для довiль-
них векторiв 𝑥⃗, 𝑦⃗ простору 𝐸𝑛

(︀
𝑇 (𝑥⃗), 𝑦⃗

)︀
=

(︀
𝑥⃗, 𝑇 (𝑦⃗)

)︀
.

Серед властивостей самоспряжених операторiв вiдмiтимо такi:

1) Тотожнiй оператор є самоспряженим.
2) Сума самоспряжених операторiв є самоспряжений оператор,

оскiльки якщо 𝑇 = 𝑇 *, 𝑆 = 𝑆*, то (𝑇 + 𝑆)* = 𝑇 * + 𝑆* = 𝑇 + 𝑆.
3) Якщо оператор 𝑇 — самоспряжений, то для довiльного 𝜆 ∈ R

оператор 𝜆𝑇 є самоспряженим: якщо 𝑇 * = 𝑇 , то (𝜆𝑇 )* = 𝜆𝑇 * =

𝜆𝑇 .
4) Оператор, обернений до невиродженого самоспряженого операто-

ра, є самоспряженим: якщо 𝑇 * = 𝑇 , то (𝑇−1)* = (𝑇 *)−1 = 𝑇−1.
5) Для того, щоб композицiя самоспряжених операторiв 𝑇 i 𝑆 була са-

моспряженим оператором необхiдно i достатньо, щоб перетворення
𝑇 i 𝑆 були перестановочними мiж собою, тобто, щоб 𝑆 ∘ 𝑇 = 𝑇 ∘ 𝑆.
Справдi, якщо 𝑇 = 𝑇 *, 𝑆 = 𝑆*, то (𝑆 ∘ 𝑇 )* = 𝑇 * ∘ 𝑆* = 𝑇 ∘ 𝑆, i це



§1. Поняття оператора, спряженого до даного 175

дорiвнюватиме 𝑆 ∘ 𝑇 тодi i тiльки тодi, коли 𝑇 i 𝑆 перестановочнi
мiж собою.

6) Композицiя лiнiйного оператора 𝑇 i спряженого до нього оператора
𝑇 * є самоспряженим лiнiйним оператором (це випливає з п. 6
теореми 7.1).
Очевидно, що якщо оператор 𝑇 є самоспряженим, то в ортонор-

мованому базисi його матриця є симетричною.
Виявляється, що усi коренi характеристичного многочлена са-

моспряженого оператора є дiйсними. Доведення цього факту ми
наведемо нижче (це прямий наслiдок теореми 7.15). Крiм цього, в
подальшому параграфi 3 ми доведемо деякi iншi властивостi симе-
тричних матриць, з яких слiдуватиме, що матриця самоспряженого
перетворення в деякому ортонормованому базисi зводиться до дiа-
гонального вигляду. Цей базис, як вiдомо, буде складатись iз власних
векторiв самоспряженого оператора. Тодi якщо 𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑛 —цей орто-
нормований базис для оператора 𝑇 , i

𝑥⃗ = 𝛼1𝑣⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝑣⃗𝑛,

то
𝑇 (𝑥⃗) = 𝛼1𝜆1𝑣⃗1 + . . . + 𝛼𝑛𝜆𝑛𝑣⃗𝑛.

Цей факт дає геометричний змiст самоспряженого оператора: в ор-
тонормованому базисi, що складається з його власних векторiв, дiя
лiнiйного оператора зводиться до 𝑛 розтягiв вздовж базисних векторiв
з коефiцiєнтами 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛, де 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — вiдповiднi власнi значення.
На рисунку 7.1 зображено дiю в евклiдовому просторi R2 на фiгуру
𝐹 самоспряженого оператора з власними значеннями 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 1

2 .

𝑣1

𝑣2

𝐹

𝑣1

𝑣2

𝑇 (𝐹 )

Рис. 7.1.
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§ 2. Ортогональнi лiнiйнi оператори

2.1. Ортогональнi матрицi та деякi їх властивостi.
Розглянемо матрицi, стовпцi яких утворюють ортонормовану

систему векторiв.

Приклад 7.3. Стовпцi матрицi 𝐴 =

⎡⎣1 −1

2 3

1 −5

⎤⎦— ортогональнi

вектори. Для побудови матрицi з ортонормованими стовпцями можна
пронормувати стовпцi матрицi 𝐴:

𝑢⃗1 =

⎡⎣1

2

1

⎤⎦ , ‖𝑢⃗1‖ =
√︀

12 + 22 + 12 =
√

6; 𝑢⃗′1 =
1√
6

⎡⎣1

2

1

⎤⎦ ;

𝑢⃗2 =

⎡⎣−1

3

−5

⎤⎦ , ‖𝑢⃗2‖ =
√︀

(−1)2 + 32 + (−5)2 =
√

35; 𝑢⃗′2 =
1√
35

⎡⎣−1

3

−5

⎤⎦ .

Матриця 𝐴1 =

⎡⎢⎣
1√
6
− 1√

35
2√
6

3√
35

1√
6
− 5√

35

⎤⎥⎦ має ортонормованi стовпцi.

Легко переконатися в тому, що 𝐴𝑇
1 · 𝐴1 =

[︂
1 0

0 1

]︂
. Виявляється,

що це не випадково.

Теорема 7.4. Стовпцi матрицi 𝑄 ∈ 𝑀𝑚×𝑛 формують орто-
нормовану систему векторiв тодi i тiльки тодi, коли 𝑄𝑇𝑄 = 𝐼𝑛.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑄 =
[︀
𝑞⃗1 𝑞⃗2 . . . 𝑞⃗𝑛

]︀
, причо-

му для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}

(︀
𝑞⃗𝑖, 𝑞⃗𝑗

)︀
= 𝑞⃗𝑇𝑖 · 𝑞⃗𝑗 =

{︃
0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗

1, якщо 𝑖 = 𝑗.
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Тодi 𝑄𝑇 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑞⃗𝑇1
𝑞⃗𝑇2
...

𝑞⃗𝑇𝑛 .

⎤⎥⎥⎥⎦ Маємо:

𝑄𝑇 ·𝑄 =

⎡⎢⎣ 𝑞⃗𝑇1
...

𝑞⃗𝑇𝑛 .

⎤⎥⎦ · [︀𝑞⃗1 𝑞⃗2 . . . 𝑞⃗𝑛
]︀

=

=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑞⃗𝑇1 𝑞⃗1 𝑞⃗𝑇1 𝑞⃗2 . . . 𝑞⃗𝑇1 𝑞⃗𝑛
𝑞⃗𝑇2 𝑞⃗1 𝑞⃗𝑇2 𝑞⃗2 . . . 𝑞⃗𝑇2 𝑞⃗𝑛
...

...
. . .

...
𝑞⃗𝑇𝑛 𝑞⃗1 𝑞⃗𝑇𝑛 𝑞⃗2 . . . 𝑞⃗𝑇𝑛 𝑞⃗𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Достатнiсть доводиться аналогiчними мiркуваннями в зворо-
тному порядку. �

Означення 7.5. Квадратна матриця 𝑄 називається ортогональ-
ною, якщо її стовпцi утворюють ортонормовану систему векторiв.

З теореми 7.4 безпосередньо одержуємо таке твердження.

Теорема 7.5. Для того, щоб матриця 𝑄 була ортогональною
необхiдно i достатньо, щоб 𝑄−1 = 𝑄𝑇 (тобто 𝑄𝑇𝑄 = 𝐼).

Приклад 7.4. Матрицi

𝐴 =

⎡⎣0 1 0

0 0 1

1 0 0

⎤⎦ та 𝐵 =

[︂
cos𝜙 − sin𝜙

sin𝜙 cos𝜙

]︂
є ортогональними, тому

𝐴−1 = 𝐴𝑇 =

⎡⎣0 0 1

1 0 0

0 1 0

⎤⎦ та 𝐵−1 = 𝐵𝑇 =

[︂
cos𝜙 sin𝜙

− sin𝜙 cos𝜙

]︂
.

Наступна теорема встановлює характеристичнi властивостi орто-
гональних матриць.

Теорема 7.6. Нехай 𝑄— матриця 𝑛-го порядку. Наступнi твер-
дження є еквiвалентними:
1) 𝑄— ортогональна матриця.
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2) ‖𝑄𝑥⃗‖ = ‖𝑥⃗‖ для довiльного 𝑥⃗ ∈ R𝑛.
3)

(︀
𝑄𝑥⃗,𝑄𝑦⃗

)︀
=

(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
для довiльних 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ R𝑛.

Доведення. Доведення будемо проводити таким чином: пока-
жемо, що з 1) слiдує 3), з 3) — 2), з 2) — 1). Тим самим буде доведена
рiвносильнiсть вказаних тверджень.

∙ 1)⇒ 3).
Нехай матриця 𝑄 є ортогональною. Тодi(︀

𝑄𝑥⃗,𝑄𝑦⃗
)︀

= (𝑄𝑥⃗)𝑇 ·𝑄𝑦⃗ = 𝑥⃗𝑇 ·𝑄𝑇𝑄 · 𝑦⃗ = 𝑥⃗𝑇 · 𝐼 · 𝑦⃗ = 𝑥⃗𝑇 · 𝑦⃗ =
(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
.

∙ 3)⇒ 2). Нехай для довiльних 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ R𝑛 виконується рiвнiсть(︀
𝑄𝑥⃗,𝑄𝑦⃗

)︀
=

(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
. Покладемо 𝑦⃗ = 𝑥⃗. Тодi

(︀
𝑄𝑥⃗,𝑄𝑥⃗

)︀
=

(︀
𝑥⃗, 𝑥⃗

)︀
,

звiдки ‖𝑄𝑥⃗‖ = ‖𝑥⃗‖.
∙ 2)⇒ 1). Спочатку покажемо, що(︀

𝑥⃗, 𝑦⃗
)︀

=
1

4

(︀
‖𝑥⃗ + 𝑦⃗‖2 − ‖𝑥⃗− 𝑦⃗‖2

)︀
.

Справдi,
1

4

(︀
‖𝑥⃗ + 𝑦⃗‖2 − ‖𝑥⃗− 𝑦⃗‖2

)︀
=

1

4

(︀
(𝑥⃗ + 𝑦⃗)2 − (𝑥⃗− 𝑦⃗)2

)︀
=

=
1

4

(︀(︀
𝑥⃗, 𝑥⃗

)︀
+ 2

(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
+
(︀
𝑦⃗, 𝑦⃗

)︀
−
(︀
𝑥⃗, 𝑥⃗

)︀
+ 2

(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
−

(︀
𝑦⃗, 𝑦⃗

)︀)︀
=

=
(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
.

Тодi для довiльних 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ R𝑛 з того, що ‖𝑄 · 𝑥⃗‖ = ‖𝑥⃗‖:(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
=

1

4

(︀
‖𝑥⃗ + 𝑦⃗‖2 − ‖𝑥⃗− 𝑦⃗‖2

)︀
=

1

4

(︀
‖𝑄(𝑥⃗ + 𝑦⃗)‖2 − ‖𝑄(𝑥⃗− 𝑦⃗)‖2

)︀
=

=
1

4

(︀
(𝑄𝑥⃗ + 𝑄𝑦⃗))2 − (𝑄𝑥⃗−𝑄𝑦⃗))2

)︀
=

1

4

(︀(︀
𝑄𝑥⃗,𝑄𝑥⃗

)︀
+ 2

(︀
𝑄𝑥⃗,𝑄𝑦⃗

)︀
+

+
(︀
𝑄𝑦⃗,𝑄𝑦⃗

)︀
−
(︀
𝑄𝑥⃗,𝑄𝑥⃗

)︀
+ 2

(︀
𝑄𝑥⃗,𝑄𝑦⃗

)︀
−
(︀
𝑄𝑦⃗,𝑄𝑦⃗

)︀)︀
=

(︀
𝑄𝑥⃗,𝑄𝑦⃗

)︀
(чим ми фактично довели iмплiкацiю 2)⇒ 3)).

Нехай 𝑞⃗𝑖 — 𝑖-ий стовпець матрицi 𝑄. Тодi 𝑞⃗𝑖 = 𝑄 · 𝑒⃗𝑖,
де 𝑒⃗𝑖 — 𝑖-ий стовпець одиничної матрицi. Далi, для 𝑖, 𝑗 ∈
{1, . . . , 𝑛}:(︀
𝑞⃗𝑖, 𝑞⃗𝑗

)︀
=

(︀
𝑄𝑒⃗𝑖, 𝑄𝑒⃗𝑗

)︀
=

(︀
𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑗

)︀
=

{︃
0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗,

1, якщо 𝑖 = 𝑗,

що i означає, що матриця 𝑄 ортогональна.
�
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Виявляється, що у ортогональної матрицi вектори-рядки також
утворюють ортонормовану систему векторiв.

Теорема 7.7. Якщо матриця 𝑄 ортогональна, то її рядки утво-
рюють ортонормовану систему векторiв.

Доведення. Справдi, за теоремою 7.5 𝑄−1 = 𝑄𝑇 . Тодi:

(𝑄𝑇 )−1 = (𝑄−1)−1 = 𝑄 = (𝑄𝑇 )𝑇 ,

а значить за тiєю ж теоремою 7.5 матриця 𝑄𝑇 також ортогональна i
її стовпцi (а вони є рядками матрицi 𝑄) утворюють ортонормовану
систему векторiв. �

Деякi властивостi ортогональних матриць вiдображенi у насту-
пному твердженнi.

Теорема 7.8. Нехай 𝑄— ортогональна матриця. Тодi:
1. 𝑄−1 також ортогональна.
2. det𝑄 = ±1.
3. Якщо 𝜆— власне значення матрицi 𝑄, то |𝜆| = 1.
4. Якщо 𝑄1 i 𝑄2 — ортогональнi матрицi, то матриця 𝑄1𝑄2 також
ортогональна.

Доведення. Перше твердження достатньо очевидне, оскiльки з
попередньої теореми випливає, що матриця 𝑄𝑇 є ортогональною, а
𝑄−1 = 𝑄𝑇 за теоремою 7.5.

Далi, знаходимо: 𝑄𝑇 ·𝑄 = 𝐼. Перейшовши до визначникiв, одер-
жуємо:

det(𝑄𝑇𝑄) = det𝑄𝑇 · det𝑄 = (det𝑄)2 = 1,

звiдки знаходимо, що det𝑄 = ±1.
Нехай 𝑢⃗— власний вектор матрицi 𝑄, що вiдповiдає власному

значенню 𝜆. Тодi 𝑄𝑢⃗ = 𝜆𝑢⃗. Знаходимо: ‖𝑄𝑢⃗‖ = ‖𝜆𝑢⃗‖. З п. 2 теореми
7.6 i властивостей норми вектора, одержуємо

‖𝑄𝑢⃗‖ = ‖𝑢⃗‖ = |𝜆| · ‖𝑢⃗‖,
звiдки |𝜆| = 1.

Нарештi нехай 𝑄1 i 𝑄2 —двi ортогональнi матрицi однакового
порядку. Тодi 𝑄𝑇

1 𝑄 = 𝐼, 𝑄𝑇
2 𝑄 = 𝐼. На основi властивостей транспоно-

ваних матриць (теорема 7.1, п. 4) знаходимо:

(𝑄1𝑄2)𝑇 ·𝑄1𝑄2 = 𝑄𝑇
2 𝑄

𝑇
1 ·𝑄1𝑄2 = 𝑄𝑇

2 (𝑄𝑇
1 ·𝑄1)𝑄2 = 𝑄𝑇

2 𝐼𝑄2 = 𝑄𝑇
2 𝑄2 = 𝐼.
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Тодi за критерiєм ортогональностi матрицi (теорема 7.5) стверджуємо,
що 𝑄1𝑄2 — ортогональна матриця. �

2.2. Ортогональнi матрицi другого порядку.
Наступне твердження описує, який вигляд мають ортогональнi

матрицi другого порядку.

Теорема 7.9. Ортогональнi матрицi другого порядку мають
вигляд [︂

𝑎 𝑏

𝑏 −𝑎

]︂
або

[︂
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]︂
,

де
[︂
𝑎

𝑏

]︂
— одиничний вектор.

Доведення. Справдi, нехай маємо ортогональну матрицю[︂
𝑎 𝑥

𝑏 𝑦

]︂
. Тодi виконуються такi умови:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑎2 + 𝑏2 = 1,

𝑥2 + 𝑦2 = 1,

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0.

Розглянемо два випадки. Якщо 𝑎 = 0, то з першого рiвняння 𝑏 = ±1,
а тодi з третього 𝑦 = 0 i з другого 𝑥 = ±1. Тобто в цьому випадку
ортогональнi матрицi мають вигляд[︂

0 ±1

±1 0

]︂
,

що цiлком узгоджується з твердженням теореми.
Нехай 𝑎 ̸= 0. Тодi 𝑥 = − 𝑏𝑦

𝑎 . Пiдставивши одержане значення

в друге рiвняння системи, знаходимо
(︁
− 𝑏𝑦

𝑎

)︁2

+ 𝑦2 = 1, або, пiсля
спрощення з використанням того, що 𝑎2 + 𝑏2 = 1, дiстанемо: 𝑦2 = 𝑎2.
Отже, або 𝑦 = 𝑎 (тодi 𝑥 = −𝑏), або 𝑦 = −𝑎 (тодi 𝑥 = 𝑏). �

Наслiдок. Кожна ортогональна матриця другого порядку має
вигляд

𝐴 =

[︂
cos𝜙 − sin𝜙

sin𝜙 cos𝜙

]︂
або 𝐵 =

[︂
cos𝜙 sin𝜙

sin𝜙 − cos𝜙

]︂
.

Матриця 𝐴 задає перетворення повороту простору R2 на кут 𝜙, а
матриця 𝐵 — композицiю симетрiї вiдносно першого координатного
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вектора та повороту на кут 𝜙. При цьому зауважимо, що det𝐴 = 1,
det𝐵 = −1.

2.3. Ортогональнi лiнiйнi оператори та їх властивостi.
Нехай 𝐸𝑛 — евклiдовий векторний простiр, 𝑇 —лiнiйний оператор

цього простору.

Означення 7.6. Лiнiйний оператор 𝑇 називається ортогональ-
ним, якщо вiн зберiгає скалярний добуток векторiв, тобто для до-
вiльних 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝐸𝑛

(︀
𝑇 (𝑥⃗), 𝑇 (𝑦⃗)

)︀
=

(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
.

Теорема 7.10. Ортогональний лiнiйний оператор зберiгає дов-
жини векторiв та кут мiж ними.

Доведення. Справдi,

‖𝑇 (𝑥⃗)‖2 =
(︀
𝑇 (𝑥⃗), 𝑇 (𝑥⃗)

)︀
=

(︀
𝑥⃗, 𝑥⃗

)︀
= ‖𝑥⃗‖2,

звiдки ‖𝑇 (𝑥⃗)‖ = ‖𝑥⃗‖. Тодi також:

cos(𝑇 (𝑥⃗)̂︀, 𝑇 (𝑦⃗)) =

(︀
𝑇 (𝑥⃗), 𝑇 (𝑦⃗)

)︀
‖𝑇 (𝑥⃗)‖‖𝑇 (𝑦⃗)‖

=

(︀
𝑥⃗, 𝑦⃗

)︀
‖𝑥⃗‖‖𝑦⃗‖

= cos(𝑥⃗̂︀, 𝑦⃗).

�

Зберiгання довжин векторiв є характеристичною властивiстю
ортогонального оператора, тому його ще називають iзометрiєю (вiд
грец. isos 𝜄𝜎𝑜𝜁 —рiвний, 𝜇𝜖𝜏𝜌𝜖𝜔— вимiряти).

Теорема 7.11. Матриця ортогонального лiнiйного оператора в
ортонормованому базисi є ортогональною.

Доведення. Нехай ℰ =
(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— ортонормований базис

простору 𝐸𝑛, 𝑇 — ортогональний лiнiйний оператор цього просто-
ру. Нехай 𝐴—матриця оператора 𝑇 в базисi ℰ :

𝐴 =
[︀
𝑇 (𝑒⃗1) . . . 𝑇 (𝑒⃗𝑛)

]︀
.
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Розглянемо добуток:

𝐴𝑇 ·𝐴 =

⎡⎢⎣(𝑇 (𝑒⃗1))𝑇

...
(𝑇 (𝑒⃗𝑛))𝑇

⎤⎥⎦ [︀
𝑇 (𝑒⃗1) . . . 𝑇 (𝑒⃗𝑛)

]︀
=

=

⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑇 (𝑒⃗1))𝑇 · 𝑇 (𝑒⃗1) (𝑇 (𝑒⃗1))𝑇 · 𝑇 (𝑒⃗2) . . . (𝑇 (𝑒⃗1))𝑇 · 𝑇 (𝑒⃗𝑛)

(𝑇 (𝑒⃗2))𝑇 · 𝑇 (𝑒⃗1) (𝑇 (𝑒⃗2))𝑇 · 𝑇 (𝑒⃗2) . . . (𝑇 (𝑒⃗2))𝑇 · 𝑇 (𝑒⃗𝑛)
...

...
. . .

...
(𝑇 (𝑒⃗𝑛))𝑇 · 𝑇 (𝑒⃗1) (𝑇 (𝑒⃗𝑛))𝑇 · 𝑇 (𝑒⃗2) . . . (𝑇 (𝑒⃗𝑛))𝑇 · 𝑇 (𝑒⃗𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎦ = 𝐼,

звiдки за теоремою 7.5 знаходимо, що матриця𝐴 є ортогональною. �

Властивостi ортогональних лiнiйних операторiв аналогiчнi вла-
стивостям ортогональних матриць:

Теорема 7.12. Нехай 𝑇 — ортогональний лiнiйний оператор
евклiдового векторного простору. Тодi вiн невироджений, причому
𝑇−1 — також ортогональний.

Теорема 7.13. Якщо 𝜆— власне значення ортогонального лi-
нiйного оператора 𝑇 , то |𝜆| = 1.

Теорема 7.14. Композицiя двох ортогональних лiнiйних опера-
торiв є ортогональний оператор.

§ 3. Дiагоналiзацiя симетричних матриць

В параграфi 3 роздiлу 6 ми дослiджували умови, за яких матри-
цю 𝐴 можна подати у виглядi добутку 𝑃𝐷𝑃−1, де 𝐷—дiагональна
матриця, i встановили критерiй того, коли це можливо (див. теорему
6.8), а також вигляд матриць 𝑃 та 𝐷 (див. алгоритм дiагоналiзацiї
матрицi).

Розглянемо на прикладi випадок, коли матриця 𝐴 є симетричною.
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Приклад 7.5. Якщо можливо, дiагоналiзувати матрицю

𝐴 =

⎡⎣ 6 −2 −1

−2 6 −1

−1 −1 5

⎤⎦ .

Розв’язання. Знайдемо власнi значення матрицi 𝐴. Характе-
ристичне рiвняння det(𝐴− 𝜆𝐼) = 0 пiсля спрощень набуває вигляду

(𝜆− 3)(𝜆− 6)(𝜆− 8) = 0,

а тому власними значеннями є 𝜆1 = 3, 𝜆2 = 6, 𝜆3 = 8. Оскiльки
матриця 𝐴 третього порядку має три рiзних власних значення, то
вона зводиться до дiагонального виду (див. теореми 6.7 та 6.8).

В стандартний спосiб знаходимо власнi вектори, що вiдповiдають
власним значенням. Власним значенням 𝜆1 = 3, 𝜆2 = 6, 𝜆3 = 8

вiдповiдають вiдповiдно власнi вектори

𝑢⃗1 =

⎡⎣1

1

1

⎤⎦ 𝑢⃗2 =

⎡⎣−1

−1

2

⎤⎦ 𝑢⃗3 =

⎡⎣−1

1

0

⎤⎦ .

Отже, в якостi матрицi 𝑃 можна взяти матрицю⎡⎣1 −1 −1

1 −1 1

1 2 0

⎤⎦ .

Залишається складнiсть в обчисленнi матрицi 𝑃−1. Але помiтимо, що
власнi вектори попарно ортогональнi. Тому пронормувавши вектори
𝑢⃗1, 𝑢⃗2, 𝑢⃗3 ми можемо з одержаних векторiв скласти ортогональну
матрицю 𝑃 ′, обернена до якої легко будується (оскiльки є транспоно-
ваною до 𝑃 ′):

𝑢⃗′1 =
1√
3

⎡⎣1

1

1

⎤⎦ 𝑢⃗′2 =
1√
6

⎡⎣−1

−1

2

⎤⎦ 𝑢⃗′3 =
1√
2

⎡⎣−1

1

0

⎤⎦ ;

𝑃 ′ =

⎡⎢⎣
1√
3
− 1√

6
− 1√

2
1√
3
− 1√

6
1√
2

1√
3

2√
6

0

⎤⎥⎦ .

Враховуючи, що (𝑃 ′)−1 = 𝑃 ′𝑇 , дiстаємо таке подання симетричної
матрицi 𝐴: 𝐴 = 𝑃 ′𝐷(𝑃 ′)−1 = 𝑃 ′𝐷𝑃 ′𝑇 , де 𝐷 = diag{3, 6, 8}. �

Одержане подання матрицi з останнього прикладу приводить до
такого нового поняття.
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Означення 7.7. Квадратна матриця 𝐴 називається ортогональ-
но дiагоналiзовною, якщо iснують ортогональна матриця 𝑄 i дiаго-
нальна матриця 𝐷 такi, що

𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 .

Зазначимо також, що остання рiвнiсть може бути записана у
виглядi 𝐷 = 𝑄𝑇𝐴𝑄.

Виявляється, що лише симетричнi матрицi є ортогонально дiа-
гоналiзовними. Але перед доведенням цього твердження спочатку
вiдмiтимо деякi цiкавi властивостi симетричних матриць.

Теорема 7.15. Власнi значення дiйсної симетричної матрицi є дiйс-
ними числами.

Доведення. Iдея доведення ґрунтується на наступному. Комплексне
число 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 є дiйсним тодi i тiльки тодi, коли воно спiвпадає iз
комплексно спряженим числом 𝑧 = 𝑎 − 𝑏𝑖 (бо тодi 2𝑏𝑖 = 0, тобто 𝑏 = 0).
Далi використаємо таке позначення: якщо 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ], через 𝐴 позначимо
матрицю з комплексно спряженими елементами (𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]). Зрозумiло,
що якщо матриця 𝐴 дiйсна, то 𝐴 = 𝐴. Можна переконатись в тому, що
𝐴𝐵 = 𝐴 ·𝐵.

Нехай 𝜆— власне значення дiйсної симетричної матрицi 𝐴, що вiдповiд-
ає власному вектору 𝑣⃗. Тодi 𝐴𝑣⃗ = 𝜆𝑣⃗, 𝐴𝑣⃗ = 𝜆𝑣⃗. Але тодi, оскiльки матриця
𝐴 дiйсна, то

𝐴𝑣⃗ = 𝐴𝑣⃗ = 𝐴𝑣⃗ = 𝜆𝑣⃗ = 𝜆 𝑣⃗.

Транспонуємо останню рiвнiсть:

𝑣⃗
𝑇
𝐴 = 𝑣⃗

𝑇
𝐴𝑇 = (𝐴𝑣⃗)𝑇 = (𝜆 𝑣⃗)𝑇 = 𝜆𝑣⃗

𝑇
.

Тому

𝜆(𝑣⃗
𝑇
𝑣⃗) = 𝑣⃗

𝑇
(𝜆𝑣⃗) = 𝑣⃗

𝑇
(𝐴𝑣⃗) = (𝑣⃗

𝑇
𝐴)𝑣⃗ = (𝜆𝑣⃗

𝑇
)𝑣⃗ = 𝜆(𝑣⃗

𝑇
𝑣⃗),

або (𝜆− 𝜆)(𝑣⃗
𝑇
𝑣⃗) = 0.

Тепер якщо 𝑣⃗ =

⎡⎢⎢⎣
𝑎1 + 𝑏1𝑖

...
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛𝑖

⎤⎥⎥⎦, то 𝑣⃗ =

⎡⎢⎢⎣
𝑎1 − 𝑏1𝑖

...
𝑎𝑛 − 𝑏𝑛𝑖

⎤⎥⎥⎦, а тому

𝑣⃗
𝑇
𝑣⃗ = (𝑎2

1 + 𝑏21) + . . .+ (𝑎2
𝑛 + 𝑏2𝑛) ̸= 0,

оскiльки 𝑣⃗ ̸= 0⃗. Отже, 𝜆 = 𝜆 i 𝜆— дiйсне число. �
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Теорема 7.16. Якщо матриця 𝐴 симетрична, то будь-якi два
власнi вектори, яким вiдповiдають рiзнi власнi значення, є ортого-
нальними.

Доведення. Нехай 𝐴— симетрична матриця, 𝜆1, 𝜆2 — її рiзнi
власнi значення, 𝑢⃗1, 𝑢⃗2 — власнi вектори, що цим власним значенням
вiдповiдають:

𝐴𝑢⃗1 = 𝜆1𝑢⃗1,

𝐴𝑢⃗2 = 𝜆2𝑢⃗2.

Нам потрiбно показати, що
(︀
𝑢⃗1, 𝑢⃗2

)︀
= 0. Розглянемо таке скалярне

множення:(︀
𝜆1𝑢⃗1, 𝑢⃗2

)︀
=

(︀
𝐴𝑢⃗1, 𝑢⃗2

)︀
= (𝐴𝑢⃗1)𝑇 · 𝑢⃗2 = 𝑢⃗𝑇

1 𝐴
𝑇 · 𝑢⃗2 =

= 𝑢⃗𝑇
1 · (𝐴𝑇 𝑢⃗2) = 𝑢⃗𝑇

1 · (𝐴𝑢⃗2) = 𝑢⃗𝑇
1 · (𝜆2𝑢⃗2) =

=
(︀
𝑢⃗1, 𝜆2𝑢⃗2

)︀
.

Отже,
(︀
𝜆1𝑢⃗1, 𝑢⃗2

)︀
=

(︀
𝑢⃗1, 𝜆2𝑢⃗2

)︀
, звiдки (𝜆1−𝜆2)

(︀
𝑢⃗1, 𝑢⃗2

)︀
= 0. А оскiльки

𝜆1 ̸= 𝜆2, то
(︀
𝑢⃗1, 𝑢⃗2

)︀
= 0, а це i означає, що вектори 𝑢⃗1, 𝑢⃗2 є ортого-

нальними. �

Теорема 7.17. Якщо матриця є ортогонально дiагоналiзовною,
то вона симетрична.

Доведення. Нехай 𝐴— ортогонально дiагоналiзовна матриця.
Це означає, що iснують ортогональна матриця 𝑄 i симетрична 𝐷

такi, що 𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 . Використовуючи властивостi транспонованих
матриць (теорема 7.1), знаходимо, що

𝐴𝑇 = (𝑄𝐷𝑄𝑇 )𝑇 = (𝑄𝑇 )𝑇 · (𝑄𝐷)𝑇 = (𝑄𝑇 )𝑇 ·𝐷𝑇𝑄𝑇 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 = 𝐴.

Отже, 𝐴— симетрична. �

Виявляється, що обернене твердження також має мiсце.

Теорема 7.18. Кожна симетрична матриця 𝐴 ∈𝑀𝑛(R) орто-
гонально дiагоналiзовна.

Доведення. Доведення проведемо методом математичної iндукцiї по
𝑛. Для 𝑛 = 1 нiчого доводити, оскiльки 1 × 1 матриця є симетричною.
Припустимо, що кожна 𝑘 × 𝑘 дiйсна симетрична матриця ортогонально
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дiагоналiзовна. Нехай 𝑛 = 𝑘 + 1 i 𝐴— дiйсна симетрична матриця 𝑛-го
порядку.

Нехай 𝜆1 — одне з власних значень матрицi 𝐴. Воно дiйсне за теоре-
мою 7.15, i йому вiдповiдає дiйсний власний вектор 𝑣⃗1 (подумайте, чо-
му). Можна вважати вектор 𝑣⃗1 одиничним, оскiльки його завжди можна
пронормувати. Використовуючи процес Грама–Шмiдта можна побудува-
ти ортонормований базис

(︀
𝑣⃗1, . . . , 𝑣⃗𝑛

)︀
простору R𝑛. Складемо матрицю

𝑄1 =
[︁
𝑣⃗1 𝑣⃗2 . . . 𝑣⃗𝑛

]︁
. 𝑄1 — ортогональна матриця, а тому

𝑄𝑇
1 𝐴𝑄1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑣⃗𝑇1
𝑣⃗𝑇2
...
𝑣⃗𝑇𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝐴
[︁
𝑣⃗1 𝑣⃗2 . . . 𝑣⃗𝑛

]︁
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑣⃗𝑇1
𝑣⃗𝑇2
...
𝑣⃗𝑇𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
[︁
𝐴𝑣⃗1 𝐴𝑣⃗2 . . . 𝐴𝑣⃗𝑛

]︁
=

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑣⃗𝑇1
𝑣⃗𝑇2
...
𝑣⃗𝑇𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
[︁
𝜆1𝑣⃗1 𝐴𝑣⃗2 . . . 𝐴𝑣⃗𝑛

]︁
=

[︃
𝜆1 ⋆

𝑂 𝐴1

]︃
= 𝐵,

оскiльки 𝑣⃗𝑇1 (𝜆1𝑣⃗1) = 𝜆1(𝑣⃗
𝑇
1 𝑣⃗1) = 𝜆1, а 𝑣⃗𝑇𝑘 (𝜆1𝑣⃗1) = 𝜆1(𝑣⃗

𝑇
𝑘 𝑣⃗1) = 0 для 𝑘 > 1.

Але

𝐵𝑇 = (𝑄𝑇
1 𝐴𝑄1)

𝑇 = 𝑄𝑇
1 𝐴

𝑇 (𝑄𝑇
1 )

𝑇 = 𝑄𝑇
1 𝐴𝑄1 = 𝐵,

тому 𝐵 — симетрична i має такий блочний вигляд

𝐵 =

[︃
𝜆1 𝑂

𝑂 𝐴1

]︃
,

з симетричною матрицею 𝐴1. Також вiдмiтимо, що матриця 𝐴1 з дiйсними
елементами. Таким чином, 𝐴1 є 𝑘 × 𝑘 дiйсною симетричною матрицею,
тому за припущенням iндукцiї її можна ортогонально дiагоналiзувати. Це
означає, що iснує ортогональна матриця 𝑃2 така, що матриця 𝑃𝑇

2 𝐴1𝑃2 є
дiагональною, скажiмо, 𝐷1. Розглянемо матрицю

𝑄2 =

[︃
1 𝑂

𝑂 𝑃2

]︃
.
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Це ортогональна матриця 𝑘+1-го порядку, а тому такою також є i матриця
𝑄 = 𝑄1𝑄2. Тодi

𝑄𝑇𝐴𝑄 = (𝑄1𝑄2)
𝑇𝐴(𝑄1𝑄2) = (𝑄𝑇

2 𝑄
𝑇
1 )𝐴(𝑄1𝑄2) = 𝑄𝑇

2 (𝑄
𝑇
1 𝐴𝑄1)𝑄2 =

= 𝑄𝑇
2 𝐵𝑄2 =

[︃
1 𝑂

𝑂 𝑃𝑇
2

]︃[︃
𝜆1 𝑂

𝑂 𝐴1

]︃[︃
1 𝑂

𝑂 𝑃2

]︃
=

=

[︃
1 𝑂

𝑂 𝑃𝑇
2 𝐴1𝑃2

]︃
=

[︃
1 𝑂

𝑂 𝐷1

]︃
,

яка є дiагональною матрицею. Це завершує крок iндукцiї i можна ствер-
джувати, що для всiх 𝑛 > 1 дiйсна симетрична матриця порядку 𝑛 є
ортогонально дiагоналiзовною. �

Останнi теореми об’єднанi в лiнiйнiй алгебрi пiд назвою «спекталь-
на теорема для симетричних матриць». Взагалi спектром матрицi
називається множина її власних значень.

Теорема 7.19 (Спектральна теорема для симетричних матриць).
Нехай 𝐴— дiйсна симетрична матриця 𝑛-го порядку. Тодi:

1. 𝐴 має 𝑛 дiйсних власних значень, враховуючи кратнiсть.
2. 𝐴 ортогонально дiагоналiзовна.
3. Якщо 𝜆— власне значення кратностi 𝑘, то цьому власно-

му значенню вiдповiдає 𝑘 попарно ортогональних власних векторiв
(власний пiдпростiр має ортонормований базис, що складається з
власних векторiв).

4. Власнi пiдпростори, що вiдповiдають рiзним власним значен-
ням, попарно ортогональнi.

Приклад 7.6. Ортогонально дiагоналiзувати симетричну ма-
трицю

𝐴 =

⎡⎣ 3 −2 4

−2 6 2

4 2 3

⎤⎦ .

Розв’язання. Характеристичне рiвняння матрицi 𝐴 має вигляд

−(𝜆− 7)2 · (𝜆 + 2) = 0.

Звичайне обчислення власних векторiв матрицi приводить до таких
результатiв:
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1) власному значенню 𝜆1 = −2 вiдповiдає власний вектор 𝑢⃗1 =

⎡⎣−2

−1

2

⎤⎦ ;

2) власному значенню 𝜆2 = 7 вiдповiдають, наприклад, такi лiнiйно

незалежнi вектори 𝑢⃗2 =

⎡⎣1

0

1

⎤⎦, 𝑢⃗3 =

⎡⎣−1

2

0

⎤⎦.
Ми бачимо, що 𝑢⃗1 ⊥ 𝑢⃗2 i 𝑢⃗1 ⊥ 𝑢⃗3 (це узгоджується з теоремою

7.16). Але 𝑢⃗2 не ортогональний до 𝑢⃗3. Це пояснюється тим, що обранi
нами вектори 𝑢⃗2 та 𝑢⃗3 формують базис власного пiдпростору, що
вiдповiдає власному значенню 7, але цей базис не ортогональний.
Для знаходження матрицi 𝑄 слiд знайти ортонормований базис цього
простору. Це можна досягти застосувавши процес ортогоналiзацiї до
векторiв 𝑢⃗2 та 𝑢⃗3:

𝑢⃗′3 = 𝑢⃗3 −
(︀
𝑢⃗2, 𝑢⃗3

)︀(︀
𝑢⃗2, 𝑢⃗2

)︀ 𝑢⃗2 =

⎡⎣−1

2

0

⎤⎦− −1

2

⎡⎣1

0

1

⎤⎦ =

⎡⎣− 1
2

2
1
2

⎤⎦ ,

тобто вектор 𝑢⃗3 можна замiнити вектором 2𝑢⃗′3 =

⎡⎣−1

4

1

⎤⎦. Пiсля цього

власнi вектори стали попарно ортогональними. Пронормувавши їх,
складемо матрицю 𝑄:

𝑞⃗1 =
1

3

⎡⎣−2

−1

2

⎤⎦ ; 𝑞⃗2 =
1√
2

⎡⎣1

0

1

⎤⎦ ; 𝑞⃗3 =
1

3
√

2

⎡⎣−1

4

1

⎤⎦ ;

𝑄 =

⎡⎢⎣−
2
3

1√
2
− 1

3
√
2

− 1
3 0 4

3
√
2

2
3

1√
2

1
3
√
2

⎤⎥⎦ .

Матриця 𝐷 має вигляд

𝐷 =

⎡⎣−2 0 0

0 7 0

0 0 7

⎤⎦ .

Отже, 𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 . �
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§ 4. Подання невиродженої матрицi у виглядi
добутку ортогональної та симетричної матриць

Подання матриць у виглядi добутку матриць специфiчного типу
(так званi факторизацiї матриць) знаходять численнi застосування.
Нами вже розглянуто питання про можливiсть подання матрицi у
формах 𝑃𝐷𝑃−1 та 𝑄𝐷𝑄𝑇 , де 𝐷—дiагональна, 𝑄— ортогональна
матрицi. Виявляється, що кожна невироджена матриця може бути
подана у виглядi добутку ортогональної та симетричної матриць.

Теорема 7.20. Кожну невироджену матрицю можна подати
у виглядi добутку ортогональної та симетричної матриць.

Доведення. Нехай 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(R) —невироджена матриця. Дове-
дення теореми конструктивне: ми покажемо, як побудувати ортого-
нальну матрицю 𝑄 i симетричну матрицю 𝐵 такi, що 𝐴 = 𝑄𝐵.

1. Побудуємо матрицю 𝐴𝑇𝐴. На основi п. 6 теореми 7.1 стверджуємо,
що ця матриця є симетричною, а тому за теоремою 7.18 її можна
подати у виглядi 𝐴𝑇𝐴 = 𝑃 · 𝐶 · 𝑃𝑇 , де 𝐶 —дiагональна матриця,
на головнiй дiагоналi якої знаходяться власнi значення матрицi
𝐴𝑇𝐴. Виявляється, що вони завжди додатнi. Доведемо це.

Нехай 𝜆— власне значення матрицi 𝐴𝑇𝐴, 𝑢⃗—нормований вла-
сний вектор, що вiдповiдає цьому власному значенню: (𝐴𝑇𝐴)𝑢⃗ =

𝜆𝑢⃗. Розглянемо скалярний добуток
(︀
𝑢⃗, (𝐴𝑇𝐴)𝑢⃗

)︀
пiд двома кутами

зору:(︀
𝑢⃗, (𝐴𝑇𝐴)𝑢⃗

)︀
=
(︀
𝑢⃗, 𝜆𝑢⃗

)︀
= 𝜆

(︀
𝑢⃗, 𝑢⃗

)︀
= 𝜆;(︀

𝑢⃗, (𝐴𝑇𝐴)𝑢⃗
)︀

=
(︀
𝑢⃗, 𝐴𝑇 (𝐴𝑢⃗)

)︀
= 𝑢⃗𝑇 · (𝐴𝑇 (𝐴𝑢⃗)) =

=(𝑢⃗𝑇𝐴𝑇 ) · (𝐴𝑢⃗)) = (𝐴𝑢⃗)𝑇 · (𝐴𝑢⃗)) =
(︀
𝐴𝑢⃗,𝐴𝑢⃗

)︀
> 0.

Отже, 𝜆 > 0. А оскiльки матриця 𝐴 невироджена, то i матри-
ця 𝐴𝑇𝐴 є також невиродженою (бо det(𝐴𝑇𝐴) = det𝐴𝑇 · det𝐴 =

(det𝐴)2 ̸= 0), а тому 0 не може бути її власним значенням (див.
теорему 6.5). Таким чином, 𝜆 > 0.

Якщо 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — власнi значення матрицi 𝐴𝑇𝐴, то ми можемо
побудувати значення 𝜎𝑘 =

√
𝜆𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛. Їх прийнято називати

сингулярними значеннями матрицi 𝐴.
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2. Iз сингулярних значень матрицi 𝐴 складемо дiагональну матрицю
𝐷 = diag{𝜎1, . . . , 𝜎𝑛}. Очевидно, що 𝐷2 = 𝐶.

3. Утворимо матрицю 𝐵 = 𝑃𝐷𝑃𝑇 . Вона симетрична, оскiльки, як
бачимо, ортогонально дiагоналiзовна (див. теорему 7.17). Крiм
цього,

𝐵2 = 𝑃𝐷𝑃𝑇 · 𝑃𝐷𝑃𝑇 = 𝑃𝐷(𝑃−1𝑃 )𝐷𝑃𝑇 = 𝑃𝐷2𝑃𝑇 = 𝑃𝐶𝑃𝑇 = 𝐴𝑇𝐴,

i, отже, 𝐵 неособлива.
4. Сконструюємо матрицю 𝑄 = 𝐴 ·𝐵−1. Доведемо, що вона ортого-

нальна. Для цього достатньо показати, що 𝑄𝑇𝑄 = 𝐼 (див. теорему
7.5):

𝑄𝑇𝑄 = (𝐴𝐵−1)𝑇 ·𝐴𝐵−1 = (𝐵−1)𝑇𝐴𝑇 ·𝐴𝐵−1 = (𝐵−1)𝑇 (𝐴𝑇 ·𝐴)𝐵−1 =

= (𝐵𝑇 )−1(𝐵 ·𝐵)𝐵−1 = (𝐵)−1 ·𝐵 = 𝐼

(тут ми використали рiзнi властивостi транспонування матриць —
див. теорему 7.1).

5. Таким чином, шуканi матрицi 𝑄 (ортогональна) та 𝐵 (симетрична)
побудовано, оскiльки 𝐴 = 𝑄 ·𝐵.

�

Доведення теореми фактично дає алгоритм подання невиродже-
ної матрицi 𝐴 𝑛-го порядку у виглядi добутку ортогональної та
симетричної:

1) Складаємо матрицю 𝐴𝑇𝐴 i ортогонально дiагоналiзуємо її: 𝐴𝑇𝐴 =

𝑃𝐶𝑃𝑇 .
2) Знаходимо сингулярнi значення 𝜎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 матрицi 𝐴. Для цього

знаходимо власнi значення 𝜎2
𝑘 матрицi 𝐴𝑇𝐴. Складаємо матрицю

𝐷 = diag{𝜎1, . . . , 𝜎𝑛}.
3) Формуємо матрицю 𝐵 = 𝑃𝐷𝑃𝑇 .
4) Знаходимо 𝐵−1.
5) Знаходимо матрицю 𝑄 = 𝐴𝐵−1.

Тодi 𝐴 = 𝑄𝐵 —шукане подання.
В силу iзоморфiзму мiж алгебрами матриць та лiнiйних опера-

торiв (теорема 5.6) можна стверджувати, що кожний невироджений
лiнiйний оператор евклiдового простору можна подати у виглядi
композицiї самоспряженого i ортогонального операторiв.
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Додатковi вiдомостi i завдання для самостiйної роботи

1. Довести, що якщо симетрична матриця є оборотною, то обернена до неї також
симетрична.

2. Довести, що для симетричних матриць 𝐴, 𝐵 матриця 𝐴𝐵 є симетричною тодi
i тiльки тодi, коли 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴. (Довести, що композицiя двох самоспряже-
них операторiв є самоспряженим оператором тодi i тiльки тодi, коли вони
перестановочнi).

3. Квадратна матриця 𝑊 називається кососиметричною, якщо 𝑊𝑇 = −𝑊 .
Нехай 𝐴— довiльна матриця.
а) Довести, що 𝐴 − 𝐴𝑇 — кососиметрична матриця; б) знайти симетричну
матрицю 𝑆 i кососиметричну 𝑊 таку, що 𝐴 = 𝑆 +𝑊 ; в) довести, що матрицi
𝑆 та 𝑊 такi, що 𝐴 = 𝑆 +𝑊 , однозначно визначаються матрицею 𝐴.

4. Доведiть, що образ лiнiйного оператора 𝑇 евклiдового простору спiвпадає з
ортогональним доповненням ядра оператора, спряженого до нього:

Im𝑇 = (Ker𝑇 *)⊥.

5. Довести, що у спряжених один одному операторах евклiдового простору спiв-
падають: 1) ранги; 2) характеристичнi многочлени; 3) власнi значення.



Роздiл 8

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

И я выхожу из пространства
В запущенный сад величин
И мнимое рву постоянство
И самосознанье причин

О. Мандельштам. Восьмистишия

§ 1. Лiнiйнi, бiлiнiйнi та квадратичнi форми

1.1. Лiнiйнi функцiї векторного аргументу.

Означення 8.1. Нехай 𝑉 —деякий векторний простiр. Кожне
вiдображення 𝑓 : 𝑉 → R називається числовою функцiєю векторного
аргументу .

Приклад 8.1. Числовими функцiями векторного аргументу є,
наприклад, такi вiдображення:
1) 𝑓 : R2 → R:

𝑓

(︂[︂
𝑥1

𝑥2

]︂)︂
= 𝑥1 − 3𝑥2.

2) 𝑓 : R4 → R:
𝑓 (𝑥⃗) = 1.

Означення 8.2. Числова функцiя векторного аргументу 𝑓 , ви-
значена на скiнченновимiрному векторному просторi 𝑉 , називається
лiнiйною, якщо виконується умова

𝑓(𝜆1𝑥⃗1 + 𝜆2𝑥⃗2) = 𝜆1𝑓(𝑥⃗1) + 𝜆2𝑓(𝑥⃗2)

для довiльних 𝑥⃗1, 𝑥⃗2 ∈ 𝑉 , 𝜆1, 𝜆2 ∈ R.
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Нехай
(︀
𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛

)︀
— базис простору 𝑉 , 𝑓 —лiнiйна числова фун-

кцiя векторного аргументу, визначена на цьому просторi. Тодi кожний
вектор 𝑥⃗ лiнiйно виражається через базиснi вектори:

𝑥⃗ = 𝑥1𝑒⃗1 + . . . + 𝑥𝑛𝑒⃗𝑛, 𝑥𝑘 ∈ R, 𝑘 = 1, 𝑛

В силу лiнiйностi 𝑓 знаходимо:

𝑓(𝑥⃗) = 𝑥1𝑓(𝑒⃗1) + . . . + 𝑥𝑛𝑓(𝑒⃗𝑛).

Нехай вiдомо образи базисних векторiв: 𝑓(𝑒⃗𝑖) = 𝑎𝑖. Тодi

𝑓(𝑥⃗) = 𝑎1𝑥1 + . . . + 𝑎𝑛𝑥𝑛.

Таким чином, при фiксованому базисi лiнiйна функцiя 𝑓 подає-
ться лiнiйною формою (слово «форма» означає «однорiдний много-
член» — многочлен, що є сумою одночленiв одного i того ж степеня).

Якщо ℰ —фiксований базис, то лiнiйну функцiю можна подати
формулою:

𝑓(𝑥⃗) = 𝐴 · 𝑥⃗,

де 𝐴 =
[︀
𝑓(𝑒⃗1) . . . 𝑓(𝑒⃗𝑛)

]︀
=

[︀
𝑎1 . . . 𝑎𝑛.

]︀
Зауважимо, що часто лiнiйну функцiю векторного аргументу так

i називають: «лiнiйна форма».

1.2. Бiлiнiйнi функцiї, бiлiнiйнi форми.
Нехай 𝑉 — скiнченновимiрний векторний простiр.

Означення 8.3. Вiдображення 𝑇 : 𝑉 × 𝑉 → R називається «бi-
лiнiйною функцiєю», якщо виконуються умови:

(1) 𝑇 (𝑥⃗1 + 𝑥⃗2, 𝑦⃗) = 𝑇 (𝑥⃗1, 𝑦⃗) + 𝑇 (𝑥⃗2, 𝑦⃗) (∀𝑥⃗1, 𝑥⃗2, 𝑦⃗ ∈ 𝑉 );
(2) 𝑇 (𝜆𝑥⃗, 𝑦⃗) = 𝜆𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) (∀𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝑉 , ∀𝜆 ∈ R);
(3) 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗1 + 𝑦⃗2) = 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗1) + 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗2) (∀𝑥⃗, 𝑦⃗1, 𝑦⃗2 ∈ 𝑉 );
(4) 𝑇 (𝑥⃗, 𝜆𝑦⃗) = 𝜆𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) (∀𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ 𝑉 , ∀𝜆 ∈ R).

Приклад 8.2. Скалярний добуток векторiв як вiдображення
𝑉 × 𝑉 → R є бiлiнiйною функцiєю.

Нехай (𝑒⃗1, . . . , 𝑒⃗𝑛) — базис простору 𝑉 i нехай

𝑥⃗ = 𝑥1𝑒⃗1 + . . . + 𝑥𝑛𝑒⃗𝑛;

𝑦⃗ = 𝑦1𝑒⃗1 + . . . + 𝑦𝑛𝑒⃗𝑛.
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Тодi бiлiнiйна функцiя 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) набуде вигляду

𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) = 𝑇 (𝑥1𝑒⃗1 + . . . + 𝑥𝑛𝑒⃗𝑛, 𝑦1𝑒⃗1 + . . . + 𝑦𝑛𝑒⃗𝑛) =

= 𝑥1𝑦1𝑇 (𝑒⃗1, 𝑒⃗1) + 𝑥1𝑦2𝑇 (𝑒⃗1, 𝑒⃗2) + . . . + 𝑥𝑛𝑦𝑛𝑇 (𝑒⃗𝑛, 𝑒⃗𝑛) =

=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑇 (𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑗)𝑥𝑖𝑦𝑗 =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 ,

де 𝑎𝑖𝑗 = 𝑇 (𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑗) не залежать вiд 𝑥⃗, 𝑦⃗ (тут при перетвореннях ми
використали аксiоми з означення бiлiнiйної форми).

Бачимо, що бiлiнiйна функцiя задається бiлiнiйною формою (тоб-
то однорiдним многочленом виду

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗). Часто замiсть слiв

«бiлiнiйна функцiя» ми так i говоритимемо: «бiлiнiйна форма».
Матриця

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑎𝑖𝑗 = 𝑇 (𝑒⃗𝑖, 𝑒⃗𝑗)

називається матрицею бiлiнiйної форми.

Теорема 8.1. Значення бiлiнiйної форми 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) з матрицею 𝐴

в деякому базисi обчислюється за формулою:

𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) = 𝑥⃗𝑇𝐴𝑦⃗.

Доведення. Безпосереднiм пiдрахунком знаходимо:

[︀
𝑥1 . . . 𝑥𝑛

]︀
·

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ ·
⎡⎢⎣𝑦1...
𝑦𝑛

⎤⎥⎦ =

=
[︀
𝑎11𝑥1 + . . . + 𝑎𝑛1𝑥𝑛 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥1 + . . . + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛

]︀ ⎡⎢⎣𝑦1...
𝑦𝑛

⎤⎥⎦ =

=

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 ,

що i потрiбно було показати. �
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Зауваження. Кожну бiлiнiйну форму можна подати у виглядi
𝑥⃗𝑇𝐴𝑦⃗, де 𝐴—деяка матриця з дiйсними коефiцiєнтами. Це означає,
що в якостi означення бiлiнiйної функцiї (бiлiнiйної форми) можна
взяти таке, яке еквiвалентне означенню 8.3: бiлiнiйною функцiєю
називається вiдображення 𝑇 : 𝑉 × 𝑉 → R виду 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) = 𝑥⃗𝑇 ·𝐴 · 𝑦⃗, де
𝐴—деяка фiксована матриця.

Нехай 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) — бiлiнiйна форма, що в деякому базисi ℬ задається
матрицею 𝐴. Дослiдимо, як змiниться матриця бiлiнiйної форми при
змiнi базису.

Отже, нехай 𝒞 —деякий iнший базис простору 𝑉 , 𝑃𝒞←ℬ ≡ 𝑃 —
матриця переходу вiд базису ℬ до базису 𝒞. Тодi координатами ве-
ктора 𝑥⃗ в новому базисi будуть 𝑃𝑥⃗, а вектора 𝑦⃗— 𝑃 𝑦⃗. Тодi бiлiнiйна
форма 𝑇 набуде виду:

𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) = (𝑃𝑥⃗)𝑇 ·𝐴 · (𝑃 𝑦⃗) = 𝑥⃗𝑇 (𝑃𝑇𝐴𝑃 )𝑦⃗.

Таким чином, матриця бiлiнiйної форми при змiнi базису набуває
виду 𝑃𝑇𝐴𝑃 , де 𝑃 —матриця переходу до нового базису.

Вiдомо, що якщо 𝐴—деяка матриця рангу 𝑟, а 𝐵 —невиродже-
на, то ранг матрицi 𝐴𝐵 також дорiвнює 𝑟 (доведiть це). Оскiльки
матриця переходу до нового базису невироджена, то ранг матрицi
бiлiнiйної форми не залежить вiд вибору базису. Тому коректним є
таке означення.

Означення 8.4. Рангом бiлiнiйної форми називається ранг її
матрицi в кожному базисi.

Означення 8.5. Бiлiнiйна форма 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) називається симетри-
чною, якщо 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) = 𝑇 (𝑦⃗, 𝑥⃗).

Для симетричної бiлiнiйної форми з матрицею 𝐴 виконується
спiввiдношення

𝑥⃗𝑇𝐴𝑦⃗ = 𝑦⃗𝑇𝐴𝑥⃗

для довiльних векторiв 𝑥⃗, 𝑦⃗. Оскiльки в останнiй рiвностi злiва i
справа написанi числа, то, розглядаючи їх як 1× 1 матрицi, дiстаємо:

𝑥⃗𝑇𝐴𝑦⃗ = 𝑦⃗𝑇𝐴𝑥⃗ = (𝑦⃗𝑇𝐴𝑥⃗)𝑇 = 𝑥⃗𝑇𝐴𝑇 · (𝑦⃗𝑇 )𝑇 ,

звiдки 𝐴 = 𝐴𝑇 . Таким чином, матриця симетричної бiлiнiйної форми
є симетричною.
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Приклад 8.3. Нехай 𝑇 : 𝑉2 × 𝑉2 → R:

𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) = 2𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1 − 𝑥2𝑦2.

Знайдемо матрицю цiєї бiлiнiйної форми. Оскiльки 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) = 0 ·𝑥1𝑦1 +

2 · 𝑥1𝑦2 + 1 · 𝑥2𝑦1 − 1 · 𝑥2𝑦2, то робимо висновок, що 𝑎11 = 0, 𝑎12 = 2,
𝑎21 = 1, 𝑎22 = −1. Отже,

𝐴 =

[︂
0 2

1 −1

]︂
.

1.3. Квадратичнi форми.
Нехай 𝑇 (𝑥⃗, 𝑦⃗) — симетрична бiлiнiйна форма. Якщо покласти 𝑦⃗ =

𝑥⃗, то дiстанемо так звану квадратичну форму 𝑇 (𝑥⃗, 𝑥⃗).

Означення 8.6. Квадратичною формою вiд 𝑛 змiнних 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛

називається функцiя 𝑇 : R𝑛 → R, значення якої обчислюється за
формулою 𝑇 (𝑥⃗) = 𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗, де 𝐴—деяка симетрична матриця 𝑛-го
порядку (вона називається матрицею квадратичної форми).

Квадратична форма називається невиродженою, якщо її матриця
є невиродженою. Рангом квадратичної форми називається ранг її
матрицi.

Приклад 8.4. Знайти квадратичну форму, матриця якої: а)

одинична; б) 𝐴 =

[︂
2 −3

−3 5

]︂
.

Розв’язання.
а)

𝑇 (𝑥⃗) =
[︀
𝑥1 . . . 𝑥𝑛

]︀
·

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎦ ·
⎡⎢⎣𝑥1

...
𝑥𝑛

⎤⎥⎦ = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑛.

б)

𝑇 (𝑥⃗) =
[︀
𝑥1 𝑥2

]︀
·
[︂

2 −3

−3 5

]︂
·
[︂
𝑥1

𝑥2

]︂
=

[︀
2𝑥1 − 3𝑥2 −3𝑥1 + 5𝑥2

]︀ [︂𝑥1

𝑥2

]︂
=

=2𝑥2
1 − 6𝑥1𝑥2 + 5𝑥2

2.

�
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Приклад 8.5. Знайти матрицю квадратичної форми

𝑇 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2𝑥2
1 − 𝑥2

2 + 5𝑥2
3 + 6𝑥1𝑥2 − 3𝑥1𝑥3.

Розв’язання. Побудуємо таку матрицю:

𝐴 =

⎡⎣ 2 3 −1,5

3 −1 0

−1,5 0 5

⎤⎦ .

Вона будується в такий спосiб: коефiцiєнти при 𝑥2
𝑖 «йдуть» на головну

дiагональ матрицi як елементи 𝑎𝑖𝑖. Коефiцiєнти при 𝑥𝑖𝑥𝑗 розподiля-
ються порiвну мiж 𝑎𝑖𝑗 та 𝑎𝑗𝑖. Те, що вказана матриця є шуканою,
легко перевiрити безпосередньо, переконавшись, що

[︀
𝑥1 𝑥2 𝑥3

]︀
·𝐴 ·

⎡⎣𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎤⎦ = 𝑇 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

�

§ 2. Зведення квадратичної форми до канонiчного
вигляду

Говорять, що квадратична форма 𝑇 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) має канонiчний
вигляд , якщо вона не мiстить доданки виду 𝑎𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗). Наприклад,
𝑇 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥2

1−3𝑥2
2 + 5𝑥2

3 має канонiчний вигляд, а 𝑇 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

𝑥2
1−3𝑥2

2+5𝑥2
3−𝑥1𝑥2 —нi. Очевидно, що матриця квадратичної форми,

що має канонiчний вигляд, є дiагональною.
Нехай 𝑇 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) —квадратична форма. Виникає питання: чи

можна певним чином перейти до нових змiнних (ввести замiну) так,
щоб квадратична форма набула канонiчного вигляду?

Виявляється, що вiдповiдь на це питання завжди позитивна,
причому досягти це можна рiзними способами.

2.1. Зведення квадратичної форми до канонiчного ви-
гляду за допомогою ортогональної дiагоналiзацiї її матрицi.

Нехай 𝑇 (𝑥⃗) = 𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗—квадратична форма.
Оскiльки 𝐴— симетрична матриця, то її завжди можна ортого-

нально дiагоналiзувати (див. теорему 7.18), тобто iснують ортого-
нальна матриця 𝑄 i дiагональна 𝐷 такi, що 𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 , причому
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дiагональними елементами матрицi 𝐷 є власнi значення матрицi 𝐴
(враховуючи кратнiсть), а вектори-стовпцi матрицi 𝑄—це вiдповiднi
їм власнi вектори. Зазначимо, що 𝐷 = 𝑄𝑇𝐴𝑄.

Якщо тепер ввести таку пiдстановку: 𝑥⃗ = 𝑄𝑦⃗, або, що рiвносильно,
𝑦⃗ = 𝑄𝑇 𝑥⃗, то дiстанемо:

𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗ =(𝑄𝑦⃗)𝑇𝐴(𝑄𝑦⃗) = 𝑦⃗𝑇 (𝑄𝑇𝐴𝑄)𝑦⃗ =

= 𝑦⃗𝑇𝐷𝑦⃗,

тобто вказана замiна змiнної зводить вихiдну квадратичну форму до
такого канонiчного вигляду:

𝑦⃗𝑇𝐷𝑦⃗ = 𝜆1𝑦⃗
2
1 + . . . + 𝜆𝑛𝑦⃗

2
𝑛.

Вказаний процес називається дiагоналiзацiєю квадратичної форми.
Нашими мiркуваннями ми довели таке твердження, яке називається
«теорема про головнi осi»1.

Теорема 8.2 (Теорема про головнi осi). Кожну квадратичну
форму можна звести до канонiчного вигляду. Якщо 𝐴— матриця
квадратичної форми 𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗, ортогональна матриця 𝑄 i дiагональна
𝐷 такi, що 𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 , то замiна змiнної 𝑥⃗ = 𝑄𝑦⃗ перетворює
квадратичну форму 𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗ в квадратичну форму 𝑦⃗𝑇𝐷𝑦⃗ канонiчного
вигляду:

𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗ = 𝑦⃗𝑇𝐷𝑦⃗ = 𝜆1𝑦⃗
2
1 + . . . + 𝜆𝑛𝑦⃗

2
𝑛,

де 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — власнi значення матрицi 𝐴.

Приклад 8.6. Звести квадратичну форму
𝑇 (𝑥⃗) = 5𝑥2

1 + 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥2
2

до канонiчного вигляду.

Розв’язання. Складемо матрицю квадратичної форми:

𝐴 =

[︂
5 2

2 2

]︂
.

У звичайний спосiб знаходимо, що власними значеннями цiєї матрицi
є 𝜆1 = 6, 𝜆2 = 1, а власними векторами, що вiдповiдають цим власним
значенням є такi одиничнi вектори:

𝑞⃗1 =

[︃
2√
5
1√
5

]︃
, 𝑞⃗2 =

[︃
1√
5

− 2√
5

]︃
.

1Доцiльнiсть такої назви буде зрозумiлою з параграфу 5 (див. стор. 211)
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Таким чином, виконавши таку замiну змiнної: 𝑥⃗ = 𝑄𝑦⃗, тобто⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥1 =

2√
5
𝑦1 +

1√
5
𝑦2,

𝑥2 =
1√
5
𝑦1 −

2√
5
𝑦2,

квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) набуває канонiчний вигляд 6𝑦21 + 𝑦22 . �

2.2. Зведення квадратичної форми до канонiчного ви-
гляду методом Лагранжа.

Iснує iнший спосiб зведення квадратичної форми до канонiчного
вигляду. Розглянемо його на попередньому прикладi.

Приклад 8.7. Звести квадратичну форму

𝑇 (𝑥⃗) = 5𝑥2
1 + 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥2

2

до канонiчного вигляду.

Розв’язання. Здiйснимо такi перетворення, видiливши повний
квадрат:

𝑇 (𝑥⃗) = 5𝑥2
1 + 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥2

2 = 5

(︂
𝑥2
1 +

4

5
𝑥1𝑥2 +

4

25
𝑥2
2

)︂
− 4

5
𝑥2
2 + 2𝑥2

2 =

= 5

(︂
𝑥1 +

2

5
𝑥2

)︂2

+
6

5
𝑥2
2.

Отже, якщо покласти⎧⎨⎩ 𝑦1 = 𝑥1 +
2

5
𝑥2,

𝑦2 = 𝑥2,
або, що теж саме,

⎧⎨⎩𝑥1 = 𝑦1 −
2

5
𝑦2,

𝑥2 = 𝑦2,

то квадратична форма буде зведена до канонiчного вигляду 5𝑦21 + 6
5𝑦

2
2 .
�

Вказаний спосiб видiлення повного квадрату (вiн називається ме-
тодом Лагранжа) має той недолiк, що матриця перетворення, взагалi
кажучи, не є ортогональною. Це не завжди влаштовує при розв’язу-
ваннi задач.

Для розумiння загальної схеми видiлення повних квадратiв, роз-
глянемо ще два приклади:

Приклад 8.8. Звести квадратичну форму

𝑇 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥2
1 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2 + 𝑥1𝑥3

до канонiчного вигляду.
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Розв’язання.

𝑇 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥2
1 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2 + 𝑥1𝑥3 =

=

(︂
𝑥1 + 𝑥2 +

1

2
𝑥3

)︂2

− 𝑥2𝑥3 −
1

4
𝑥2
3 =

= (𝑥1 + 𝑥2 +
1

2
𝑥3)2 − 1

4

(︀
𝑥2
3 + 4𝑥2𝑥3 + 4𝑥2

2

)︀
+ 𝑥2

2 =

= (𝑥1 + 𝑥2 +
1

2
𝑥3)2 − 1

4
(𝑥3 + 2𝑥2)2 + 𝑥2

2 = 𝑦21 + 𝑦22 −
1

4
𝑦23 ,

де 𝑦1 = 𝑥1 + 𝑥2 + 1
2𝑥3, 𝑦2 = 𝑥2, 𝑦3 = 2𝑥2 + 𝑥3. �

Отже, основна iдея методу Лагранжа полягає в наступному. При-
пустимо, що квадратична форма мiстить хоча б один доданок виду
𝑎 · 𝑥2

𝑖 . Тодi здiснюємо групування всiх доданкiв, що мiстять 𝑥𝑖 i видi-
ляємо повний квадрат таким чином, щоб вiн «поглинув» усi доданки
виду 𝑎𝑥𝑖𝑥𝑗 та 𝑎𝑥2

𝑖 . Тодi з доданками, якi залишилась (а серед них
вже немає доданкiв зi змiнною 𝑥𝑖) повторюємо вказанi дiї.

Тепер припустимо, що квадратична форма не мiстить доданкiв
виду 𝑎 · 𝑥2

𝑖 . Не порушуючи загальностi, припустимо, що вона мiстить
доданок виду 𝑎𝑥1𝑥2. Тодi, ввiвши промiжну замiну виду 𝑥1 = 𝑥′1,
𝑥2 = 𝑥′1 + 𝑥′2, 𝑥𝑘 = 𝑥′𝑘, 𝑘 > 2, одержимо квадратичну форму, в якiй є
доданок виду 𝑎𝑥2

1. Пiсля цього виконуємо дiї, описанi вище.

Приклад 8.9. Звести квадратичну форму

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥

до канонiчного вигляду.

Розв’язання. Бачимо, що квадратична форма не мiстить до-
данкiв, необхiдних для видiлення повного квадрату. Тому введемо
таку замiну:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥 = 𝑢,

𝑦 = 𝑢 + 𝑣,

𝑧 = 𝑤;

тобто

⎡⎣𝑥𝑦
𝑧

⎤⎦ =

⎡⎣1 0 0

1 1 0

0 0 1

⎤⎦⎡⎣𝑢

𝑣

𝑤

⎤⎦ .

Тодi квадратична форма набуде такий вигляд:

𝑇 (𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑢(𝑢 + 𝑣) + (𝑢 + 𝑣)𝑤 + 𝑢𝑤 = 𝑢2 + 𝑢𝑣 + 2𝑢𝑤 + 𝑣𝑤 =

=

(︂
𝑢 +

1

2
𝑣 + 𝑤

)︂2

− 1

4
𝑣2 − 𝑤2.
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Тепер, ввiвши таку замiну⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥1 = 𝑢 +

1

2
𝑣 + 𝑤,

𝑦1 = 𝑣,

𝑧1 = 𝑤,

дiстанемо квадратичну форму в канонiчному виглядi. Таким чином,
замiна ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑥1 =
1

2
𝑢 +

1

2
(𝑢 + 𝑣) + 𝑤 =

1

2
𝑥 +

1

2
𝑦 + 𝑧,

𝑦1 = 𝑢 + 𝑣 − 𝑢 = 𝑦 − 𝑥,

𝑧1 = 𝑧,

зводить вихiдну квадратичну форму до канонiчного вигляду 𝑥2
1 −

1
4𝑦

2
1 − 𝑧21 . �
Зауважимо, що квадратичну форму з останнього прикладу можна

звести до канонiчного вигляду i за допомогою дiагоналiзацiї її матрицi⎡⎣0 1
2

1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0

⎤⎦ .

Оскiльки власнi значення цiєї матрицi 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 𝜆3 = − 1
2 , то пiсля

виконання вiдповiдної замiни дiстанемо таку квадратичну форму
𝑦21− 1

2𝑦
2
2− 1

2𝑦
2
3 . Помiтимо, що як перший, так i другий спосiб зведення

квадратичної форми до канонiчного вигляду зводить її до виду, в
якому лише один доданок з додатним коефiцiєнтом, а два— з вiд’-
ємним. Виявляється це не випадково, оскiльки має мiсце загальне
правило, яке називається законом iнерцiї квадратичних форм.

§ 3. Закон iнерцiї квадратичних форм

Припустимо, що квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗), 𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

зведена до канонiчного вигляду 𝑇 (𝑥⃗) = 𝜆1𝑦
2
1 + . . . + 𝜆𝑟𝑦

2
𝑟 , де 𝜆𝑖 —

вiдмiннi вiд нуля коефiцiєнти, причому першi 𝑞 з них— додатнi, а
решта— вiд’ємнi:

𝜆1 > 0, . . . , 𝜆𝑞 > 0, 𝜆𝑞+1 < 0, . . . , 𝜆𝑟 < 0,

𝑟—ранг квадратичної форми.
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Розглянемо таке перетворення:

𝑧1 =
1√︀
|𝜆1|

𝑦1, . . . , 𝑧𝑟 =
1√︀
|𝜆𝑟|

𝑦𝑟.

В результатi такої замiни квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) набуде так званий
нормальний вигляд :

𝑇 (𝑥⃗) = 𝑧21 + . . . + 𝑧2𝑞 − 𝑧2𝑞+1 − . . .− 𝑧2𝑟 .

Теорема 8.3 (Закон iнерцiї квадратичних форм). Кiлькiсть
доданкiв з додатними (вiд’ємними) коефiцiєнтами в нормально-
му виглядi квадратичної форми не залежить вiд способу зведення
квадратичної форми до цього вигляду.

Доведення. Припустимо, що пiдстановками

𝑦⃗ = 𝑃1𝑥⃗, 𝑧⃗ = 𝑃2𝑥⃗, (8.1)

det𝑃1 ≠ 0, det𝑃2 ̸= 0, квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) зведена до нормального
вигляду двома способами:

𝑇 (𝑥⃗) = 𝑦2
1 + . . .+ 𝑦2

𝑝 − 𝑦2
𝑝+1 − . . .− 𝑦2

𝑟 ,

𝑇 (𝑥⃗) = 𝑧21 + . . .+ 𝑧2𝑞 − 𝑧2𝑞+1 − . . .− 𝑧2𝑟 .

Слiд довести, що 𝑝 = 𝑞. Доведення проведемо методом вiд супротив-
ного. Не порушуючи загальностi, припустимо, що 𝑝 < 𝑞. Покажемо, що
iснує такий ненульовий вектор 𝑥⃗, що 𝑦1 = . . . = 𝑦𝑝 = 0, 𝑧𝑞+1 = . . . = 𝑧𝑟 = 0.
Справдi, враховуючи (8.1), система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦1 = 0,

...

𝑦𝑝 = 0,

𝑧𝑞+1 = 0,

...

𝑧𝑟 = 0,

є однорiдною системою вiдносно невiдомих 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, причому кiлькiсть
рiвнянь в нiй менша 𝑛 (оскiльки 𝑝 < 𝑞), а значить вона має ненульовий
розв’язок 𝑥⃗0.

З iншого боку, тодi 𝑓(𝑥⃗0) = −𝑦2
𝑝+1 − . . .− 𝑦⃗2

𝑟 i 𝑓(𝑥⃗0) = 𝑧21 + . . .+ 𝑧2𝑞 , що
можливо лише при 𝑦𝑝+1 = . . . = 𝑦𝑟 = 𝑧1 = . . . = 𝑧𝑞 = 0. Тобто iснує такий
базис, в якому координати вектора 𝑥⃗0 усi дорiвнюють нулю. Це можливо
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лише для 𝑥⃗0 = 0⃗. Одержали протирiччя. Випадок 𝑝 > 𝑞 розглядається
аналогiчно. Таким чином, 𝑝 = 𝑞, що i потрiбно було довести. �

§ 4. Класифiкацiя квадратичних форм

Означення 8.7. Квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) називається додатно
визначеною (вiд’ємно визначеною), якщо для кожного ненульового
вектора 𝑥⃗: 𝑇 (𝑥⃗) > 0 (𝑇 (𝑥⃗) < 0). Якщо квадратична форма набуває як
додатних, так i вiд’ємних значень, то вона називається невизначеною.

Виникає питання: чи можна визначити до якого з трьох наведених
класiв належить задана квадратична форма? Вiдповiдь на це питання
дають двi наступнi теореми.

Теорема 8.4. Квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) = 𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗ є:

1) додатно визначеною тодi i тiльки тодi, коли усi власнi значення
матрицi 𝐴 додатнi;

2) вiд’ємно визначеною тодi i тiльки тодi, коли усi власнi значення
матрицi 𝐴 вiд’ємнi;

3) невизначеною тодi i тiльки тодi, коли матриця 𝐴 має як додатнi,
так i вiд’ємнi власнi значення.

Доведення. За теоремою про головнi осi (теорема 8.2) для ква-
дратичної форми 𝑇 (𝑥⃗) iснує замiна змiнної 𝑥⃗ = 𝑄 · 𝑦⃗ така, яка зводить
вихiдну квадратичну форму до канонiчного вигляду: 𝜆1𝑦

2
1 + . . .+𝜆𝑛𝑦

2
𝑛.

Оскiльки матриця 𝑄—невироджена (𝑄 ортогональна, а визначник
ортогональної матрицi, як вiдомо, дорiвнює 1 або −1), то рiвнiсть
𝑥⃗ = 𝑄𝑦⃗ встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж ненульови-
ми векторами 𝑥⃗ та 𝑦⃗. Тому для будь-якого 𝑥⃗ значення 𝑇 (𝑥⃗) спiвпадає
iз значенням виразу 𝜆1𝑦

2
1 + . . .+𝜆𝑛𝑦

2
𝑛, знак якого цiлком визначається

числами 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛.
Якщо деякi власнi значення матрицi 𝐴 додатнi, а деякi — вiд’ємнi,

то завжди можна пiдiбрати такi вектори 𝑦⃗1, 𝑦⃗2, а разом з ними i
вiдповiднi їм 𝑥⃗1, 𝑥⃗2 такi, що 𝑇 (𝑥⃗1) > 0, 𝑇 (𝑥⃗2) < 0. �

Означення 8.8. Симетрична матриця 𝐴 називається додатно
визначеною, вiд’ємно визначеною, невизначеною, якщо квадратична
форма 𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗ володiє вiдповiдною властивiстю.
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Приклад 8.10. Дослiдити на знаковизначенiсть квадратичну
форму

𝑇 (𝑥⃗) = 3𝑥2
1 + 2𝑥2

2 + 𝑥2
3 + 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥2𝑥3.

Розв’язання. Квадратична форма iнтуїтивно здається додатно
визначеною. Перевiримо чи це справдi так. Її матриця⎡⎣3 2 0

2 2 2

0 2 1

⎤⎦
має такi власнi значення (перевiрте!) 𝜆1 = 5, 𝜆2 = 2, 𝜆3 = −1. Та-
ким чином, насправдi квадратична форма є невизначеною. Справдi,
наприклад, 𝑇 (1, 0, 0) = 3 > 0, 𝑇 (0, 1,−1) = −1 < 0. �

Виявляється, що перевiрку знаковизначеностi квадратичної фор-
ми можна здiйснити не вдаючись до знаходження власних значень
матрицi квадратичної форми.

Нехай квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) в деякому базисi задається ма-
трицею:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Введемо такi позначення головних («кутових») мiнорiв матрицi 𝐴:

∆1 = 𝑎11, ∆2 =

⃒⃒⃒⃒
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
, . . . ,∆𝑛 = det𝐴.

Теорема 8.5 (Критерiй Сильвестра додатної визначеностi ква-
дратичної форми). Для того, щоб квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) = 𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗

була додатно визначеною, необхiдно i достатньо, щоб усi головнi
мiнори матрицi 𝐴 були додатними:

∆1 > 0,∆2 > 0, . . . ,∆𝑛 > 0.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑇 (𝑥⃗)— додатно визначена квадра-
тична форма, 𝐴— її матриця. Тодi за теоремою про головнi осi iснує
невироджена матриця 𝑃 така, що 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃𝑇 , 𝐷 = diag{𝜆1, . . . , 𝜆𝑛}, а
квадратична форма замiною 𝑥⃗ = 𝑃 𝑦⃗ зводиться до канонiчного вигляду
𝜆1𝑦

2
1 + . . .+ 𝜆𝑛𝑦

2
𝑛. Зазначимо, що за теоремою 8.4 𝜆1 > 0, . . . , 𝜆𝑛 > 0.
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Маємо:

𝑃𝑇𝐴𝑃 = 𝐷;

det(𝑃𝑇𝐴𝑃 ) = det𝐷;

det𝐴 · (det𝑃 )2 = 𝜆1 · . . . · 𝜆𝑛 > 0,

звiдки det𝐴 = Δ𝑛 > 0.
Отже ми показали, що детермiнант матрицi додатно визначеної ква-

дратичної форми є додатним числом.
Розглянемо тепер вектор 𝑥⃗ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 0, . . . , 0), 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1}.

Тодi квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) набуває такого вигляду, що може мислитись
як квадратична форма вiдносно змiнних 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, i, крiм того, вона є
додатно визначеною (за умовою). Тодi за доведеним вище детермiнант її
матрицi (як квадратичної форми вiдносно змiнних 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) є додатним
числом: Δ𝑘 > 0, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1}, що i потрiбно було довести.

Достатнiсть. Нехай усi головнi мiнори матрицi 𝐴 квадратичної фор-
ми 𝑇 (𝑥⃗) є додатними. Доведемо, що 𝑇 (𝑥⃗) додатно визначена.

Доведення проведемо за iндукцiєю по кiлькостi змiнних, що входять в
форму. Якщо 𝑇 (𝑥⃗) залежить вiд однiєї змiнної, то 𝑇 (𝑥⃗) = 𝑇 (𝑥1) = 𝑎11𝑥

2
1 i з

того, що Δ1 = 𝑎11 > 0 дiстаємо, що 𝑇 (𝑥1) > 0, 𝑥⃗1 ̸= 0.
Тепер припустимо, що якщо для деякого довiльного, але фiксованого

𝑚 > 2 виконуються спiввiдношення Δ1 > 0, . . . ,Δ𝑚−1 > 0, то кожна
квадратична форма 𝑇 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚−1) є додатно визначеною.

Розглянемо квадратичну форму 𝑇 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), для якої Δ𝑘 > 0, 𝑘 =

1,𝑚. З припущення iндукцiї випливає, що та «пiдчастина» квадратичної
форми, що не мiстить доданкiв з множником 𝑥𝑚, є додатно визначеною,
тобто з допомогою певного перетворення зводиться до вигляду (𝑥′1)

2 + . . .+

(𝑥′𝑚−1)
2.

Отже, зробивши вiдповiдну замiну i пiдставивши 𝑥𝑚 = 𝑥′𝑚, одержуємо:

𝑇 (𝑥⃗) = (𝑥′1)
2+. . .+(𝑥′𝑚−1)

2+2𝑏1𝑚𝑥′1𝑥
′
𝑚+. . .+2𝑏𝑚−1,𝑚𝑥′𝑚−1𝑥

′
𝑚+𝑎𝑚𝑚(𝑥′𝑚)2,

де 𝑏𝑖𝑚 — деякi новi коефiцiєнти. Видiливши повнi квадрати, знаходимо:

𝑇 (𝑥⃗) = (𝑥′1 + 𝑏1𝑚𝑥′𝑚)2 + . . .+ (𝑥′𝑚−1 + 𝑏𝑚−1,𝑚𝑥′𝑚)2 + 𝑏 · (𝑥′𝑚)2,

де 𝑏 = 𝑎𝑚𝑚 − 𝑏21𝑚 − . . .− 𝑏2𝑚−1,𝑚.
Тепер, виконавши замiну⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦1 = 𝑥′1 + 𝑏1𝑚𝑥′𝑚,

. . .

𝑦𝑚−1 = 𝑥′𝑚−1 + 𝑏𝑚−1,𝑚𝑥′𝑚,

𝑦𝑚 = 𝑥′𝑚,
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зведемо квадратичну форму до вигляду 𝑇 (𝑥⃗) = 𝑦2
1 + . . . + 𝑦2

𝑚−1 + 𝑏𝑦2
𝑚.

Визначник матрицi цiєї форми дорiвнює 𝑏 i його знак спiвпадає зi знаком
матрицi квадратичної форми Δ𝑚 (якщо 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃 , то det𝐴 та det𝐵

одного знаку). Тому 𝑏 > 0, а значить 𝑇 (𝑥⃗) додатно визначена. Теорему
доведено. �

Наслiдок (Критерiй Сильвестра вiд’ємної визначеностi квадра-
тичної форми). Для того, щоб квадратична форма була вiд’ємно
визначеною необхiдно i достатньо, щоб знаки головних мiнорiв її
матрицi чергувались починаючи зi знаку «−», тобто

∆1 < 0,∆2 > 0,∆3 < 0, . . . .

Доведення. Квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) = 𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗ є вiд’ємно визна-
ченою тодi i тiльки тодi, коли квадратична форма 𝑇 (𝑥⃗) = −𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗ =

𝑥⃗𝑇 (−𝐴)𝑥⃗ є додатно визначеною. Тодi за попередньою теоремою

−𝑎11 > 0,

⃒⃒⃒⃒
−𝑎11 −𝑎12
−𝑎21 −𝑎22

⃒⃒⃒⃒
> 0,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−𝑎11 −𝑎12 −𝑎13
−𝑎21 −𝑎22 −𝑎23
−𝑎31 −𝑎32 −𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 0, . . . ,

тобто

∆1 = 𝑎11 < 0, ∆2 =

⃒⃒⃒⃒
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
> 0, ∆3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 0, . . .

що i потрiбно було довести. �

Приклад 8.11. За критерiєм Сильвестра дослiдимо на знакови-
значенiсть квадратичну форму з прикладу 8.10: 𝑇 (𝑥⃗) = 3𝑥2

1 + 2𝑥2
2 +

𝑥2
3 + 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥2𝑥3. Її матриця

𝐴 =

⎡⎣3 2 0

2 2 2

0 2 1

⎤⎦
має такi головнi мiнори

∆1 = 2 > 0, ∆2 =

⃒⃒⃒⃒
3 2

2 2

⃒⃒⃒⃒
= 2 > 0, ∆3 = det𝐴 = −10 < 0.

Таким чином, квадратична форма є невизначеною.
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§ 5. Зведення рiвняння лiнiї другого порядку до
канонiчного вигляду

Як вiдомо, кривою другого порядку називається геометричне мiсце
точок площини, декартовi координати яких задовольняють рiвняння

𝑎11𝑥
2 + 𝑎22𝑦

2 + 2𝑎12𝑥𝑦 + 2𝑎1𝑥 + 2𝑎2𝑦 + 𝑎0 = 0, (8.2)

де хоча б одне з чисел 𝑎11, 𝑎22, 𝑎12 вiдмiнне вiд нуля.
З курсу аналiтичної геометрiї вiдомо, що найважливiшими кри-

вими другого порядку є елiпс, гiпербола та парабола. Це так званi
невиродженi кривi другого порядку.

Також графiком рiвняння (8.2) можуть бути так званi виродженi
кривi другого порядку: точка (вироджений елiпс); пара прямих, що
перетинаються (вироджена гiпербола); пара паралельних прямих або
одна пряма (вироджена парабола).

Шляхом введення нової системи координат кожну криву друго-
го порядку можна звести до так званого канонiчного вигляду (тодi
говорять, що графiк кривої другого порядку у стандартному поло-
женнi). Нагадаємо канонiчнi рiвняння елiпса, гiперболи, параболи та
їх графiки (див. рис. 8.1, 8.2, 8.3).

𝑥

𝑦

𝑎−𝑎

𝑏

−𝑏

а) 𝑎 > 𝑏.

𝑥

𝑦

𝑎−𝑎

𝑏

−𝑏

б) 𝑎 < 𝑏.

𝑥

𝑦

𝑎−𝑎

𝑎

−𝑎

в) 𝑎 = 𝑏.

Рис. 8.1. Елiпс 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2
= 1.

Далi розглянемо деякi приклади.

Приклад 8.12. Побудувати графiки кривих другого порядку:
(1) 4𝑥2 + 9𝑦2 = 36;
(2) 4𝑥2 − 9𝑦2 + 1 = 0;
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𝑥

𝑦

−𝑎 𝑎

−𝑏

𝑏

а) 𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2
= 1.

𝑥

𝑦

−𝑎 𝑎

−𝑏

𝑏

б) 𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2
= −1.

Рис. 8.2. Гiпербола.

𝑥

𝑦

а) 𝑦 = 𝑎𝑥2,
𝑎 > 0.

𝑥

𝑦

б) 𝑦 = 𝑎𝑥2,
𝑎 < 0.

𝑥

𝑦

в) 𝑥 = 𝑎𝑦2,
𝑎 > 0.

𝑥

𝑦

г) 𝑥 = 𝑎𝑦2,
𝑎 < 0.

Рис. 8.3. Парабола.

(3) 4𝑥2 − 9𝑦 = 0.

Розв’язання. Перше рiвняння перепишемо у виглядi

𝑥2

32
+

𝑦2

22
= 1,

звiдки зрозумiло, що її графiком є елiпс з великою пiввiссю 3 i малою
пiввiссю 2 (див. рис. 8.1(а) для 𝑎 = 3, 𝑏 = 2).

Друге рiвняння набуває вигляд

𝑥2(︀
1
2

)︀2 − 𝑦2(︀
1
3

)︀2 = −1,

а тому її графiком є гiпербола (див. рис. 8.2(б) для 𝑎 = 1
2 , 𝑏 = 1

3 ).
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Третє рiвняння є графiком параболи 𝑦 = 4
9𝑥

2 (див. рис. 8.3(a)). �
Тепер розглянемо приклад, коли слiд побудувати графiк кривої

другого порядку, в якої коефiцiєнт при 𝑥𝑦 дорiвнює нулю.

Приклад 8.13. Побудувати графiк рiвняння:

𝑥2 + 2𝑦2 − 6𝑥 + 8𝑦 + 9 = 0.

Розв’язання. Видiлимо в лiвiй частинi рiвняння повнi квадрати:

(𝑥− 3)2 + 2(𝑦 + 2)2 = 8.

Введемо замiну {︃
𝑥′ = 𝑥− 3,

𝑦′ = 𝑦 + 2.

Дiстанемо рiвняння 𝑥′2

8 + 𝑦′2

4 = 1. Одержали канонiчне рiвняння
елiпса з пiвосями 2

√
2 i 2 в системi координат 𝑥′𝑂′𝑦′. Початок цiєї

системи координат розташований в точцi (3,−2) (див. рис. 8.4). �

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5

1

2

−1

−2

−3

−4

−5

𝑥

𝑦

𝑥′

𝑦′

Рис. 8.4. Графiк кривої 𝑥2 + 2𝑦2 − 6𝑥+ 8𝑦 + 9 = 0.

Якщо в рiвняннi (8.2) 𝑎12 ̸= 0, то графiком цього рiвняння є крива
другого порядку, яка повернута на певний кут вiдносно стандартного
положення.
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Приклад 8.14. Побудувати графiк кривої, що задається рiвня-
нням:

5𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 2𝑦2 = 6.

Розв’язання. Розглянемо квадратичну форму 𝑇 (𝑥, 𝑦) = 5𝑥2 +

4𝑥𝑦 + 2𝑦2. Матрицею цiєї квадратичної форми є

𝐴 =

[︂
5 2

2 2

]︂
.

Стандартним обчисленням знаходимо власнi значення 𝜆1 = 6, 𝜆2 = 1

та вiдповiднi їм нормованi власнi вектори 𝑞⃗1 =

[︃
2√
5
1√
5

]︃
та 𝑞⃗2 =

[︃
1√
5

− 2√
5

]︃
.

З власних векторiв складемо матрицю

𝑄 =

[︃
2√
5

1√
5

1√
5
− 2√

5

]︃
.

Помiтимо, що детермiнант матрицi 𝑄 дорiвнює −1. Це не зручно,
оскiльки ортогональна матриця з детермiнантом рiвним −1 задає пе-
ретворення композицiї повороту та симетрiї (див. наслiдок на сторiнцi
180). Тому перепозначимо 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 6 i

𝑄 =

[︃
1√
5
− 2√

5
2√
5

1√
5

]︃
.

Тепер det𝑄 = 1 i матриця 𝑄 визначає поворот на кут 𝜙 = arccos 1√
5
.

Таким чином, замiна змiнної
[︂
𝑥

𝑦

]︂
= 𝑄

[︂
𝑥′

𝑦′

]︂
зводить квадратичну

форму до канонiчного вигляду (𝑥′)2 + 6(𝑦′)2. Зрештою рiвняння лiнiї
набуває вигляд

(𝑥′)2

6
+

(𝑦′)2

1
= 1.

Тепер побудуємо графiк. Для цього слiд вияснити, якими є новi
базиснi вектори 𝑒⃗′1 та 𝑒⃗′2 нової системи координат (вони визначать

напрям нових осей координат). Оскiльки
[︂
𝑥

𝑦

]︂
= 𝑄

[︂
𝑥′

𝑦′

]︂
, то

𝑄𝑒⃗′1 =

[︃
1√
5
− 2√

5
2√
5

1√
5

]︃ [︂
1

0

]︂
=

[︃
1√
5
2√
5

]︃
;

𝑄𝑒⃗′2 =

[︃
1√
5
− 2√

5
2√
5

1√
5

]︃ [︂
0

1

]︂
=

[︃
− 2√

5
1√
5

]︃
,



§5. Зведення рiвняння лiнiї другого порядку до канонiчного вигляду 211

тобто новими базисними векторами є стовпцi матрицi 𝑄. Графiк
рiвняння на рисунку 8.5. �

0 1 2 3−1−2−3

1

2

3

−1

−2

−3

𝑥

𝑦

𝑒⃗′1

𝑒⃗′2

𝑥′

𝑦′

Рис. 8.5. Графiк лiнiї 5𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 2𝑦2 = 6.

Пояснимо тепер, чому теорема про головнi осi так називаєть-
ся. Якщо симетрична матриця 𝐴 є матрицею квадратичної форми,
яка входить до рiвняння другого порядку, то власнi вектори цiєї ма-
трицi встановлюють напрямки головних осей лiнiї другого порядку,
що задається цим рiвнянням (головною вiссю лiнiї другого порядку
називається її вiсь симетрiї: елiпс та гiпербола мають двi взаємно
перпендикулярнi осi симетрiї, парабола — одну).

Приклад 8.15. Побудувати графiк рiвняння

5𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 2𝑦2 − 28√
5
𝑥− 4√

5
𝑦 + 4 = 0.

Розв’язання. Запишемо дане рiвняння в матричнiй формi:
𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗ + 𝐵𝑥⃗ + 4 = 0,

де

𝐴 =

[︂
5 2

2 2

]︂
, 𝐵 =

[︁
− 28√

5
− 4√

5

]︁
, 𝑥⃗ =

[︂
𝑥

𝑦

]︂
.
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В попередньому прикладi ми встановили, що замiна змiнної 𝑥⃗ =

𝑄𝑥⃗′, де

𝑄 =

[︃
1√
5
− 2√

5
2√
5

1√
5

]︃
зводить квадратичну форму 𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗ до канонiчного вигляду (𝑥′)2 +

6(𝑦′)2. Крiм цього,

𝐵𝑥⃗ = 𝐵𝑄𝑥⃗ =
[︁
− 28√

5
− 4√

5

]︁ [︃ 1√
5
− 2√

5
2√
5

1√
5

]︃
𝑥⃗ =

= −4𝑥′ − 12𝑦′.

0 1 2 3 4 5−1−2

1

2

3

−1

−2

−3

−4

−5

𝑥

𝑦

𝑥′

𝑦′

𝑥′′

𝑦′′

Рис. 8.6. Графiк рiвняння 5𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 2𝑦2 − 28√
5
𝑥− 4√

5
𝑦 + 4 = 0.

Отже, вказана замiна приводить до рiвняння (𝑥′)2 + 6(𝑦′)2−4𝑥′−
12𝑦′+ 4 = 0, яке можна переписати у виглядi (𝑥′− 2)2 + 6(𝑦′− 1)2 = 6.
Ввiвши ще одну замiну {︃

𝑥′′ = 𝑥′ − 2,

𝑦′′ = 𝑦′ − 1,
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дiстанемо, що в системi координат 𝑥′′𝑦′′ графiком лiнiї є елiпс (𝑥′′)2

6 +

(𝑦′′)2 = 1.
Перейдемо до побудови графiка. Система координат 𝑥′𝑦′ є такою

ж як i в попередньому прикладi. Система координат 𝑥′′𝑦′′ будується
шляхом паралельного перенесення на вектор (2, 1) системи координат
𝑥′𝑦′.

�

Додатковi вiдомостi i завдання для самостiйної роботи

1. Нехай 𝐵 — оборотна матриця. Довести, що матриця 𝐴 = 𝐵𝑇𝐵 є додатно
визначеною.

2. Нехай 𝐴 — додатно визначена симетрична матриця. Довести, що iснує оборотна
матриця 𝐵 така, що 𝐴 = 𝐵𝑇𝐵.

3. Нехай 𝐴 i 𝐵 — додатно визначенi симетричнi матрицi 𝑛-го порядку, 𝜆 > 0.
Довести, що матрицi 𝜆𝐴, 𝐴2, 𝐴+𝐵, 𝐴−1 також додатно визначенi.

4. Нехай 𝐴— додатно визначена симетрична матриця. Довести, що iснує дода-
тно визначена симетрична матриця 𝐵 така, що 𝐴 = 𝐵2 (така матриця 𝐵

називається коренем квадратним з 𝐴).
5. Доведiть, що двi квадратичнi форми, одна з яких додатно визначена, можна

одночасно звести до канонiчного вигляду шляхом невиродженого лiнiйного
перетворення змiнних.
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