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БІФУРКАЦІЇ КВАЗІПЕРІОДИЧНИХ БІЖУЧИХ ХВИЛЬ В 

ДИСКРЕТНИХ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯННЯХ ТИПУ ШРЕДІНГЕРА 

Анотація. У статті досліджуються біфуркації розв’язків у вигляді біжучих хвиль для 
дискретних нелінійних рівнянь типу Шредінгера. Встановлено умови існування 
квазіперіодичних розв'язків у випадку, коли резонансні умови не виконуються. 
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Abstract. The article investigates the bifurcations of traveling wave solutions for discrete 
nonlinear Schrödinger-type equations. Conditions for the existence of quasi-periodic solutions are 
established in cases where resonance conditions fail. 
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Вступ. У цій статті вивчаються дискретні нелінійні рівняння типу 

Шредінгера з нелокальною взаємодією: 

݅߰̇௡ = ෍ ௝ܽΔ௝߰௡
௝∈ℕ

+ ݂(|߰௡|ଶ௣)߰௡,  ݊ ∈ ℤ, ݌ ∈ ℕ, (1) 

де ߰௡ = ߰௡(ݐ) ∈ ℂ – хвильова функція,  Δ௝߰௡ ≔ ߰௡ା௝ + ߰௡ି௝ − 2߰௡ є 

одновимірними дискретними операторами Лапласа. Рівняння (1) представляють 

собою нескінченну систему звичайних диференціальних рівнянь 1-го порядку. 
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Зауважимо, що в системі (1) розглядається більш загальна нелінійність, ніж в 

[10].  

Зауважимо, що дискретні нелінійні рівняння типу Шредінгера належать до 

широкого класу дискретних нескінченновимірних гамільтонових систем. До 

таких систем також належать дискретні рівняння типу Клейна-Ґордона та 

системи типу Фермі-Пасти-Улама. Важливими класами розв’язків таких систем 

є біжучі і стоячі хвиль. В працях [1-4; 7-9; 11-13; 16] вивчалися біжучі і стоячі 

хвилі в дискретних рівняннях типу Клейна-Ґордона та системах типу Фермі-

Пасти-Улама з локальною взаємодією. Біжучі хвилі в системах типу Фермі-

Пасти-Улама з нелокальною взаємодією вивчались в працях [5; 6; 17]. В статтях 

[14; 15; 18-20] вивчалися стоячі хвилі в дискретних нелінійних рівняннях типу 

Шредінгера з локальною взаємодією, а в статті [10] – біжучі хвилі в дискретних 

рівняннях типу Шредінгера з нелокальною взаємодією з кубічною нелінійністю 

та її узагальненням. 

Постановка задачі. Рівняння (1) можна переписати в стандартній формі: 

݅߰̇௡ = ෍ ܽ|௠ି௡||߰௠ − ߰௡|ଶ

௠ஷ௡

+ ݂(|߰௡|ଶ௣)߰௡,  ݊ ∈ ℤ, ݌ ∈ ℕ. (2) 

Нас цікавлять розв’язки системи (2)  у вигляді біжучих хвиль:  

߰௡(ݐ) = ݊)ݑ − ,(ݐܿ (3) 

де функція (ݖ)ݑ називається профілем хвилі (ݖ = ݊ − ܿ а стала ,(ݐܿ ∈ ℝ ∖ {0} – її 

швидкістю, з квазіперіодичною профільною функцією (ݖ)ݑ, тобто такою, що 

задовольняє умову 

ݖ)ݑ + ܶ) = ݁ଶగ௥ࣻݖ∀ ,(ݖ)ݑ ∈ ℝ. (4) 

Підставляючи біжучу хвилю (3) в систему (2), одержуємо рівняння: 

ᇱݑ݅ܿ + ෍ ௝ܽΔ௝(ݖ)ݑ
௝∈ℕ

+ (ݖ)ݑ(ଶ௣|(ݖ)ݑ|)݂ = 0, ݌  ∈ ℕ, (5) 

де Δ௝(ݖ)ݑ ≔ ݖ)ݑ + ݆) + ݖ)ݑ − ݆) −  .(ݖ)ݑ2
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Основний результат. В статті [21] встановлено умови існування 

квазіперіодичних біжучих хвиль (теорема 1): 

(݅)    ݂ ∈ ,ℝା)ܥ ℝ) для ℝା ≔ [0, ∞),  ݂(0) = 0 і  ௝ܽ ∈ ℝ  з  ෍ห ௝ܽห
௝∈ℕ

< ∞;  

(݅݅) існують сталі  ݏ > 0, ߤ  > 1,  ܿଵ > 0, ܿଶ > 0  і  ݎ > 0 такі, що 

|(ݎ)݂| ≤ ܿଵ(ݎ௦ + 1), ܿଶ(ݎ௦ାଵ − 1) ≤ ,(ݎ)ܨ (ݎ)ܨߤ − ݎ < ݂ᇱ(ݎ)ݎ  

для будь-якого  ݎ ≥ 0,  де (ݎ)ܨ = ∫ ௥(ݖ)݂
଴ Крім того,  lımതതതത .ݖ݀

௥→଴

௙(௥)
௥ೞ෤ < ∞  для деякої 

сталої   ̃ݏ > 0. 

У цій статті ми продовжуємо вивчення рівняння, яке розглядалося в статті 

[21], у випадку, коли умова нерезонансності з Теореми 1 не виконується, тобто 

ݎ ∈ ,ଵݎ} ,ଶݎ … ,  :௠}. У цьому випадку одержано такий біфуркаційний результатݎ

Теорема 1. Нехай виконується умова (݅). Тоді якщо існують ݎଵഥ ∈ (0,1),  ܿ ∈ ℝ ∖

{0} і ܶ >  0 такі, що всі розв’язки ݇ଵ, ݇ଶ, … , ݇௠ଵ ∈ ℤ  рівняння 

−ܿ = Ф ൬
ߨ2
ܶ

ଵഥݎ) + ݇)൰ 

є невід’ємними або від’ємними, і ݉ଵ > 0. Тоді для будь-якого малого ߝ > 0 

рівняння (2) має ݉ଵ відгалужень ненульових розв’язків у вигляді квазіперіодичних 

біжучих хвиль ߰௡,௝,ఌ(ݐ) = ݊)௝,ఌݑ − ܿఌݐ) з ݑ௝,ఌ ∈ ,ଵ(ℝܥ ℝ), ݆ = 1, 2, … , ݉1, та 

ненульовою швидкістю, які задовольняють умову ݑ௝,ఌ(ݖ + ܶ) =

݁ଶగ௥భതതതࣻݑ௝,ఌ(ݖ), ݖ∀ ∈ ℝ, разом з ܿఌ → с  та ݑ௝,ఌ → 0 рівномірно на ℝ при ߝ → 0. 

Таким чином, у цій статті встановлено існування біфуркацій розв'язків у 

вигляді біжучих хвиль квазіперіодичних в дискретних нелінійних рівняннях 

типу Шредінгера з нелокальною взаємодією у випадку, коли основні резонансні 

умови не виконуються.  
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