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ІСНУВАННЯ БІЖУЧИХ ХВИЛЬ В СИСТЕМАХ ТИПУ ФЕРМІ-ПАСТИ-УЛАМА 
ІЗ НАСИЧУВАНОЮ НЕЛІНІЙНІСТЮ 

 
Анотація. В статті встановлено існування періодичних і відокремлених біжучих хвиль в 

системах типу Фермі-Пасти-Улама із насичуваною нелінійністю. Для цього використано 
варіаційний підхід. 
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Система  Фермі-Пасти-Улама (ФПУ) представляє собою нескінченну систему 

ідентичних частинок  на прямій з взаємодією найближчих сусідів. Рівняння руху системи 
мають вигляд  
௡ݍ̈  = ܷᇱ(ݍ௡ାଵ − (௡ݍ − ܷᇱ(ݍ௡ − ,(௡ାଵݍ ݊ ∈ ℤ.   (1) 
де ݍ௡ =  .а U(r) – потенціал  їх взаємодії ,ݐ координата n-ї частки в момент часу – (ݐ)௡ݍ
Це нескінченна система звичайних диференціальних рівнянь. Рівняння (1) можна 
записати у вигляді нескінченновимірної гамільтонової системи  з гамільтоніаном 

ܪ = ෍ ቆ
1
2 ௡݌

ଶ + ௡ݍ)ܷ − ௡ାଵ)ቇݍ
௡∈ℤ

  

де ݌௡=̈ݍ௡ – імпульс.  
Найбільш повний огляд результатів для таких систем можна знайти в [5]. Умови 

існування біжучих хвиль для систем типу Фермі-Пасти-Улама на двовимірній ґратці 
одержано в статтях [1; 3].  

У цій статті ми будемо вивчати системи (1) із насичуваними нелінінійностями, які 
не задовольняють умови, одержані в [5]. Це означає, що на нескінченності ܷᇱ(ݎ) росте 
як  const r . Зауважимо, що такі нелінійності вивчалися в статтях [2; 4; 6]. 

Метою статті є одержання умов існування періодичних і відокремлених біжучих 
хвиль в системах типу Фермі-Пасти-Улама із насичуваною нелінійністю. 

Нагадаємо, що біжучою хвилею є розв’язок вигляду 
(ݐ)௡ݍ  = ݊)ݑ −  (2)   ,(ݐܿ
де u(s) – функція дійсної змінної ݏ ∈ ℝ, яка називається профілем хвилі, і константа ܿ >
0 – швидкість хвилі. Підставляючи біжучу хвилю (2) в систему (1), одержуємо рівняння 
для профілю біжучої хвилі 
 ܿଶݑᇱᇱ(ݏ) = ܷᇱ((ݏ)ݑܣ) − ܷᇱ൫ݏ)ݑܣ − 1)൯,   (3) 
де лінійний оператор A визначається рівністю 

(ݏ)(ݑܣ) = ݏ)ݑ + 1) − (ݏ)ݑ = න ߬݀(߬)ᇱݑ
௦ାଵ

௦

. 

Функція (ݏ)ݎ =   .називається профілем відносного зміщення (ݏ)(ݑܣ)
Під розв’язком рівняння (3) ми розуміємо функцію класу Сଶ, яка задовольняє це 

рівняння. 
Зауважимо, що в статті [6] вивчалися два види біжучих хвиль: періодичні і 

відокремлені. Періодична біжуча хвиля – це біжуча хвиля профіль відносного зміщення 
 ,періодична  функція. А відокремелена біжуча хвиля – хвиля – ((ݏ)′ݑ ,рівнозначно) (ݏ)ݎ
профіль відносного зміщення (ݏ)ݎ (рівнозначно, (ݏ)′ݑ) розпливається на нескінченності.  

На відміну від статті [5] ми будемо накладати умови не на профіль відносного 
зміщення, а на сам профіль. Тобто у випадку періодичних біжучих хвиль достатньо 
знайти розв’язок, який задовольняє умову (періодичність) 
ݏ)ݑ  + 2݇) = ,(ݏ)ݑ k > 0.  (4) 



А у випадку відокремлених біжучих хвиль (розпливання) 
 lim

௦→±ஶ
(ݏ)ݑ = (∞±)ݑ = 0.  (5) 

Для формулювання припущень про потенціал ܷ(ݎ) відокремимо гармонічну і 
ангармонічну частини 

(ݎ)ܷ =
ܿ଴

ଶ

2 ଶݎ +  .(ݎ)ܸ
Cтала с଴ ≥ 0 називається швидкістю звуку [5].  

Наші основні припущення щодо потенціалу ܸ: 
(і) функція V є неперервно диференційовною на ℝ,  т ܸ(0) = ܸᇱ(0) = 0, а ܸᇱ(ݎ) =

ݎ  при (ݎ)݋ → 0; 
(ii) існує скінченна границя ݈݅݉

௥→±ஶ

௏ᇲ(௥)
௥

= ܽ , а функція  

(ݎ)݃ = ܸᇱ(ݎ) −  ݎܽ
обмежена; 
(ііі) для кожного ݎ଴ > 0 існує ߜ଴ = (଴ݎ)଴ߜ > 0 таке, що 

1
2 (ݎ)ᇱܸݎ − (ݎ)ܸ ≥  ଴ߜ

для |ݎ| ≥ ,଴ݎ (ݎ)ܸ ݅ ≥ 0 для всіх ݎ ∈ ℝ.  
Для стислості ми також покладемо 

(ݎ)݂ = ܸᇱ(ݎ) = ݎܽ +  .ݎ݃
Позначимо через kX  гільбертів простір 

1{ ( ) : ( 2 ) ( ), (0) 0}k locX u H u s k u s u      

зі скалярним добутком 

( , ) ( ) ( )
k

k
k

u v u s v s ds


    

і відповідною нормою 
1
2( , )ku u u .  

Нехай Х  замикання простору  0C   по відношенню до норми 

1
22( )u u s ds





 
  

 
 . 

Очевидно, що Х  є замкненим підпростором гільбертового простору  

 1 2{ ( ) : }locX u H u L      

зі скалярним добутком 

( , ) ( ) ( ) (0) (0)u v u s v s ds u v




   , 

а тому функції з Х  задовольняють умову (5).  

На просторах kX  та Х  розглянемо відповідно функціонали 
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Неважко переконатися, що критичні точки цих функціоналів є розв’язками  рівняння (3), 
які задовольняють відповідно умови (3) і (4). 

Наступна теорема  встановлює існування періодичних біжучих хвиль. 
Теорема 1. Нехай виконуються умови (і)-(ііі). Тоді якщо 

 ܿ଴
ଶ < ܿଶ < ܿ଴

ଶ + ܽ i  

(ݎ)ܩ ≔ න ߩ݀(ߩ)݃ → −∞
௥

଴

 при ݎ → ±∞ 

або 

ܿଶ ቀ
݊ߨ
݇ ቁ

ଶ
− 4(ܿ଴

ଶ + ܽ) ଶ݊݅ݏ ݊ߨ
2݇ ≠ 0   ∀݊ ∈ ℕ, 

то рівняння (3) має несталий розв’язок ݑ, який задовольняє умову (4). 
Для доведення теореми 1 достатньо перевірити виконання умов теореми про 

гірський перевал для функціоналу kJ . Зокрема, цей функціонал задовольняє умову Пале-
Смейла та геометрію гірського перевалу, а отже, за теоремою про гірський перевал має 
нетривіальну критичну точку. Несталість розв’язку випливає з означення простору kX . 

Відокремлдені хвилі є в деякому сенсі граничним випадком розглянутих вище 
періодичних біжучих хвиль при k  . Тому вони будуються за допомогою граничного 
переходу при k   в критичних точках функціоналу kJ . 

Наступний результат встановлює існування відокремлених біжучих хвиль. 
Теорема 2. Нехай виконуються умови (і)-(ііі). Тоді якщо ܿ଴

ଶ < ܿଶ < ܿ଴
ଶ + ܽ, то 

рівняння (3) має несталий розв’язок ݑ, який задовольняє умови (5). Більше того, цей 
розв’язок має експоненціальну оцінку, тобто 

|(ݏ)′ݑ| ≤ ܥ  (|ݏ|ߙ−)݌ݔ݁
з деякими додатними константами С і α. 
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 Abstract. The article established the existence of periodic and solitary traveling waves іn Fermi-
--Pasta-Ulam type systems with saturable nonlinearity. For this, a variational approach is used. 
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