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МЕТОД УМОВНОЇ МІНІМІЗАЦІЇ В ЗАДАЧІ ПРО ІСНУВАННЯ 

ВІДОКРЕМЛЕНИХ БІЖУЧИХ ХВИЛЬ В СИСТЕМІ ТИПУ ФЕРМІ–

ПАСТИ–УЛАМА–ЦИНГУ 

Анотація. У статті досліджуються нескінченні системи типу Фермі–Пасти–

Улама–Цингу з локальною взаємодією. За допомогою методу умовної мінімізації встановлено 

умови існування розв’язків таких систем у вигляді відокремлених біжучих хвиль. 

Ключові слова: системи типу Фермі–Пасти–Улама–Цингу, відокремлені біжучі хвилі, 

метод умовної мінімізації, принцип концентрованої компактності. 

Abstract. The paper investigates infinite Fermi–Pasta–Ulam–Tsingou-type systems with local 

interaction. Using the method of constrained minimization, conditions for the existence of solutions 

in the form of solitary traveling waves are established. 

Keywords: Fermi–Pasta–Ulam–Tsingou-type systems, solitary traveling waves, constrained 

minimization method, concentration-compactness principle. 

 

Вступ. У цій статті вивчається однорідний ланцюг типу Фермі–Пасти–

Улама–Цингу ([12]), в якому кожна частинка нелінійно взаємодіє з двома своїми 

найближчими сусідніми частинками. Рівняння руху такого ланцюга мають 

вигляд: 
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 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 ,n n n n nq t U q t q t U q t q t+ −
 = − − − nℤ. (1)  

Зауважимо, що рівняння (1) є зчисленною системою звичайних диференціальних 

рівнянь. 

Зауважимо, що системи типу Фермі–Пасти–Улама–Цингу належать до 

широкого класу дискретних нескінченновимірних гамільтонових систем. До 

таких систем також належать подібні за структурою і походженням дискретні 

рівняння типу Клейна–Ґордона. Важливим класом розв’язків таких систем є 

біжучі хвилі. В статтях [1;2; 4–6; 9; 11; 13–16; 19; 20] вивчалося питання 

існування біжучих хвиль в дискретних рівняннях типу Клейна–Ґордона та 

системах типу Фермі–Пасти–Улама–Цингу з локальною взаємодією. Біжучі 

хвилі в дискретних рівняннях типу Клейна–Ґордона та системах типу Фермі–

Пасти–Улама–Цингу з нелокальною взаємодією вивчались в працях [3; 7; 8; 10; 

17].  

Постановка задачі. Будемо вивчати розв’язки системи (1) у вигляді 

біжучих хвиль:  

 ( ) ( )nq t u n ct= − , nℤ. (2)  

Зазначимо, що функція :u ℝ→ℝ – називається профілем біжучої хвилі, а стала c  

представляє собою швидкість хвилі. Якщо 0c , то хвиля рухається вправо, а 

якщо 0c , то – вліво. 

Підставляючи розв’язок (2) в систему (1), одержуємо рівняння для 

профілю біжучої хвилі  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1 1 ,c u s U u s u s U u s u s  = + − − − −  (3) 

де  

s n ct= − . 

Позначимо через  

( ) ( ) ( ): 1r s u s u s= + − . 

Оскільки 

( ) ( ) ( )1n nr n ct q t q t+− = − , 
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то ( )r s  називають профілем відносних зміщень.  

Під розв’язком рівняння (3) будемо розуміти таку двічі неперервно-

диференційовну функцію 2u C (ℝ; ℝ), яка при підстановці в це рівняння 

перетворює його на правильну рівність. 

Нас цікавлять так звані локалізовані розв’язки (відокремлені біжучі хвилі) 

з профілями, які задовольняють умову: 

 ( ) ( ) ( )lim lim 0.
→− →+

  = =  =
s s

u s u s u  (4) 

Варто зауважити, що профілі періодичних хвиль не є обов’язково періодичними, 

але періодичними є їх профілі швидкостей, а отже, і профілі відносних зміщень, 

оскільки  

( ) ( )
1s

s

r s u d 
+

=  . 

Введемо два гільбертів простір 

( ) ( ) ( ) 1 2: : , 0 0=   =locX u H u L u , 

для елементів якого скалярний добуток визначено таким чином 

( ) ( ) ( ),

+

−

 = u v u s v s ds . 

Зауважимо, що елементи простору X  автоматично задовольняють умову (4). 

На цьому просторі розглянемо функціонал 

 ( ) ( )( ) ( )( )
2

2

: ,
2

c
J u u s U Au s ds

+

−

 
= − 

 
  (5) 

де 

( )( ) ( ) ( ): 1Au s u s u s= + − . 

На потенціал U  накладемо таку умову: 

( )h  потенціал U  є неперервно-диференційовним на ℝ, причому ( ) ( )0 0 0U U = =  

і для деякого 0r   
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( )
sup
x r

U x

x


 + . 

Олександр Панков в праці [16] показав, що за виконання умови ( )h  

функціонал J  є коректно визначеним і неперервно-диференційовним на 

просторі Х , а його критичні точки є розв’язками рівняння (3), які задовольняють 

умову (4).  

 

Задача умовної мінімізації. На просторі X  розглянемо два функціонали 

( ) ( )( )
21

: ,
2

Т u u s ds

+

−

=   

( ) ( ) ( )( ) ( )( ): 1W u U u s u s ds U Au s ds

+ +

− −

= + − =  . 

Зауважимо, що з фізичної точки зору ці функціонали визначають відповідно 

середні кінетичну і потенціальну енергії хвилі. 

Далі розглянемо таку задачу умовної мінімізації: 

для заданого 0   знайти u X , для якого існує ( ) ( ) inf :
u X

T u W u 


= .  (6) 

Таким чином, з фізичної точки зору задача (6) полягає у мінімізації 

середньої кінетичної енергії за умови, що середня потенціальна енергія є 

фіксованою. 

Позначимо через 

( ) : : ,A u X W u =  =  

( ) : inf :T T u u A =  . 

Лема 1. Нехай потенціал ( )2 ;U C ,  ( )0 0U = , ( ) 0U x   в околі нуля 

та U  є суперквадратичним принаймні з одного боку, тобто ( )2x U x−
 строго 

зростає з х  для всіх х , де ( ), 0 = −  або ( )0, = + . Тоді знайдеться 

0 0   таке, що для кожного 0   функціонал Т  досягає свого мінімуму на А . 
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Для доведення було використано принцип концентрованої компактності 

П.-Л. Ліонса [18]. 

Основний результат. Основним результатом статті, який випливає з леми 

1, є така теорема: 

Теорема 1. Нехай потенціал ( )2 ;U C ,  ( )0 0U = , ( ) 0U x   в околі нуля 

та U  є суперквадратичним принаймні з одного боку, тобто ( )2x U x−
 строго 

зростає з х  для всіх х , де ( ), 0 = −  або ( )0, = + . Тоді знайдеться 

0 0   таке, що для кожного 0   рівняння (3) має несталий розв’язок 

u u X=   (тобто система (1) має розв’язок у вигляді відокремленої біжучої 

хвилі) з ( )W u =  і деякою швидкістю 0c c=  . Крім того, біжучі хвилі u  є 

монотонними і надзвуковими хвилями, тобто ( )0 0c с U
 = . 

Зауваження, що в статті [13] показано, що якщо U  є субквадратичним, 

тобто ( )2x U x−
 незростаюча функція з х , то для кожного 0   мінімум 

функціоналу Т  на А  не досягається. 

Таким чином, у цій статті встановлено існування відокремлених біжучих 

хвиль в системі типу Фермі–Пасти–Улама–Цингу за допомогою методу умовної 

мінімізації середньої кінетичної енергії за умови, що середня потенціальна 

енергія є фіксованою. 
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