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ІСНУВАННЯ І СТІЙКІСТЬ МУЛЬТИБРИЗЕРІВ В ДИСКРЕТНИХ 

РІВНЯННЯХ ТИПУ КЛЕЙНА–ҐОРДОНА 

 

Анотація. У статті розглядаються питання існування та стійкості мультибризерів 

у нелінійних дискретних рівняннях типу Клейна–Ґордона з лінійними зв'язками між вузлами, 

що виходять за межі взаємодії найближчих сусідів.  
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мультибризери, гамільтоніан, існування, стійкість. 
 

Вступ. Дискретні нескінченновимірні гамільтонові системи мають широке 

застосування при моделюванні складних квантових явищ. Серед таких систем 

найбільш відомими є системи типу Фермі–Пасти–Улама, дискретні нелінійне 

рівняння типу Шредінгера, дискретні рівняння типу Клейна–Ґордона.  

Серед розв’язків таких систем особдливе місце займають біжучі і стоячі 

хвилі та дискретні бризери. Біжучі хвилі в дискретних рівняннях типу Клейна–

Ґордона вивчались в статтях [1–6]. Умови існування стоячих хвиль в таких 

рівняннях досліджено в працях [7–9]. Періодичні розв’язки (дискретні бризери) 

таких систем вивчались в працях [10–23].   

Зазначимо, що дискретні бризери – це просторово локалізовані, часово-

періодичні розв'язки нелінійних гратчастих систем. Іншими словами, бризер – це 

«дихаючий солітон», тобто коливання, затиснене на одному єдиному вузлі 

ґратки. З часу їх чисельного відкриття та строгого теоретичного обґрунтування 

ці об'єкти привернули широку увагу завдяки застосуванням у фізиці 

конденсованого стану, біофізиці, нелінійній оптиці та атомній фізиці. Зокрема, 

мультибризери – розв'язки, у яких збуджено кілька сусідніх вузлів гратки, – є 

важливим класом нелінійних мод, що безпосередньо впливають на процеси 

перенесення енергії та стабільність нелінійних гратчастих систем. Класичний 

ланцюг Клейна–Ґордона з взаємодіями лише найближчих сусідів є найбільш 

вивченою моделлю для таких структур. Зокрема, доведено, що між послідовними 

осциляторами допускаються лише фазові різниці 0 =  або  = . Однак у 
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реальних фізичних системах – зокрема у моделях ДНК, зигзагоподібних 

хвилевидних масивах нелінійної оптики та двовимірних кристалічних гратках – 

взаємодії між вузлами не обмежуються найближчими сусідами. Наявність 

взаємодій далекого радіусу суттєво змінює топологію розв'язків і їхню стійкість, 

що робить узагальнення теорії мультибризерів на цей випадок актуальною 

науковою задачею. 

Метою цієї статті є дослідження існування та стійкості за першим 

наближенням мультибризерів в дискретних рівняннях типу Клейна–Ґордона з 

довільним радіусом взаємодії r . 

Виклад основного матеріалу. Розглянемо класичні дискретні рівняння 

Клейна–Ґордона в безрозмірних змінних (з 1r = ) 

 ( ) ( )1 12 , ,i i i i iq V q q q q і − +
= − + − +   (1)  

де ( )iq t  – узагальнена координата і -го осцилятора (відхилення від положення 

рівноваги),   – малий параметр, ( )V x  – нелінійний потенціал на вузлі. Рівняння 

(1) описують динаміку осциляторів в нескінченному ланцюзі з лінійною 

взаємодією найближчих сусідів (рис. 1). Рівняння (1) представляють собою 

нескінченну систему звичайних диференціальних рівнянь. Зауважимо, що 

система (1) є гамільтоновою з гамільтоніаном 
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З фізичної точки зору гамільтоніан визначає повну енергію системи. 

 

Рис. 1. Класичний ланцюг Клейна–Ґордона з взаємодією найближчих сусідів 
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Рівняння (1) передбачають взаємодію лише найближчих осциляторів 

(локальна взаємодія). Проте більш загальним є випадок нелокальної взаємодії, 

коли кожен осцилятор взаємодіє з r  сусідами з кожного боку (рис. 2). 

 

Рис. 1. Ланцюг Клейна–Ґордона з нелокальною взаємодією при 2r =  

 

У випадку нелокальної взаємодії при 
1 2  = =  рівняння динаміки 

ланцюга осциляторів мають вигляд 

 ( ) ( )
1

2 , .
r

i i i j i j i

j

q V q q q q і − +

=

= − + + −   (2)  

Припускається, що кожні послідовні n  осциляторів, починаючи з першого, 

знаходяться у стані спокою, а кожний ( )1n + -й осцилятор (будемо такі 

осцилятори називати «центральними») рухається незалежною періодичною 

орбітою з частотою  .  

Функцію координати кожного осцилятора при 0 =  можна розкласти в ряд 

Фур'є:  

( ) ( ) ( )
0

cosi i m i i

m

q w A J mw


=

= , 

де mA  – гармонійні амплітуди, iJ  – дія, яка залишається сталою вздовж орбіти в 

антиконтинуальній границі (випадок відсутності взаємодії сусідніх осциляторів).  

Виявляється, що періодичний у часі та локалізований у просторі рух 

збуджених осциляторів збережеться і при 0 = , створюючи мультибризери тієї 

самої частоти  , якщо різниця фаз між сусідніми центральними осциляторами 

задовольняє певним умовам. Таку властивість збереження мультибризерів 



Актуальні проблеми математики, фізики і комп’ютерних наук. 2026. Випуск 23 

 
 

29 
 

називають персистентністю. Умови персистентності мультибризерів мають 

вигляд ([12]): 

( ) ( )21

1

0 sin 0, 1...m i

mi

H
M mA m i n 





=


=   = =


 , 

де 1i i iw w += −  – фазова різниця між сусідніми осциляторами. У класичному 

випадку ( 1r = ) єдиними розв'язками є 0i =  або i =  (синфазний та 

протифазний мультибризер). При 2r   з'являються розв'язки з  0,i  φᵢ ∉ {0, 

π} – так звані мультибризери із зсувом фаз.  

Зауважимо, що часто мультибризер є персистентним (існує), але лінійно 

нестійким (швидко руйнується через експоненціальне зростання амплітуди 

збурень). Тобто стійкість показує, чи витримає цей мультибризер малі збурення 

в реальному часі. Стійкість залежить від типу нелінійності та знаку зв'язку між 

вузлами. Виявляється, що для системи (1) при 0
w

P
J




 


 єдиним лінійно 

стійким є протифазний мультибризер, а при 0P   – синфазний. 

 

Висновки. Таким чином, у роботі досліджено питання існування і 

стійкості мультибризерів в дискретних рівняннях типу Клейна–Ґордона з 

лінійними взаємодіями, що відкриває перспективи для подальших теоретичних і 

прикладних досліджень. 
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EXISTENCE AND STABILITY OF MULTIBREATHERS IN DISCRETE KLEIN–

GORDON-TYPE EQUATIONS 

Abstract. The article considers the existence and stability of multibreathers in nonlinear 

discrete equations of the Klein–Gordon-type with linear connections between nodes that go beyond 

the interaction of nearest neighbors. 

Keywords: discrete Klein–Gordon-type equations, discrete breathers, multibreathers, 

Hamiltonian, existence, stability. 


