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Анотація. У статті встановлено умови існування періодичних біжучих хвиль в 

системі типу Фермі-Пасти-Улама з нелокальною взаємодією. 
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Для початку розглядаємо нескінченний ланцюг ідентичних частинок на 

прямій такий, що кожна частинка взаємодіє з M сусідами з двох боків. Динаміка 

цього ланцюга описується рівняннями:           
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де ( )jq t  – положення  j-ї частинки в момент часу t. Потенціали mU , 

1,2,..., ,m M  відображають взаємодію між частинкою та її сусідами так, що U1 

відповідає взаємодії з найближчими сусідами, U2 з подальшими найближчими 

сусідами і т.д. 

Коли 1M  , то система (1) є відомою ґраткою Фермі-Пасти-Улама 

(ФПУ), що показана та досліджена чисельно в новаторській роботі [6]. Від тоді 

ґратки типу ФПУ постійно викликають великий інтерес у фізичних і 

математичних спільнотах (див. [1–5], [8–14]). 
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Розв’язок системи (1) у вигляді біжучої хвилі має вигляд ( ) ( ),jq t u j ct   

де ( )u s  і 0c  – представляють собою профільну функцію та швидкість хвилі 

відповідно.  

Періодичним є профіль швидкості періодичної хвилі, тому ці хвилі мають 

профілі відносних зміщень, що є періодичними. Зауважимо, що профільна 

функція періодичної хвилі не завжди періодична. 

Профільна функція біжучої хвилі є розв’язком такого диференціально-

різницевого рівняння 

                            2
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де 

( ) ( ) ( )mD u s u s m u s     

і 

( ) ( ) ( ).mD u s u s u s m     

Представимо потенціали взаємодії у вигляді 

                                             2( ) ( ), 1,..., ,
2
m

m m
aU r r V r m M                             (3) 

де 0ma   і 1
mV C  з (0) (0) 0m mV V    для всіх 1,2,..., ,m M  

Всюди далі припускається, що будуть виконуватися такі умови: 

1( )A  Швидкість звуку 0c , яка визначається рівністю 

2 2
0

1

M

m
m

c a m


  

є додатною та 0c c . 

2( )A ( ) ( )mV r o r   так як 0r  для всіх 1,2,...,m M . 

3( )A  Усі функції ( )mV r  1,2,..., ,m M  є невід’ємними і хоча б одна з них, 

наприкладу, 
0mV , задовольняє умову 
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Розглядаючи T -періодичну задачу з цілим числом T , припустимо, крім 

того, що 0 1m  .  

4( )A Усі функції 1| | ( )mr V r   неспадні і хоча б одна з них строго зростаюча.  

Зазначимо, що загалом не всі функції mV  є ненульовими. 

Зауваження 1. З припущення 4( )A , усі функції 

1( ) ( ) ( ),
2m m mG r V r r V r        1,2,..., ,m M  

неспадні при 0r   (відповідно незростаючі при 0r  ). Для більш загальних умов 

доведення можна знайти в [7, лема 2.3]. Причому, 
0
( ) 0mG r  для всіх 0r  . 

Шукатимемо розв’язок рівняння (2), який задовольняє умову 

      ( ) ( ) ,u s T u s s             (4) 

де 0T   – заданий період (періодичні хвилі).  

Для 0T   введемо простір  
1{ ( ) : ( ) ( ) , (0) 0}.T locX u H u s T u s s u          

Так як всі функції в 1 ( )locH   неперервні, то умова (0) 0u   має сенс. Скалярний 

добуток на TX  визначений наступним чином 

( , ) ( ) ( ) .
T

T I
u v u s v s ds    

Тут й далі [ / 2, / 2]TI T T  . Через || ||T позначимо норму на TX , породжену 

скалярним добутком ( , )T  . 

Також через TX   позначимо конус неспадних функцій у TX . Конуси всіх 

незростаючих функцій через .T TX X    Всі ці конуси замкнені. 

Зауваження 2. Не важко здогадатися, що коли T M  є цілим числом, тоді всі 

оператори , 1,2,..., ,mD m M   мають нетривіальні ядра в просторі TX  і 
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1ker ker , 2,..., .mD D m M    І навпаки, коли один із операторів має ненульове 

ядро в TX , T M , тоді T  є цілим числом. 

Із задачею (2), (4) зв’язаний функціонал енергії 
2
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на TX  . Це коректно визначений 1C -функціонал, а його критичні точки є 

розв’язками розглянутої нами задачі.  

Простір TX  та функціонал TJ  є інваріантними стосовно модифікованих 

зміщень 

( )( ) ( ) ( ), .aS v s v s a v a a     

Зауважимо, що кожен простір XT  включає тривіальні розв’язки виду 

( )u s ks , k .  

Основним результатом є така теорема: 

Теорема 1. Нехай виконуються умови 1 4( ) ( )A A  і 0c c . Тоді існує 

cT M  таке, що для будь-якого нецілого cT T  задача (2), (4) має 

нетривіальний розв’язок у TX   ( TX  ). Якщо 0 1m   в припущенні 3( )A , то 

попереднє твердження правильне для всіх цілих cT T . 

Для доведення теореми використано один із варіантів теореми про 

гірський перевал з умовою Серамі замість умови Пале-Смейла ([10]). 

Таким чином, у статті встановлено умови існування періодичних біжучих 

хвиль в системі типу Фермі-Пасти-Улама з нелокальною взаємодією. 
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