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С. М. Бак, Д. М. Домбровська  
УМОВИ ІСНУВАННЯ БІЖУЧИХ ХВИЛЬ В СИСТЕМІ 

ОСЦИЛЯТОРІВ, РОЗМІЩЕНИХ НА ДВОВИМІРНІЙ РЕШІТЦІ 
 
Вступ. У цій статті вивчаються рiвняння, що описують динамiку 

нескiнченної системи лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, розміщених на 
цiлочисловiй двовимірній решітці. Нехай , ( )n mq t  – узагальнена координата 
( , )n m – го осцилятора в момент часу t . Припускається, що кожний осцилятор 
лiнiйно взаємодіє з чотирма своїми найближчими сусідами. Рівняння руху 
системи, що розглядається, мають вигляд: 

2
, , 1, 1, , 1 , 1 ,( ) 4 ,( , )n m n m n m n m n m n m n mq U q q q q q q n m            .                  (1) 

Рівняння (1) представляє собою нескінченну систему звичайних 
диференціальних рівнянь. 

В статтi [12] вивчались перiодичнi розв’язки для системи осциляторiв 
розміщених на двовимірних решітках, а в статтях [7] та [8] – бiжучi хвилi в 
таких системах. Зокрема, в [7] розглядалась система iз непарною 2 –
періодичною нелiнiйнiстю. А в [8] взагалі розглядалися лінійні осцилятори. 

В даній статті за допомогою методу критичних точок досліджено питання 
існування періодичних i відокремлених біжучих хвиль. 

Постановка задачі. Розглянемо систему осциляторiв з потенціалом: 
20( ) ( ).

2
cU r r V r    

Тоді рiвняння набуде вигляду 

, , 0 , ,( ),n m n m n m n mq q c q V q                                           (2) 

де 

, 1, 1, , 1 , 1 ,( ) 4n m n m n m n m n m n mq q q q q q          

– двохвимiрний дискретний оператор Лапласа.  
Біжуча хвиля має вигляд  

( ) ( cos sin )nq t u n m ct     

і для її профілю ( ),u s  де cos sin ,s n m ct    отримаємо рівняння 
2 ( ) ( cos ) ( cos )c u s u s u s        

0( sin ) ( sin ) 4 ( ) ( ) ( ( )).u s u s u s c u s V u s                                      (3) 

Вiдмiтимо, що функція неперервного аргументу ( ),u s u  називається 
профілем хвилi. Константа 0c   представляє собою швидкість хвилi. Цікавими 
є не тривiальнi хвилi з профілем тотожно вiдмiнним від нуля. 

У випадку періодичних біжучих хвиль для знаходження профілю хвилi 
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достатньо знайти розв’язок рiвняння (3) з умовою перiодичностi 

( 2 ) ( ), .u s k u s s                                                (4) 

Профіль відокремленої хвилi є розв’язком рiвняння (3) з крайовою 
умовою на нескiнченностi 

lim ( ) ( ) 0.
s

u s u


                                                 (5) 

Всюди далi під розв’язком рiвняння (3) розуміється функція ( )u s класу 
2( ),C   яка задовольняє рiвняння (3) для всіх .s  

При значеннях кута   , який визначає напрям поширення хвилі, а саме 

при 
2

k   і , ,
4 2

k k      задача зводиться до одновимірного випадку. 

2 0 1( ) ( 1) ( 1) 2 ( ) ( ) ( ( )).
2 2
cc s s s s s V s              

Всюди далi припускається, що потенціал ( )V r задовольняє умову: 

( )h функція ( )V r  неперервно диференційовна, (0) 0V   і ( ) ( )V r o r  , при 0r   
та існує таке 2,   що 

0 ( ) ( ) , 0.V r V r r r     

Зазначимо, що в рiвняння (3) швидкість c  входить тільки в квадраті. Звідси 
випливає, що якщо функція ( )u s задовольняє рівнянню (3), то існує дві бiжучi 
хвилi з даним профілем та швидкостями .c   

З рівняння (3)та умовою (4)пов’язується функціонал 
2

2 21( ) { ( ( )) ( ( cos ) ( ))
2 2

k

k k

cJ u u s u s u s


      

2 201 ( ( sin ) ( )) ( ) ( ( ))} ,
2 2

cu s u s u s V u s ds                              (6) 

який визначений на просторі 
1{ ( ) : ( 2 ) ( )}k locE u H u s k u s     

з нормою 

2 2

1 1
2 2 2 22 2

( , ) ( , )
|| || (|| || || || ) ( ( ( ) ( ) ) ) .

k

k L k k L k k k
u u u u s u s ds

  
      

Тобто kE  – соболєвський простір 2k –періодичних функцій. 
З крайовою умовою (5) пов’язаний функціонал 

2
2 21( ) { ( ( )) ( ( cos ) ( ))

2 2
cJ u u s u s u s




      
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2 201 ( ( sin ) ( )) ( ) ( ( ))} ,
2 2

cu s u s u s V u s ds                              (7) 

який визначений на просторі 1( )E H   зi стандартною соболєвською нормою: 

2 2

1 1
2 2 22 2

( ) ( )
|| || (|| || || || ) ( ( ( ) ( ( )) ) ) .

L L
u u u u s u s ds




     

 

Допоміжні леми. Для отримання основного результату знадобляться 
наступні леми:    

Лема 1. За зроблених вище припущень, kJ  та J – функціонали класу 1C  на 

kE та E  вiдповiдно. Їх похiднi виражаються формулами 
2( ), { ( ) ( ) ( ( cos ) ( cos )

k

k k
J u h c u s h s u s u s 


         

0( sin ) ( sin ) 4 ( )) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )}u s u s u s h s c u s h s V u s h s ds                (8) 
2( ), { ( ) ( ) ( ( cos ) ( cos )J u h c u s h s u s u s 




         

0( sin ) ( sin ) 4 ( )) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )}u s u s u s h s c u s h s V u s h s ds         .       (9) 

Лема 2. Критичнi точки функцiоналiв kJ  i 2J º C – розв’язками рiвняння 
(3), що задовольняють умови (4) i (5) вiдповiдно. 

Лема 3. Правильнi наступнi нерiвностi 
2 2 2| ( cos ) ( ) | cos | ( ) | , ,

k k

kk k
u s u s ds u s ds u E 

 
      

2 2 2| ( cos ) ( ) | cos | ( ) | , ,u s u s ds u s ds u E 
 

 
      

2 2 2| ( sin ) ( ) | sin | ( ) | , ,
k k

kk k
u s u s ds u s ds u E 

 
      

2 2 2| ( sin ) ( ) | sin | ( ) | , .u s u s ds u s ds u E 
 

 
      

Лема 4. Нехай виконується умова 0( ), 0h c   і 2 1.c   Тодi iснують такi 

0 0   i 0,   якi не залежать вiд 1,k   що для нетривiальних критичних 
точок функцiоналiв kJ  та J  правильнi нерiвностi 

2
0 || || ( ),k ku J u    

2
0 || || ( ).u J u    

Iснування перiодичних бiжучих хвиль. За допомогою теореми про 
гiрський перевал встановимо iснування нетривiальних бiжучих хвиль з 
перiодичним профiлем. Для цього, згiдно леми 2, достатньо встановити 
iснування нетривiальних критичних точок функцiоналу .kJ  Вiдмiтимо, що 0u   
завжди є тривiальною критичною точкою та дає тривiальну бiжучу хвилю, яка 
тотожньо рiвна нулю. 
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Теорема 1. Нехай виконується умова ( )h  i 0 0.c   Тодi для будь-яких 1k   
i 2 1c   рiвняння (3) має розв’язок u, що задовольняє умові (4). Тим самим, 
iснують двi бiжучi хвилi з профiлем u  та швидкостями .c  Бiльше того, 
iснують такi константи 0   i 0,C   якi не залежать вiд ,k  що 

2
0 || || ,ku C    

0 .kJ C    

Сформулюємо теорему про гiрський перевал в потрiбному виглядi та 
перевiримо її умови для функцiоналу .kJ  

Теорема 2. (Про гiрський перевал) Нехай I  – функцiонал класу 1C  на 
гiльбертовому просторi ,H  що задовольняє умовi Пале–Смейла: 

(PS) якщо послiдовнiсть nu H  така, що ( ) 0nI u   i ( )nI u  обмежена, то вона 
мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть. 

Припустимо, що iснують такi e H  і 0,r   що || ||e r  i 

|| ||
: inf ( ) 0 (0) ( ).

r
I I I e


 


     

Тодi iснує така критична точка u H  функцiоналу ,I  що ( ) .I u   При цьому 

0
( ) sup ( ).I u I e





  

Перевірку умов теореми 2 почнемо з умови Пале–Смейла. 

Лема 5. За умов теореми 1 функцiонал kJ  задовольняє умову Пале–
Смейла. 

Лема 6. За умов теореми 1 iснує таке 0 0,r   яке не залежить вiд ,k  що 

0|| ||
inf ( ) 0.

k
ku r

J u


  

Лема 7. За умов теореми 1 iснує таке 0 0   (незалежне вiд k ), що 

1 1( ) ( ) 0k kJ J    
для всiх 0.   

Доведення теореми 1. Леми 5-7 показують, що для функцiоналу kJ  
виконуються всi умови теореми про гiрський перевал. Отже, kJ  має 
ненульову критичну точку .ku E  За лемою 2, 2u C -розв’язок задачi (3), (4). 
Оцiнки знизу для || ||ku  і ( )kJ u  випливають iз леми 4. Згiдно леми 7, 

1 1
0 0

( ) sup ( ) sup ( ) .k k kJ u J J C
 

 
 

    

Оцiнка зверху для || ||ku  випливає тепер iз леми 4. □ 
Iснування вiдокремлених бiжучих хвиль. Бiжучi хвилi в даному 

випадку знаходяться як критичнi точки функцiоналу .J  Для останнього 
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виконуються твердження, аналогiчнi лемам 6 та 7. Таким чином, функцiонал 
J  задовольняє частинi умов теореми про гiрський перевал. Однак, умова 
Пале–Смейла для цього функцiоналу не виконується. Тому критичнi точки в 
даному випадку будуються iншим способом – за допомогою переходу до 
границi в критичних точках функцiоналу kJ  при .k   

Теорема 3. Нехай виконується умова ( )h  i 0 0.c   Тодi для будь-якого 
2 1c   рiвняння (3) має розв’язок ,u E  (отже, вiн задовольняє умовi (5)). 

Таким чином, iснують двi вiдокремленi бiжучi хвилi з профiлем u та 
швидкостями .c  
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Анотація. В даній статті за допомогою методу критичних точок досліджено 
питання існування періодичних i відокремлених біжучих хвиль для нескiнченної системи 
лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, розміщених на цiлочисловiй двовимірній решітці. 
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