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ПРОСТОРАХ 

 
Анотацiя. У статті встановлено існування та єдиність глобального розв’язку задачі 

Коші для рівнянь, які описують динаміку нескінченних ланцюгів нелінійних осциляторів у 
вагових просторах. 
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Abstract. The article establishes the existence and uniqueness of a global solution to the 
Cauchy problem for equations describing the dynamics of infinite chains of nonlinear oscillators in 
weighted spaces. 
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Нескінченновимірні гамільтонові системи широко використовуються для 

моделювання складних квантових явищ. Зокрема, останнім часом значну увагу 

приділяють моделям,  дискретним за просторовою змінною. Серед рівнянь, які 

описують такі моделі, найбільш відомими є рівняння ланцюгів осциляторів, 

дискретне рівняння sin-Ґордона, система Фермі–Пасти–Улама, дискретне 

нелінійне рівняння Шредінгера.  
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Задача Коші для ланцюгів осциляторів вивчалася в статтях [2; 3; 10] і для 

систем осциляторів на двовимірній ґратці в статтях [1; 6; 7; 9; 11]. У цих 

статтях вивчалися питання існування локальних і глобальних розв’язків, їх 

обмеженості у просторі 2l . Зауважимо, що існування періодичних розв’язків 

(які є глобальними) вивчалося в статтях [5; 8]. Питання коректності задачі Коші 

для дискретного нелінійного рівняння Шредінгера вивчалося в статті [4]. 

В даній роботі вивчаються деякі питання динаміки нескінченного 

ланцюга лінійно зв’язаних нелінійних осциляторів. Нехай  nq t  – узагальнена 

координата n -го осцилятора в момент часу t . Передбачається, що кожний 

осцилятор лінійно взаємодіє з двома своїми найближчими сусідами. Тоді 

рівняння руху системи, що розглядається, мають вигляд 

               1 1 1 , .n n n n n n n n nq t U q t a q t q t a q t q t n           (1) 

Рівняння (1) представляють собою нескінченну систему звичайних 

диференціальних рівнянь. Розглядаються такі розв’язки системи (1), що 

 lim ( ) 0,nn
q t


  (2) 

тобто осцилятори знаходяться в стані спокою на нескінченності.   

Потенціал ( )nU r  запишемо у вигляді 2( ) ( )
2
n

n n
cU r r V r    і покладемо 

1.n n n nb c a a     Тоді система (1) набуде вигляду 

           1 1 1 , .n n n n n n n n nq t a q t a q t b q t V q t n          (3) 

 

Враховуючи граничні умови (2), при певних припущеннях це рівняння 

природно розглядати як диференціально-операторне рівняння 

 ( )q Aq B q   (4) 

в гільбертовому просторі 2l  дійсних двохсторонніх послідовностей  n nq q 


 , 

де   1 1 1 ,n n n n n nnAq a q a q b q      а нелінійний оператор B  визначається 
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формулою ( ) ( ).n n nB q V q  Скалярний добуток і норма в 2l  позначаються  ,   і 

  відповідно.  

За означенням, розв’язком рівняння (4) вважається двічі неперервно 

диференційовна функція від t  зі значенням в 2l .  Якщо розв’язок визначений на 

всій числовій прямій, то він називається глобальним, у протилежному випадку – 

локальним. 

Передбачається, що 

 i  послідовності  na  і  nc  дійсних чисел обмежені;  

 iі  ( )nV r  – функція класу 1C  на  , (0) (0) 0n nV V    і для будь-якого 0R   існує 

таке   0C C R  , що для всіх n  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) , , .n nV r V r C r r r r R                                (5) 

Іноді замість  iі  ми будемо використовувати більш строге припущення: 

 iі  припущення  iі  виконується зі сталою С , яка не залежить від R , тобто 

існує така стала 0C  , що для всіх n  

1 2 1 2( ) ( ) .n nV r V r C r r     

Задача Коші полягає у знаходженні розв’язку рівняння (4), який 

задовольняє початкові умови 

 (0) (1)(0) , (0) .q q q q   (6)                       

Нехай  n   послідовність додатних чисел (вага). Тоді позначимо 

через 2l  простір всіх двохсторонніх послідовностей дійсних чисел з нормою 
1
2

2 .n n
n

u u




 
  
 



 

Це гільбертів простір зі скалярним добутком 

 , .n n n
n

u v u v







 

Всюди далі припускаємо, що вага задовольняє таку умову: 
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 iіі  послідовність  n   є обмеженою знизу додатною сталою та існує стала  

0 0с   така, що  

1 1
0 0

n

n

c c


    

для всіх n . 

Вага, яка задовольняє умову  iіі  називається регулярною. 

Згідно цієї умови вагові простори 2l  неперервно і компактно вкладені в 
2l , причому 

2, ,u C u u l
   

з деякою сталою 0C  . Тому всі ці простори неперервно і компактно вкладені в 

простір l  обмежених послідовностей з нормою 

sup nl
n

u u





. 

Якщо 1n  , то 2 2l l  . 

Основним результатом цієї статті є така теорема. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови    i iii  і   2 2, ;q C T T l   розв’язок 

задачі (4), (6) з    0 1 2,q q l . Тоді   2 2, ;q C T T l  .  

Наслідок 1. Нехай виконуються умови  i  та  ii . Тоді для будь-яких (0) 2q l  і 

(1) 2q l  задача (4), (6) має єдиний глобальний розв’язок  2 2;q C l  . 

Наслідок 2. Нехай виконуються умови  i  та  ii . Крім того, припустимо, що 

оператор A  недодатний, тобто  , 0Aq q   для будь-якого 2q l  та ( ) 0nV r   

для всіх n  і r . Тоді для будь-яких (0) 2q l  і (1) 2q l  задача (4), (6) має 

єдиний глобальний розв’язок  2 2;q C l  . 

Таким чином, у цій встановлено існування і єдиність глобальних 

розв’язків задачі Коші для ланцюгів осциляторів у вагових просторах.  
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