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We consider infinite chains of linearly coupled nonlinear oscillators under some assumption of 
spatial periodicity. In the case where the linear part is positive definite, we prove the existence of 
solution T-periodic in time for all sufficiently large values of T. 

 
1. �����������	��
 �	���	���
 �	���� �	���	���� �����
���, ������ �� ����� � 
��������	 ������	�����
 ������	��
 �����	��	�  

( ) , ,n n nq U q n′= − ∈�� �  

��	 nq  – ���	���
 ��������, ��	�����
 n -�� �����
���. ��	������	��
, �� ���-
��� �����
�� ���	�� ������	�����	� � ����
 ����� ���������� ��	�
��. ���� 
�����	��
 ����	��
 �����������	�� ����	�� ��	�� ��� 

( ) ( ) ( )1 1 1 , .n n n n n n n n nq U q a q q q q q n− − +′= − + − − − ∈�� �                                                      (1) 
����� �����, (1) – �	���	���
 ����	�� �����	���� ��  	�	�����!��� �����	���. 
��������������
 ����	 �	�	��
 ����	�� (1), �� 

lim ( ) 0.nn
q t

→∞
=                                                                                                                         (2) 

"���	 ���
, �����
��� ����
��
 � ���
��� ��
 �� �	���	�����. 
"��	�	� � ����	��� ���� (1) �#
��
	��
 �������	�����  ����	����� �����	��
-

�� (��., ������	�, [1]). $���� � ���	�����	 ���������� �����	 �	���!����  �	����� 
�����
���. "�����	��	 ������
	� ����� [2], ��	 �������	�� �	����	 ���� � ����� 
����	���. % � �	 ��	�
 �	�����	���	 ����	��
 ��
 ������ ������ ����	�-�	��	� 
&	���–�����–'���� ������� ��� ����	����� (��., ������	�, [3, 4]). 

% ����
�	� ����	 ��
 ����	��
 �	�����	���� �	�	��� ������ (1), (2) ����	�
���
 
����������	 �	��� � �������	, ������� � [5-6]. 

2. ������� �������������. ��	����� nU  �����	� � ���	 

2( ) ( ).
2
n

n n

c
U r r V r= − +  

��	������	��
, �� �����������	��
 �	���� ����������	�� �	�������, �.	. ���	����-
	� ���	 �������!�	 0n , �� 

0 0
,n n n n n na a c c+ += =  � 

0
( ) ( )n n nV r V r+ = . ����� 

1.n n n nb c a a −= − −  
���� �����	��	 (1) ����	� ��� 

1 1 1 ( ), .n n n n n n n n nq a q a q b q V q n+ − − ′= + + − ∈�� �                                                                       (3)  
 
 



                ISSN 1025-6415       Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2004, �9 14

(� �����	��	 ��� ������������! ��� ��  	�	�����!�-�	�����	 �����	��	 ���� 
( )q Aq B q= −��  

� ���!�	���� ����������	 2l  ���������� ���	����	�!���	� { }n n
q q

∞

=−∞
=  � ���-

���	���� ���	���� �	����� 
( ) 1 1 1n n n n n nn
Aq a q a q b q+ − −= + +  

� �	���	���� �	����� 
( ) ( ).n n nB q V q′=  

$������	����! �	����� A  � 2l  �	�����. 
)���
��	 �����	�	��	 � ���� � 2l  ���������
 ( ),⋅ ⋅  � ⋅  ���	����	��. 
%���� ���		 ��	������	��
, �� 
( )i   A  – �����	�!� ��	�	�	���� � 2l , �.	. ���	����	� ���	 0 0α > , �� 

( ) 2

0, ;Aq q qα≥  

( )ii   ��
 ���� n ∈�   �����
 ( )nV r′  �	��	���� ��  	�	�����	��, (0) 0nV =  � 

( ) ( )nV r o r′ =  ��� 0;r →  

( )iii   ���	����	� ���	 2µ > , �� 

0 ( ) ( ) , 0.n nV r V r r rµ ′< ≤ ≠  
3.  ����������� ��������� ������ � ������� ���!�"���. ����! 0T > . $������� 

TX  – ������������ T -�	�����	����  ������ �� ( )1 2;locH l� . (� ���!�	��� 

���������� � ����
���� �����	�	��	� 

( ) ( ) ( )
/ 2

/ 2

, ( ), ( ) ( ), ( ) .
T

T
T

q s q t s t q t s t dt
−

� �= +� �� � �  

*��� � TX  ������	��
 
T

⋅ . 

���������  �������� 

( )
/ 2

/ 2

1 1
( ) ( ) , ( ( ))

2 2

T

n n
nT

q q t Aq q V q t dt
∈−

� �Φ = + −� �
� �

��
�

�                                                              (4) 

�� ����������	 TX . % ��	������ ��	����	��
� �	����� ���	���!, ��  �������� 

Φ  ���	��� ��	�	�	� �� TX  � �������	��� ������ 1C , � 	� ������	���	 
��
���
 
(���	�����) T -�	�����	����� �	�	��
�� ������ (1), (2) ���, �� � �	 ���	, 
�����	��
 (3). $��	���, �� 0q ≡  – �������!�	 �	�	��	 ������ (1), (2). +��	 ��, 
������ ����������	 (�	 �����
��	 � t ) �	�	��
, ����	 T -�	������� ��
 ���� 
T . �,��� ���	�	� ��	������
�� �	���
���	 �	�����	���	 �	�	��
. 

#����$� 1. ����� �����
�
� ������� �������
����

�� ��������
���� � ������  
( ) ( )i iii− . !�"������� ����� 0 0T > , ��� ��  �#$�%� 0T T≥  &����� (1), (2) ����� 
���-

��� 

�� T -������������� ��'�
�� � �������
���� TX . 
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4.  ���$�%����"��� ������. -�� ���	���!, ��  �������� Φ  ����	���
	� 
��	� �����
� �	�	��  ���� �	�	���	 [10, 11], �� ������	��	� �����
 ���	–)�	���. 
)�	����	�!�, �	���	����	��	 ����	��	 ������	���� ��	� ���������	�!�. �,���, 
����!��	��
 ��	
 �	�����	���� ������������, �������
 � [5-8]. 

.�
 ���� �������!�� N  ���	� �����! T -�	�����	���	 �	�	��
 �����	��
 (1), 
����	���
���	 ������ �	��������� 

0
( ) ( ).n N nq t q t+ =                                                                                                                     (5) 

(�� ������ ������	� �����������  ���������. $������� 2
Nl  – ���������� 0Nn -�	-

�����	���� ���	����	�!���	� { }n n
q q

∞

=−∞
= . (� ��	���	��	 	������ �������-

��� ����	����� 0Nn . $������� ,T NX  – ������������ � ( )1 2; NH l� , ���
�		 �� T -

�	�����	����  ������. *� ,�� ����������	 ���	��� ��	�	�	�  �������� 

( ) ( )
0

22

/ 2

0/ 2

1 1
( ) ( ) , ( ( )) ,

2 2 NN

T Nn

N n nll
nT

q q t Aq q V q t dt
=−

� �
Φ = + −� �

� �
�� �  

����� �������	��� ������ 1C . /�		 ��, NΦ  ����	���
	� ������ ���	–)�	���      
� ��	� ����!��� �����
� �	�	��  ���� �	�	���	 [10-11]. 0� ������	���	 ���� – 
���! �	�	��
 ������ (1), (5). $����� ��	��	� 

#����$� 2. ����� �����
�
� ������� �������
����

�� ��������
���� � ������  
( ) ( )i iii− . (�%�� ��  �#$�) 0T >  � 
�������
�%� N  &����� (1), (5) ����� 
�
������ T -��-

����������� ��'�
�� ( ),
,

T N
T Nq q X= ∈ . ��� *��� ��"������� ����  ��
���
�� 0C >      


� &���� "�  �� T  � N , ��� 
( ),

,
.T N

T N
q C≤                                                                                                                       (6) 

5. 
�����"��� �������. ����	��	 �	�	��� ������ (1), (3) ����� �� ��	�	�!-   

�� �	�	��	 ��� N → ∞ . ���� ( ) ( ), ,N T N T
n kNq q +=  ����	 
��
	��
 �	�	��	� �����	��
 (1)       

� ����	���
	� �	��	 (6). "���!��
 �	���!����  �����	��� ���	���������� ��-
��������, ��� ������!, �� �������
 ����	 ���	����	�!���� ,i iN K→ ∞ ∈� , 
�	�	���	��	 ���� 0η > , � �	�	 0n , �� 

( ) ( )
0 0

/ 2 / 22 2
, , , ,

/ 2 / 2

( ) ( ) .i i i i

i

T T
N T k N T k

n k N n
T T

q t dt q t dt η+
− −

= ≥� �                                                                        (7) 

�	�	��
 � �����	����	�!����, ��� ������!, �� ( ), , ( )i iN T k T
n nq q→  ���� � 1(H −  

/ 2, / 2)T T−  ��
 ���� n ∈� . *	����� ���	���!, �� { }( ) ( )T T
nq q=  – �	�	��	 �����	- 

��
 (1), �	���		 � TX . "� (6) ��	��	� 
0

( ) 0T
nq ≠  � ���� ( ) 0Tq ≠ . ��� ,�� 

( ) .Tq C≤                                                                                                                              (8) 

1��	 ���������	 �	�	��	 (1), (3) 
��
	��
 ������	��� ����  ��������� 

( )1
, ( )

2 n n
n

Aq q V q
∞

=−∞

− �                                                                                                       (9)  
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�� 2l . +�� � � [5, 9], ��� ������!, �� ���	����	� ���	 0ε > , �� ��
 ���� �	���-
����!�� ������	��� ���� q   ��������� (9), q ε> . �����������
 q  ��� ���
���� 

 ������ t , ��		� 
2 2 2

TX
q T q Tε= > . ���� TX  – ���� ���� ���������� �	�	��
 

C>  �, ��	����	�!�, ( )Tq  – �	���
��	 �	�	��	 ��� 0 .T T≥  
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