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Дисертацiя складається зi вступу, семи роздiлiв, висновкiв, списку вико-

ристаних джерел i додаткiв. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiд-

ження, сформульовано мету, завдання, предмет, об’єкт та методи дослiджен-

ня, наведено наукову новизну, практичне значення отриманих результатiв,

зв’язок роботи з науковими темами та особистий внесок здобувача, а також

вказано, де апробованi та опублiкованi основнi результати дисертацiї.

У роздiлi 1 зроблено огляд лiтератури з теми дослiдження та наведено

короткий опис результатiв дисертацiйної роботи.

Роздiл 2 присвячений питанням iснування i єдиностi розв’язкiв задачi

Кошi для злiченних систем звичайних диференцiальних рiвнянь, що опису-

ють нескiнченнi системи лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двови-

мiрнiй ґратцi. У пiдроздiлi 2.1 наводиться формулювання задачi Кошi для

заданих систем у просторi l2. У пiдроздiлi 2.2 отримано достатнi умови iсну-

вання та єдиностi локального i глобального розв’язкiв. Для цього використа-

но подання системи в гамiльтоновому виглядi. Також тут встановлено умови

обмеженостi глобального розв’язку. У пiдроздiлi 2.3 окремо дослiджено ви-
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падок степеневих потенцiалiв степеня p > 2, якi не задовольняють одержанi

умови. Тут встановлено умови iснування та єдиностi глобального розв’язку.

Зокрема показано, що якщо початковi данi достатньо малi в l2-нормi, то гло-

бальний розв’язок iснує. У пiдроздiлi 2.4 одержано умови неiснування гло-

бального розв’язку у випадку степеневих потенцiалiв.

Роздiл 3 присвячений перiодичним за часовою змiнною розв’язкам для

нескiнченних систем нелiнiйних осциляторiв на двовимiрних ґратках. У пiд-

роздiлi 3.1 наводиться формулювання задачi про перiодичнi розв’язки та

основнi припущення. У пiдроздiлi 3.2 наводиться варiацiйне формулювання

задачi та деякi допомiжнi вiдомостi про стацiонарнi розв’язки. У пiдроздiлi

3.3 доводиться iснування перiодичних розв’язкiв, що задовольняють додатко-

во умову просторової перiодичностi (просторово-перiодичних апроксимацiй).

У пiдроздiлi 3.4 за допомогою методу перiодичних апроксимацiй одержано

результат про iснування несталих перiодичних розв’язкiв для достатньо ве-

ликих перiодiв. У пiдроздiлi 3.5 показано, що у випадку степеневої потен-

цiальної функцiї для побудови перiодичних розв’язкiв можна використати

метод умовної мiнiмiзацiї.

Роздiл 4 присвячений питанню iснування бiжучих хвиль в системах

нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Розглядаються бiжучi хвилi

двох типiв: перiодичнi та вiдокремленi. Профiль перiодичної бiжучої хвилi є

перiодичною функцiєю з перiодом 2k, а профiль вiдокремленої хвилi перетво-

рюється в нуль на нескiнченностi. Пiдроздiл 4.1 присвячений питанню iсну-

вання нетривiальних перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль в системах

лiнiйно зв’язаних осциляторiв. Залежно вiд типу бiжучої хвилi, розглядаю-

ться функцiонали Jk та J . Показано, що критичнi точки цих функцiоналiв є

розв’язками вiдповiдних задач. За допомогою теореми про гiрський перевал

i методу перiодичних апроксимацiй встановлено iснування несталих надзву-

кових перiодичних та вiдокремлених бiжучих хвиль. Доведено, що профiль

вiдокремленої бiжучої хвилi експоненцiально спадає на нескiнченностi. За до-
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помогою теореми про зачеплення тут також одержано результати про iсну-

вання перiодичних бiжучих хвиль з довiльною швидкiстю c > 0, зокрема,

дозвукових хвиль. У пiдроздiлi 4.2 одержанi аналогiчнi результати для сис-

тем нелiнiйно зв’язаних осциляторiв.

Роздiл 5 присвячений питанню iснування бiжучих хвиль в дискретних

рiвняннях типу синус–Ґордона. У пiдроздiлi 5.1 наводиться формулювання

задачi про бiжучi хвилi для таких рiвнянь. Розглядаються бiжучi хвилi трьох

типiв: перiодичнi, гомоклiнiчнi та гетероклiнiчнi. Пiдроздiл 5.2 присвячений

питанню iснування несталих перiодичних бiжучих хвиль. Для цього, як i в

роздiлi 4, використано варiацiйний метод iз використанням теореми про гiр-

ський перевал. У пiдроздiлi 5.3 за допомогою перiодичних апроксимацiй до-

ведено iснування несталих гомоклiнiчних бiжучих хвиль. Пiдроздiл 5.4 при-

свячений питанню iснування гетероклiнiчних бiжучих хвиль. В даному ви-

падку для доведення iснування розв’язкiв також використано варiацiйний

метод, проте замiсть згаданих теорем використано принцип концентрованої

компактностi.

Роздiл 6 присвячений питанню iснування бiжучих хвиль в системах ти-

пу Фермi–Пасти–Улама на двовимiрнiй ґратцi. У пiдроздiлi 6.1 наводиться

формулювання задачi про бiжучi хвилi для таких систем. Спочатку розгля-

даються бiжучi хвилi двох типiв. У першому випадку похiдна профiлю є 2k-

перiодичною функцiєю, а в другому — похiдна профiлю перетворюється в

нуль на нескiнченностi. У пiдроздiлах 6.2 i 6.3 за допомогою варiацiйної тех-

нiки встановлено iснування монотонних i необов’язково монотонних бiжучих

хвиль. Пiдроздiл 6.4 присвячений питанню iснування бiжучих хвиль з ана-

логiчними умовами, якi накладаються на сам профiль хвилi, а не на його

похiдну.

Роздiл 7 присвячений питанню iснування стоячих хвиль в дискретних

нелiнiйних рiвняннях типуШредiнгера на двовимiрнiй ґратцi. Розглядаються

стоячi хвилi двох типiв: з перiодичною амплiтудою (перiодичнi розв’язки) та
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амплiтудою, яка збiгається до нуля (локалiзованi розв’язки). Пiдроздiл 7.1

присвячений питанню iснування нетривiальних стоячих хвиль в дискретних

нелiнiйних рiвняннях типу Шредiнгера на двовимiрнiй ґратцi з кубiчною не-

лiнiйнiстю. Встановлено iснування нетривiальних перiодичних та локалiзова-

них розв’язкiв. Тут також, як i в попереднiх роздiлах, використано теорему

про зачеплення для перiодичних розв’язкiв та метод перiодичних апроксима-

цiй для локалiзованих розв’язкiв. Пiдроздiл 7.2 присвячений питанню iсну-

вання нетривiальних стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях типу

Шредiнгера на двовимiрнiй ґратцi iз насичуваною нелiнiйнiстю. Для одержа-

ння основних результатiв використано метод критичних точок i многовиди

Нехарi.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути застосованi в

теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь та у нелiнiйнiй фiзицi.

Ключовi слова: гамiльтоновi системи, нелiнiйнi осцилятори, системи

типу Фермi-Пасти-Улама, дискретнi рiвняння типу синус-Ґордона, дискретнi

нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера, двовимiрна ґратка, задача Кошi, пе-

рiодичнi розв’язки, бiжучi хвилi, стоячi хвилi, критичнi точки, теорема про

гiрський перевал, теорема про зачеплення, принцип концентрованої компакт-

ностi, перiодичнi апроксимацiї, многовид Нехарi.
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ABSTRACT

Bak S. M.Discrete infinite-dimensional Hamiltonian systems on a two-dimensional

lattice. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis presented for the degree of the Doctor of Sciences in Physics and

Mathematics in speciality 01.01.02 "Differential equations"(111 Mathematics). —

Vinnytsia Mykhailo Kotsiubynskyi State Pedagogical University, Vinnytsia. —

Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2020.

The thesis consists of an introduction, seven chapters, conclusions, references

and the appendix. The introduction consists of the relevance of research topic,

purpose, objectives, subject, object and research methods. The introduction sub-

stantiates the relevance of research topic. The goal, subject, object and methods

of the research are listed there. Scientific novelty, the practical significance of

the results, the relation to scientific topic and applicant’s contribution are also

indicated in the introduction.

Chapter 1 provides a review of the literature on the research topic and a

brief description of the results of this thesis.

Chapter 2 is devoted to the existence and uniqueness of solutions of the

Cauchy problem for countable systems of ordinary differential equations describi-

ng infinite systems of linearly coupled nonlinear oscillators on a two-dimensional

lattice. Section 2.1 provides the formulation of the Cauchy problem for given

systems in the space l2. In Section 2.2, we obtain sufficient conditions for the exi-

stence and uniqueness of a local and global solutions. For this, the representation

of the system in the Hamiltonian form is used. The conditions for the limited

global solution are also set here. In Section 2.3, we study separately the case of
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power potentials of degree p > 2 that do not satisfy the obtained conditions. The

conditions for the existence and uniqueness of a global solution are established

here. In particular, it was shown that if the initial data are sufficiently small in

the l2-norm, then a global solution exists. Section 2.4 provides the conditions for

the non-existence of a global solution.

Chapter 3 deals with time-periodic solutions for infinite systems of nonli-

near oscillators on two-dimensional lattices. Subsection 3.1 gives the formulation

of the problem of periodic solutions and basic assumptions. Section 3.2 provi-

des a variational formulation of the problem and some auxiliary information on

stationary solutions. In Section 3.3, we prove the existence of periodic solutions

that additionally satisfy the condition of spatial periodicity (spatially periodic

approximations). In Section 3.4, using the method of periodic approximations, we

obtain a result on the existence of non-constant periodic solutions for sufficiently

large periods. Section 3.5 shows that in the case of a power potential function, the

constrained minimization method can be used to construct periodic solutions.

Chapter 4 is devoted to the question of the existence of traveling waves

in systems of nonlinear oscillators on a two-dimensional lattice. Two types of

traveling waves are considered: periodic and solitary. The profile of a periodic

traveling wave is a periodic function with a period of 2k, and the profile of a

solitary wave vanishes at infinity. Section 4.1 is devoted to the question of the

existence of nontrivial periodic and solitary traveling waves in systems of linearly

coupled oscillators. Depending on the type of traveling wave, the functionals Jk

and J are considered. It is shown that the critical points of these functionals are

solutions to the corresponding problems. Using the mountain pass theorem and

the method of periodic approximations, the existence of non-constatnt supersonic

periodic and solitary traveling waves has been established. It is proved that the

profile of a solitary traveling wave decreases exponentially at infinity. Using the

linking theorem, we also obtained results on the existence of periodic traveling

waves with an arbitrary velocity c > 0, in particular, subsonic waves. In Section
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4.2, we obtain similar results for systems of nonlinearly coupled oscillators.

Chapter 5 deals with the question of the existence of traveling waves in

a discrete sine-Gordon type equations with nonlinear coupling. Section 5.1 gives

the formulation of the traveling wave problem for such equations. Three types

of traveling waves are considered: periodic, homoclinic and heteroclinic. Secti-

on 5.2 is devoted to the existence of non-constatnt periodic traveling waves. For

this, as in Chapter 4, the variational method was used using the mountain pass

theorem. In Section 5.3, using periodic approximations, the existence of non-

constatnt homoclinic traveling waves is proved. Section 5.4 is devoted to the

question of the existence of heteroclinic traveling waves. In this case, the vari-

ational method is also used to prove the existence of solutions, but instead of the

theorems mentioned, the concentration compactness principle is used.

Chapter 6 is devoted to the question of the existence of traveling waves in

Fermi-Pasta-Ulam type systems on a two-dimensional lattice. Section 6.1 provides

the formulation of the traveling wave problem for such systems. Two types of

traveling waves are considered. In the first case, the profile derivative is a 2k-

periodic function, and in the second, the profile derivative vanishes at infinity. In

Sections 6.2 and 6.3, using the variational technique, the existence of monotone

and not necessary monotone traveling waves is established. Section 6.4 is devoted

to the question of the existence of traveling waves with similar conditions that are

imposed on the wave profile itself, and not on its derivative.

Chapter 7 deals with the question of the existence of standing waves in

discrete nonlinear Schrödinger type equations on a two-dimensional lattice. Two

types of standing waves are considered: with a periodic amplitude (periodic soluti-

ons) and an amplitude that converges to zero (localized solutions). Section 7.1 is

devoted to the question of the existence of nontrivial standing waves in discrete

nonlinear Schrödinger type equations on a two-dimensional lattice with cubic

nonlinearity. The existence of nontrivial periodic and localized solutions is establi-

shed. Here, as in previous chapters, the linking theorem for periodic solutions and
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the periodic approximation method for localized solutions are used. Section 7.2 is

devoted to the question of the existence of nontrivial standing waves in discrete

nonlinear Schrödinger type equations on a two-dimensional lattice with saturable

nonlinearity. To obtain the main results, the critical points method and Nehari

manifolds are used.

The practical significance of the results. The results of the thesis are

theoretical in nature and can be applied in the theory of ordinary differential

equations and in nonlinear physics.

Key words: Hamiltonian systems, nonlinear oscillators, Fermi-Pasta-Ulam

type systems, discrete sine-Gordon type equations, discrete nonlinear Schrödinger

type equations, two-dimensional lattice, Cauchy problem, periodic solutions, traveli-

ng waves, standing waves, critical points, mountain pass theorem, linking theorem,

concentration compactness principle, periodic approximations, Nehari manifold.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

:= — дорiвнює за означенням.

N — множина натуральних чисел.

N0 := N ∪ {0}.

Z — множина цiлих чисел.

Z2 — множина точок (n,m) з цiлими координатами.

R — множина дiйсних чисел.

[x] — цiла частина числа x.

a� b — число a на багато менше за число b.

a� b — число a на багато бiльше за число b.

i :=
√
−1 — уявна одиниця.

‖ · ‖X — норма в просторi X.

(·, ·)X — скалярний добуток в просторi X.

X∗ — спряжений простiр до X.

X ⊕ Y — пряма сума просторiв X та Y .

q̇(t) := dq(t)
dt .

q̈(t) := d2q(t)
dt .

(∆q)n := qn+1 + qn−1 − 2qn — дискретний оператор Лапласа.

(∆q)n,m := qn+1,m + qn−1,m + qn,m+1 + qn,m−1 − 4qn,m — двовимiрний

дискретний оператор Лапласа.

û(ξ) := 1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s)ds — перетворення Фур’є функцiї u(s).

lim inf
n→∞

xn := lim
n→∞

(
inf
m≥n

xm

)
— нижня границя послiдовностi {xn}.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми дослiдження. Дисертацiйна робота присвячена

вивченню дискретних нескiнченновимiрних гамiльтонових систем, якi широ-

ко використовуються в нелiнiйнiй фiзицi для моделювання складних оптич-

них i квантових явищ. До таких систем належать нескiнченнi системи не-

лiнiйних осциляторiв, дискретнi рiвняння типу синус-Ґордона, системи типу

Фермi-Пасти-Улама, дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера.

Такi моделi з фiзичної точки зору дослiджували О. Браун,

Ю. Кiвшар, Д. Хеннiнг (D. Henning), Г. Цiронiс (Tsironis G.), Ж. Тамга

(J. Tamga), М. Ремуссене (М. Remoissenet), Ж. Пуже (J. Pouget), Ф. Флах

(F. Flach), К. Кладко (К. Kladko), С. Такено (S. Takeno), I. Батт (I. Butt),

Дж. Ваттiс (J. Wattis), Ю. Доi (Yu. Doi), А. Накатанi (A. Nakatani),

Я. Френкель, Т. Конторова, Ф. Франк (F. Frank), Дж. ван дер Мерве

(J. van der Merwe), А. Бiшоп (A. Bishop), Д. Кемпбелл (D. Campbell),

С. Дмiтрiєв, Б. Маломед, I. Люксютов, М. Палiй, М. Пейрар (M. Peyrard),

Л. Тенг (L. Tang), А. Сегюр (A. Seeger), А. Золотарюк, Р. Грiффiтс

(R. Griffiths), Дж. Рьодер (J. Röder), I. Зеленська та iн.

Варто зазначити, що скiнченнi системи зв’язаних осциляторiв широ-

ко використовують для моделювання рiзноманiтних процесiв в хiмiї (хiмi-

чнi осцилятори) та бiологiї (бiологiчнi осцилятори), при дослiдженнi нейрон-

них мереж тощо. Тут широко використовується теорiя зв’язаних фазових

осциляторiв, основою якої стала побудована у 1975 роцi японським фiзиком

Й. Курамото (Y. Kuramoto) модель фазових осциляторiв (зараз вiдома як

модель Курамото). Значний внесок у розробку цiєї теорiї зробили Е. Отт
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(E. Ott), С. Ватанабе (S. Watanabe), Т. Антонсен (T. Antonsen), С. Строгац

(S. Strogatz), Х. Хонг (H. Hong), А. Пiковський, Ю. Майстренко, Р. Борисюк,

О. Бурилко та iн.

Особливу роль в динамiцi подiбних систем вiдiграють перiодичнi роз-

в’язки, якi в фiзицi називаються бризерами. Питання про iснування бризе-

рiв тiєї чи iншої частоти є однiєю iз актуальних проблем нелiнiйної фiзики.

С. Обрi (S. Aubry) та Р. Маккей (R. MacKay) за допомогою методiв теорiї

збурень одержали результати для однорiдних ланцюгiв лiнiйно зв’язаних не-

лiнiйних осциляторiв зi слабким зв’язком (на одновимiрнiй ґратцi). С. Бак та

О. Панков за допомогою варiацiйного методу дослiдили питання iснування

нетривiальних перiодичних розв’язкiв для ланцюгiв лiнiйно зв’язаних нелi-

нiйних осциляторiв. О. Панков подiбним чином також довiв iснування перi-

одичних розв’язкiв для системи Фермi-Пасти-Улама на одновимiрнiй ґратцi.

П. Срiкантом (P. Srikanth) встановлено iснування перiодичних розв’язкiв у

скiнченнiй системi типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй ґратцi.

Iншим важливим класом розв’язкiв є бiжучi хвилi. Бiжучi хвилi для

параболiчних рiвнянь в частинних похiдних досить детально дослiджено та-

кими математиками як Дж. Смоллер (J. Smoller), А. Вольперт (A. Volpert)

та В. Вольперт (V. Volpert). Дж. Йосс (G. Iooss) та К. Кiршгаснер

(K. Kirschgässner) за допомогою методiв теорiї бiфуркацiй дослiдили пита-

ння iснування бiжучих хвиль в ланцюгах лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осци-

ляторiв зi слабким зв’язком. С. Баком за допомогою варiацiйного пiдходу

одержано умови iснування нетривiальних перiодичних i вiдокремлених бiжу-

чих хвиль в ланцюгах лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв. П. Макiта

(P. Makita), Ж. Лiу (Z. Liu), Ш. Гуо (S. Guo) та З. Жанг (Z. Zhang) в анало-

гiчний спосiб встановили iснування перiодичних i гомоклiнiчних (вiдокрем-

лених) бiжучих хвиль для нелiнiйно зв’язаних ланцюгiв нелiнiйних частинок.

К. Крейнер (С. Kreiner) та Й. Зiммер (J. Zimmer) за допомогою варiацiйного

пiдходу дослiдили питання iснування перiодичних, гомоклiнiчних i гетероклi-
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нiчних бiжучих хвиль в дискретних рiвняннях типу синус-Ґордона з лiнiйним

i нелiнiйним зв’язком сусiдiв на одновимiрнiй ґратцi. Б. Буффонi (B. Buffoni),

Г. Шветлiк (H. Schwetlick) та Й. Зiммер (J. Zimmer) встановили iснування ге-

тероклiнiчних бiжучих хвиль для цiєї моделi з бiльш загальною нелiнiйнiстю.

Питання iснування перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль в системах

типу Фермi-Пасти-Улама на одновимiрнiй ґратцi дослiджували Ж. Фрiзеке

(G. Friesecke), Дж. Ваттiс (J. Wattis), Д. Сметс (D. Smets), М. Вiллем

(M. Willem), О. Панков, К. Пфлюгер (K. Pflüger), Б. Руф (B. Ruf),

П. Срiкант (P. Srikanth), Г. Арiолi (G. Arioli), Дж. Чабровскi (J. Chabrowski),

Ф. Газзола (F. Gazzola), А. Шулькiн (A. Szulkin), С. Террацiнi (S. Terracini) та

iн. М. Германн (M. Hermann) та Й. Радемахер (J. Rademacher) за допомогою

варiацiйного пiдходу встановили iснування гетероклiнiчних бiжучих хвиль.

Зазначимо, що подiбнi системи на двовимiрнiй ґратцi вивчались пере-

важно з фiзичної точки зору, а математичних праць є небагато. Зокрема,

Ж. Фрiзеке (G. Friesecke) та К. Маттiсом (K. Matthies) дослiджено питання

iснування вiдокремлених бiжучих хвиль в системi лiнiйно зв’язаних частинок

на двовимiрнiй ґратцi, кожна з яких взаємодiє як з чотирма найближчими

сусiдами (по вертикалi i по горизонталi), так i з чотирма дiагональними сусi-

дами без зовнiшнього потенцiалу. А М. Фецканом (M. Fečkan) та В. Ротосом

(V. Rothos) встановлено iснування перiодичних бiжучих хвиль в системi лi-

нiйно зв’язаних частинок, якi взаємодiють тiльки з чотирма своїми найближ-

чими сусiдами (як у цiй дисертацiї) з припущенням, що нелiнiйнiсть непарна

i 2π-перiодична. Л. Жанг (L. Zhang) та Ш. Гуо (S. Guo) за допомогою методiв

теорiї бiфуркацiй вивчали 2π-перiодичнi хвилi в таких системах.

Дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера на одновимiрнiй ґра-

тцi дослiджено в значнiй мiрi такими математиками як А. Бiшоп (A. Bishop),

П. Кеврекiдiс (P. Kevrekidis), К. Расмуссен (K. Rasmussen), О. Панков,

М. Вейнштейн (M. Weinstein), В. Ротос (V. Rothos), С. Бак, Р. Ередеро,

Д. Левi, П. Вiнтернiц, П. Пачiанi (P. Pacciani), В. Конотоп (V. Konotop),
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Дж. Мензала (G. Menzala), М. Ченг (М. Cheng) та iн. Важливим класом

розв’язкiв таких рiвнянь є стоячi хвилi. За допомогою варiацiйного методу

в працях М. Ченга (М. Cheng), О. Панкова, В. Ротоса, С. Бака дослiджу-

валося питання iснування стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях

типу Шредiнгера з рiзними видами нелiнiйностей. Р. Ередеро, Д. Левi та

П. Вiнтернiц описали алгебри Лi точкових симетрiй для подiбних рiвнянь. Пи-

тання коректностi задачi Кошi для таких рiвнянь дослiджували

П. Пачiанi (P. Pacciani), В. Конотоп (V. Konotop), Дж. Мензала (G. Menzala)

та О. Панков. Зауважимо, що для ланцюгiв осциляторiв i систем Фермi-

Пасти-Улама є лише декiлька праць О. Панкова та С. Бака, в яких вста-

новлено умови iснування i єдиностi розв’язкiв задачi Кошi. Що ж стосується

дослiдження двовимiрних дискретних нелiнiйних рiвнянь типу Шредiнгера,

то такi рiвняння також вивчалися переважно з фiзичної точки зору (Ф. Флах,

К. Кладко, Р. Маккей), а питання дослiдження умов iснування стоячих хвиль

в математичних працях не розглядалося.

Таким чином, рiвняння нескiнченних систем нелiнiйних осциляторiв,

дискретнi рiвняння типу синус-Ґордона, системи типу Фермi-Пасти-Улама, а

також дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера на двовимiрнiй ґратцi

є недостатньо дослiдженими з математичної точки зору i тому потребують

вивчення, зокрема, питання iснування та єдиностi розв’язкiв задачi Кошi,

iснування перiодичних розв’язкiв, iснування бiжучих i стоячих хвиль в таких

системах.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiя виконана в рамках науково-дослiдних тем, що є складовою части-

ною дослiджень передбачених планами наукової роботи кафедри математики

та iнформатики Вiнницького державного педагогiчного унiверситету iменi

Михайла Коцюбинського:

- "Коректнiсть задачi Кошi для систем осциляторiв на двовимiрних ґра-

тках"(державний реєстрацiйний номер 0119U102948);
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- "Варiацiйний метод дослiдження одного класу гамiльтонових систем"

(державний реєстрацiйний номер 0119U102956);

- "Проблеми математики та iнформатики у педагогiчному унiверситетi:

теорiя i практика"(державний реєстрацiйний номер 0120U101032).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дос-

лiдження умов iснування та властивостей розв’язкiв дискретних нескiнченнови-

мiрних гамiльтонових систем широких класiв. Завданнями дисертацiйної ро-

боти є:

1) встановити умови iснування та єдиностi локальних i глобальних роз-

в’язкiв задачi Кошi для рiвнянь, що описують динамiку нескiнченної системи

лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi;

2) дослiдити iснування перiодичних за часовою змiнною розв’язкiв в

системах лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi та

методи їх побудови;

3) дослiдити iснування бiжучих хвиль в системах лiнiйно i нелiнiйно

зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi;

4) дослiдити iснування бiжучих хвиль в дискретних рiвняннях типу

синус-Ґордона на двовимiрнiй ґратцi;

5) дослiдити iснування бiжучих хвиль в системах типу Фермi-Пасти-

Улама на двовимiрнiй ґратцi;

6) дослiдити iснування стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвнян-

нях типу Шредiнгера з кубiчною та насичуваною нелiнiйностями на двови-

мiрнiй ґратцi.

Об’єктом дисертацiйного дослiдження є дискретнi нескiнченновимiрнi

гамiльтоновi системи.

Предметом дисертацiйного дослiдження є: умови iснування i єдиностi

розв’язкiв задачi Кошi та умови iснування перiодичних розв’язкiв для не-

скiнченних систем лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй

ґратцi; умови iснування бiжучих хвиль в системах осциляторiв, дискрет-
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них рiвнянннях типу синус-Ґордона i системах типу Фермi-Пасти-Улама на

двовимiрнiй ґратцi; умови iснування стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних

рiвняннях типу Шредiнгера на двовимiрнiй ґратцi.

Методи дослiдження. В данiй роботi для виконання поставлених зав-

дань було використано методи функцiонального аналiзу, варiацiйний метод,

метод умовної мiнiмiзацiї, метод перiодичних апроксимацiй, методи аналiзу

Фур’є.

Наукова новизна одержаних результатiв. Всi результати, сфор-

мульованi i доведенi в дисертацiї, є новими та строго обґрунтованими. У ди-

сертацiйнiй роботi одержано такi новi результати:

1. Встановлено умови iснування та єдиностi локальних i глобальних розв’яз-

кiв задачi Кошi для нескiнченної системи лiнiйно зв’язаних нелiнiйних

осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Знайдено умови обмеженостi гло-

бального розв’язку. Одержанi результати є поширенням вiдомих резуль-

татiв для систем осциляторiв на одновимiрних ґратках на випадок дво-

вимiрних ґраток для ширших класiв потенцiалiв. Дана задача на двови-

мiрнiй ґратцi досi не розглядалася.

2. Знайдено умови iснування перiодичних за часовою змiнною розв’язкiв

у нескiнченнiй системi лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на дво-

вимiрнiй ґратцi. Встановлено способи побудови таких розв’язкiв. Ранiше

питання про iснування перiодичних розв’язкiв для подiбних систем роз-

глядалися тiльки у випадку одновимiрної ґратки.

3. Встановлено умови iснування перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль

в системах лiнiйно та нелiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на дво-

вимiрнiй ґратцi. Дослiджено iснування надзвукових i дозвукових бiжу-

чих хвиль. Одержанi результати значно розширюють вiдомi результати

для подiбних систем, якi стосуються iснування лише перiодичних бiжу-
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чих хвиль в системах з лiнiйним зв’язком у випадку вужчого класу по-

тенцiалiв.

4. Доведено iснування перiодичних, гомоклiнiчних i гетероклiнiчних бiжу-

чих хвиль в дискретних рiвняннях типу синус-Ґордона на двовимiрнiй

ґратцi з нелiнiйним зв’язком. Одержанi результати поширюють вiдомi

результати для подiбних рiвнянь, заданих на двовимiрнiй ґратцi з лiнiй-

ним зв’язком.

5. Встановлено умови iснування перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль

в системах типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй ґратцi. Доведено

iснування монотонних бiжучих хвиль. Бiжучi хвилi в системах такого

типу на двовимiрнiй ґратцi досi не вивчалися.

6. Знайдено умови iснування стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiв-

няннях типу Шредiнгера з рiзного типу нелiнiйностями на двовимiрнiй

ґратцi. Для подiбних рiвнянь вiдомi лише результати, якi стосуються

таких хвиль, дослiджених з фiзичної точки зору.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути застосованi в

теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь та у нелiнiйнiй фiзицi.

Особистий внесок здобувача. Результати дисертацiї одержано авто-

ром самостiйно. У статтi [14] авторовi належить формулювання i доведення

теорем 1 i 2, у [15] — формулювання i доведення теорем 1.1, 4.2, 5.2, 5.3, 6.4,

6.5, 6.7 i наслiдкiв з них, у [155] — формулювання i доведення теорем 3 i 4,

у [156] — формулювання i доведення теорем 1 i 2, у [157] — формулювання

i доведення теореми 1, а у статтi [158] — формулювання i доведення теорем

4.1, 4.3, 4.4 i наслiдку 1.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень, якi вклю-

чено до дисертацiї, апробовано на:
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- Львiвському мiському семiнарi з диференцiальних рiвнянь (керiвники:

проф. Бокало М. М., проф. Каленюк П. I.) (Львiв, 2019–2020 рр.);

- науковому семiнарi кафедри математики та iнформатики Вiнницького

державного педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського (керiв-

ники: проф. Трохименко В. С., проф. Ковтонюк М. М.) (Вiнниця, 2008–2020

рр.);

- науковому семiнарi кафедри математичного аналiзу i диференцiаль-

них рiвнянь Донецького нацiонального унiверситету iменi Василя Стуса (ке-

рiвник — доц. Буряченко К. О.) (Вiнниця, 2015–2016 рр.);

- Дванадцятiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука

(Київ, 2008 р.);

- Мiжвузiвськiй науково-практичнiй конференцiї "Актуальнi проблеми

математики, фiзики i технологiй"(Вiнниця, 2008–2019 рр.);

- Українському математичному конгресi (до 100-рiччя вiд дня народ-

ження Миколи М. Боголюбова) (Київ, 2009 р.);

- Тринадцятiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука

(Київ, 2010 р.);

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Teoretyczne i praktyczne innowacje

naukowe"(Кракiв, 2013 р.);

- Х Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iменi В. Я. Скоробагатька

(Дрогобич, 2015 р.);

- Мiжнароднiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь, присвяченiй

110-й рiчницi Я. Б. Лопатинського (Львiв, 2016 р.);

- 5-й Мiжнароднiй конференцiї молодих учених з диференцiальних рiв-

нянь, присвяченiй Я. Б. Лопатинському (Київ, 2016 р.);

- VII Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми математич-

ного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї"(Кам’янець-Подiльський,

2016 р.);

- Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї "Математика та iн-
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форматика у вищiй школi: виклики сучасностi"(Вiнниця, 2017 р.);

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Асимптотичнi методи в теорiї ди-

ференцiальних рiвнянь"(Київ, 2017 р.);

- Мiжнароднiй науково-методичнiй конференцiї "Проблеми вищої мате-

матичної освiти: виклики сучасностi"(Вiнниця, 2018 р.; 2020 р.);

- VIII Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми математич-

ного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї присвяченiй 100-рiччю На-

цiональної Академiї наук України та 100-рiччю КПНУ iм. I. Огiєнка (Кам’я-

нець-Подiльський, 2018 р.);

- II Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї "Математика та iн-

форматика у вищiй школi: виклики сучасностi"(Вiнниця, 2019 р.);

- IX Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми математич-

ного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї"(Кам’янець-Подiльський,

2020 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 20 статтях

[11–15, 144–158] у фахових наукових журналах та збiрниках наукових праць

i додатково висвiтлено у 22 тезах доповiдей i матерiалах конференцiй [16–19,

159–176]. Серед публiкацiй 8 статей у вiтчизняних i закордонних журналах,

якi входять до наукометричної бази Scopus, 2 — Web of Science.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,

семи роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел i додаткiв. Список ви-

користаних джерел складає 220 найменувань. Повний обсяг дисертацiї стано-

вить 336 сторiнок, з них 270 сторiнок основного тексту.

Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому консультанту доктору фiзи-

ко-математичних наук, професору Панкову Олександру Андрiйовичу за пос-

тiйну увагу i допомогу в роботi.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА РЕЗУЛЬТАТIВ

ДИСЕРТАЦIЇ

1.1. Огляд лiтератури за тематикою дисертацiї

1.1.1. Про деякi хвильовi рiвняння: iсторичнi передумови

Унiверсальнi моделi, якi здатнi описати велику рiзноманiтнiсть фiзич-

них явищ, зустрiчаються досить рiдко. Такi моделi користуються особливою

увагою, оскiльки вони дозволяють давати найбiльш простi описи фiзичних

явищ. Найпростiшим прикладом такої моделi є модель маятника. Твердi тi-

ла як правило описуються складними моделями з великим числом ступенiв

свободи i, отже, достатньо складними рiвняннями. Однак у наш час вiд-

носно проста модель, зараз вiдома як модель Френкеля–Конторової, стала

одним iз фундаментальних iнструментiв низькорозмiрної нелiнiйної фiзики

(див. [23, 24, 181]). Ця модель описує ланцюг класичних частинок, зв’язаних

зi своїми сусiдами, який взаємодiє iз зовнiшнiм перiодичним потенцiалом (по-

тенцiальна енергiя пiдкладки).

Класична модель Френкеля–Конторової (ФК) була запропонована ро-

сiйськими фiзиками Я. Френкелем та Т. Конторовою у 1938 роцi для опису

структури i динамiки кристалiчної ґратки (див. [216]).

На рис. 1.1 зроблено схематичне представлення моделi Френкеля–Кон-

торової — ланцюг частинок, зв’язаних гармонiчними пружинами з коефiцi-

єнтом жорсткостi g, який взаємодiє iз зовнiшнiм перiодичним потенцiалом

перiоду as, причому a0 — рiвноважний крок.
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Рис. 1.1. Модель ФК

У безрозмiрних координатах (степенi всiх фiзичних величин дорiвню-

ють нулю) iз зовнiшнiм потенцiалом вигляду U(r) = 1 − cos r ця модель

описується рiвняннями:

ẍn − g(∆x)n + sinxn = 0, n ∈ Z, (1.1)

де xn = xn(t) — координата n-ої частинки в момент часу t, (∆x)n = xn+1 +

xn−1 − 2xn — одновимiрний дискретний оператор Лапласа.

Рiвняння (1.1) є дискретним варiантом так званого рiвняння синус-Ґор-

дона. Тобто у континуальному наближеннi (коли дискретну змiнну представ-

ляють як неперервну) модель Френкеля–Конторової зводиться до точно iн-

тегровного рiвняння синус–Ґордона:

φtt − φxx + sinφ = 0. (1.2)

Рiвняння (1.2) належить до нелiнiйних гiперболiчних рiвнянь з частинними

похiдними. Таку назву це рiвняння отримало завдяки подiбностi з вiдомим

рiвнянням Клейна–Ґордона:

utt − uxx + f(u) = 0. (1.3)

Вперше рiвняння (1.2) було розглянуто в диференцiальнiй геометрiї ще в XIX

столiттi в зв’язку з вивченням псевдосфер, якi належать до поверхонь зi ста-

лою вiд’ємною кривиною. Пiзнiше з’ясувалося, що рiвняння синус–Ґордона

має досить унiверсальний характер та описує низку фiзичних явищ (поши-
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рення iмпульсiв в дворiвневих резонансних середовищах, поведiнка блохiв-

ських стiнок у феромагнiтних кристалах, рух дислокацiй та iн.). Крiм того, у

70-х роках минулого столiття у нього виявили солiтоннi розв’язки, що знову

привернуло увагу до цього рiвняння. Зауважимо, що в статтi [201] запропо-

нована чисельна рiзницева схема для рiвняння (1.3).

Як вiдомо, одним iз найпоширенiших явищ у природi та технiцi є ко-

ливання, якi є часто причиною як аварiй i катастроф, так i основою цiлих

галузей науки i технiки (див. [184, с. 8]). Процес передачi збурень середовища

(зокрема, коливального процесу) вiд однiєї точки до iншої прийнято називати

хвилею. Слово «хвиля» виникло давно i означало почергову появу «горбiв»

i «западин», якi «бiгли» по поверхнi моря. Природа механiзму поширення

хвилi може бути рiзною. У простому випадку зв’язки мiж дiлянками в се-

редовищi можуть бути обумовленi силами пружностi, якi виникають через

деформацiї в середовищi. До таких хвиль належать хвилi, якi виникають як

у твердих пружних середовищах, так i в рiдинах або газах. Добре вiдомий

приклад хвиль, якi виникають через пружнiсть повiтря — звуковi хвилi.

Серед хвиль iншої природи особливе мiсце займають електромагнiтнi

хвилi, передача збурень у яких вiдбувається через коливання електричного i

магнiтного полiв. До них вiдносяться радiохвилi, застосування яких у технi-

цi загальновiдомо. До електромагнiтних явищ, тiльки в iншому частотному

дiапазонi, вiдноситься також i свiтло.

Дуже важливим i цiкавим типом хвиль є хвилi на поверхнi води, якi

здавна привертали до себе увагу дослiдникiв. Так у 1834 роцi шотландський

iнженер i дослiдник Дж. Скотт Рассел (J. Scott Russell), вивчаючи пропускну

здатнiсть каналiв Юнiон та Форз-Клайд, вперше вiдкрив вiдокремлену хви-

лю. Вiн спостерiгав за рухом баржi, яку швидко тягла по вузькому каналу

пара коней, коли баржа несподiвано зупинилася. Однак приведена баржею

в рух маса води не зупинилася, а пiднялася бiля її носу, а потiм вiд нього

вiдiрвалася i з великою швидкiстю продовжила свiй рух. Рассел помiтив, що
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вода рухається у виглядi великого одиночного пiдвищення, не змiнюючи свою

форму i не зменшуючи свою швидкiсть. Проскакавши на конi вздовж каналу

близько двох миль, вiн помiтив, що висота хвилi поступово зменшувалась i з

часом вона зникла. [202,215]

Пiзнiше Рассел назвав вiдкриту ним хвилю «великою вiдокремленою

хвилею». Вiн описав рiзнi методи, за допомогою яких можна викликати такi

хвилi, знайшов залежнiсть швидкостi C цiєї хвилi вiд глибини каналу h i

висоти хвилi a:

C =
√
g(a+ h),

де g — прискорення вiльного падiння, причому a < h, дав свою класифiка-

цiю цих хвиль, виявив, що можливий розпад однiєї великої хвилi на декiлька

хвиль. Опублiкованi ним у 1844 роцi результати дослiджень (див. [111]) були

досить холодно сприйнятi сучасниками. Зокрема, вiдомi науковцi Дж. Ейрi

(G. Airy) та Дж. Стокс (G. Stokes) критично поставились до висновкiв

Рассела. Пiсля цього про вiдкритi Расселом вiдокремленi хвилi довгий час

не згадували.

Через тридцять рокiв британський фiзик Дж. Стрет (J. Strutt) (лорд

Релей) i французький механiк Ж. Буссiнеск (J. Boussinesq) незалежно один

вiд одного вивели аналiтичну формулу для пiдвищення вiльної поверхнi на

водi та обчислили швидкiсть поширення вiдокремленої хвилi (див. [191, с.

86]). I лише у 1895 роцi нiдерландськi математики Д. Кортевег (D. Korteweg) i

Г. де Фрiз (H. De Vries) вперше математично строго розв’язали задачу про

поширення таких хвиль у прямокутному каналi (див. [69]) i тим самим покла-

ли початок гiдродинамiчної теорiї нелiнiйних хвиль (див. [120, 191, 211, 213]).

Цiкаво, що через 100 рокiв (1995 р.) на конференцiї з теорiї солiтонiв в Шот-

ландiї в каналi Форз-Клайд було повторено експеримент збурення вiдокрем-

леної хвилi. Узагальнивши метод Релея, Кортевег i де Фрiз у 1895 роцi вивели

рiвняння для опису довгих хвиль на водi.
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Кортевег i де Фрiз розглянули вiдхилення u = u(x, t) вiд стану рiвно-

ваги поверхнi води (визначає форму хвилi), яке залежить вiд координати x

i часу t, вважаючи густину води сталою. Крiм того, вони припустили, що

виконуються умови

e =
a

h
� 1, d =

h

l
� 1,

де e i d — безрозмiрнi параметри, a — амплiтуда хвилi, h — глибина басейну,

l — довжина хвилi (рис. 1.2).

Рис. 1.2

Одержане ними рiвняння має вигляд

ut + 6uux + uxxx = 0. (1.4)

Рiвняння (1.4) має хвильовий розв’язок, який виражається через спецiальну

елiптичну функцiю, вивчену К. Якобi (C. Jacobi). За певних умов елiптична

функцiя Якобi переходить в гiперболiчний секанс i розв’язок має вигляд

u(x, t) = 2k2 ch−2(k(x− 4k2t) + j0), (1.5)

де j0 — довiльна стала. Розв’язок (1.5) рiвняння (1.4) є граничним випадком

хвилi нескiнченно великого перiоду. Саме цей граничний випадок є вiдокрем-

леною хвилею, що вiдповiдає спостереженню Рассела у 1834 роцi.

Зауважимо, що розв’язок рiвняння Кортевега–де Фрiза (1.4) є бiжучою

хвилею. Це означає, що вiн залежить вiд координати x i часу t через змiнну

s = x− ct. Ця змiнна характеризує положення точки, що рухається зi швид-

кiстю хвилi c, тобто вона позначає положення спостерiгача, який постiйно
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знаходиться на гребенi хвилi.

Цi працi виявилися забутими на довгi десятилiття. Лише у 1953 роцi

один iз найвидатнiших фiзикiв ХХ столiття Е. Фермi (E. Fermi) попросив

своїх колег по Лос-Аламоськiй лабораторiї С. Улама (S. Ulam), Дж. Пасту

(J. Pasta) та М. Цингу (M. Tsingou) розв’язати одну з нелiнiйних задач на

ЕОМ «MANIAC I» (англ.: Mathematical Analyzer, Numerical Integrator and

Computer). Вони повиннi були дослiдити питання про термалiзацiю енергiї в

нелiнiйних дискретно навантажених струнах на прикладi коливання 64 важ-

кiв, пов’язаних одна з одною пружинками, якi при вiдхиленнi вiд положення

рiвноваги отримували силу повернення. Створюючи початкове коливання,

дослiдники хотiли подивитися, як ця початкова мода буде розподiлятися по

всiх iнших модах. Передбачалося, що енергiя в кiнцi кiнцiв рiвномiрно роз-

подiлиться мiж модами, тобто по всiй довжинi хвилi, тим самим вiдбудеться

термалiзацiя енергiї. Фактично задача зводилася до дослiдження поведiнки

систем звичайних диференцiальних рiвнянь, якi спочатку були лiнiйними, але

в якi було внесено нелiнiйнiсть як збурення. Якби такого збурення не було,

то енергiя кожної нормальної моди лiнiйної системи, тобто коливань iз за-

даною частотою, була б сталою. Тому можна було сподiватися, що нелiнiйнi

взаємодiї мiж модами приведуть до того, щоб енергiя системи рiвномiрно роз-

подiлилася мiж модами. Рух ланцюга важок, який розглядали Фермi, Паста

та Улам, описувався системою

mq̈n(t) = U ′(qn+1(t)− qn(t))− U ′(qn(t)− qn−1(t)), n = 1, N,

де qn(t) — вiдхилення n-ої важки в момент часу t, m — маса важки, N = 64.

Вони розглядали потенцiали U(r) вигляду

U(r) =
γ

2
r2 +

α

3
r3

та

U(r) =
γ

2
r2 +

β

4
r4.

Пiзнiше системи Фермi–Пасти–Улама (ФПУ) з такими потенцiалами назвали
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α-модель та β-модель ФПУ вiдповiдно.

У 1954 роцi пiсля проведення розрахункiв цiєї задачi на «MANIAC I»

очiкуваного результату вони не отримали, але виявили, що перекачування

енергiї в двi або три моди на початковому етапi розрахунку дiйсно вiдбу-

вається, але потiм спостерiгається повернення до початкового стану (див.

[42, 214]). Про цей парадокс, пов’язаний з поверненням початкового коли-

вання, стало вiдомо кiльком математикам i фiзикам. Зокрема, про цю за-

дачу дiзналися американськi фiзики Н. Забускi (N. Zabusky) i М. Крускал

(M. Kruskal), якi вирiшили продовжити обчислювальнi експерименти з модел-

лю, запропонованою Фермi. Виявилося, що в ланцюжку виникають особливi

хвилi (пiзнiше їх назвали солiтонами), якi не дають енергiї рiвномiрно розпо-

дiлятися по всiй її довжинi. Це було виявлено тiльки через 11 рокiв. [132]

Пiсля розрахункiв i пошуку аналогiй цi вченi встановили, що рiвнян-

ня, яке використовували Фермi, Паста i Улам, при зменшеннi вiдстанi мiж

важками i при необмеженому зростаннi їх числа переходить в рiвняння Кор-

тевега–де Фрiза. Тобто по сутi задача, запропонована Фермi, зводилася до чи-

сельного розв’язання рiвняння Кортевега–де Фрiза, запропонованого у 1895

роцi для опису вiдокремленої хвилi Рассела. Приблизно в тi ж роки було по-

казано, що для опису iонно-звукових хвиль в плазмi використовується також

рiвняння Кортевега–де Фрiза. Тодi стало зрозумiло, що це рiвняння зустрiча-

ється в багатьох областях фiзики i, отже, вiдокремлена хвиля, яка описується

цим рiвнянням, є широко поширеним явищем.

Продовжуючи обчислювальнi експерименти з моделювання розповсю-

дження таких хвиль, Забускi i Крускал розглянули їх зiткнення (рис. 1.3).

З формули для вiдокремлених хвиль (1.5) випливає, що швидкiсть руху та-

ких хвиль тим вище, чим бiльше їх амплiтуда, а ширина пiку зменшується

зi зростанням амплiтуди. Таким чином, високi вiдокремленi хвилi рухаються

швидше. Хвиля з бiльшою амплiтудою наздожене рухому попереду хвилю з

меншою амплiтудою. Далi протягом деякого часу двi хвилi будуть рухатися
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разом як єдине цiле, взаємодiючи мiж собою, а потiм вони роз’єднаються. Чу-

довою властивiстю цих хвиль є те, що пiсля своєї взаємодiї форма i швидкiсть

цих хвиль вiдновлюються. Обидвi хвилi пiсля зiткнення лише змiщуються на

деяку вiдстань в порiвняннi з тим, що якби вони рухалися без взаємодiї.

Рис. 1.3. Двi вiдокремленi хвилi до взаємодiї i пiсля

Процес, пiд час якого пiсля взаємодiї хвиль зберiгаються форма i швид-

кiсть, нагадує пружне зiткнення двох частинок. Тому Забускi i Крускал (див.

[132]) такi вiдокремленi хвилi назвали солiтонами (вiд англ. solitary — вiд-

окремлений). Ця спецiальна назва вiдокремлених хвиль, спiвзвучна електро-

ну, протону та багатьом iншим елементарним частинкам, у даний час загаль-

ноприйнята.

Варто зауважити, що вiдносно недавно (у 2015 р.) групою науковцiв

у складi: М. Онорато (M. Onorato), Л. Возелла (L. Vozella), Д. Промент

(D. Proment) пiд керiвництвом американського вченого Ю. Львова (Yu. Lvov)

вдалося знайти розв’язання проблеми Фермi–Пасти–Улама. В статтi [88] на-

водиться математичне пояснення, який рiвень енергiї необхiдний, щоб ство-
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рити одну повну хвилю в ланцюжку з’єднаних важок, якi прагнуть до теп-

лової рiвноваги. Головним в їх методицi є поступова передача енергiї в той

момент, коли збiгаються шiсть станiв в системi. Тодi енергiя передається не-

зворотнiм чином. При великiй кiлькостi iтерацiй моменти збiгу шести станiв

з’являються достатню кiлькiсть разiв, так що передається достатня кiлькiсть

енергiї, щоб досягти термальної рiвноваги.

У 1967 роцi в статтi [55] американськi фiзики К. Гарднер (C. Gardner),

Дж. Грiн (J. Greene), М. Крускал (M. Kruskal) i Р. Мiура (R. Miura) викорис-

тали перетворення рiвняння Кортевега–де Фрiза до системи двох лiнiйних

диференцiальних рiвнянь, що називається тепер парою Лакса, названої на

честь американського математика П. Лакса (P. Lax), який внiс великий вклад

у розвиток теорiї солiтонiв (див. [75]), i вiдкрили новий метод розв’язування

ряду дуже важливих нелiнiйних рiвнянь в частинних похiдних. Цей метод

отримав назву методу оберненої задачi розсiяння, оскiльки в ньому iстотно

використовується розв’язання задачi квантової механiки про вiдновлення по-

тенцiалу за даними розсiяння.

У тому ж 1967 роцi Т. Бенжамiн (T. Benjamin) i Дж. Фейєр (J. Feir)

теоретичними розрахунками показали, що проста перiодична хвиля на гли-

бокiй водi нестiйка, i тому хвилi розбиваються на групи (див. [21]). Рiвняння,

за допомогою якого описується поширення груп хвиль на водi, було отримано

В. Захаровим в 1968 роцi (див. [187]). На той час це рiвняння вже було вiдоме

у фiзицi i носило назву нелiнiйного рiвняння Шредiнгера

iut + uxx − 2ku|u|2 = 0, (1.6)

яке описує сукупнiсть явищ у фiзицi хвильових процесiв (поширення елек-

тромагнiтних хвиль в плазмi, поширення свiтла в нелiнiйних кристалах з

дисперсiєю та iн.).

У 1971 роцi В. Захаров i А. Шабат показали (див. [188]), що це нелiнiйне

рiвняння має розв’язок також у виглядi солiтонiв, якi вiдрiзняються вiд солi-
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тонiв Кортевега–де Фрiза тим, що вони вiдповiдають формi огинаючої групи

хвиль (рис. 1.4).

Рис. 1.4

Цi солiтони називаються груповими солiтонами, а iнодi солiтонами оги-

наючої. При цьому форма огинаючої описується залежнiстю

a(x, t) = a0 ch−1

(
x− c0t

l

)
,

де a0 — амплiтуда, a l — половина довжини солiтона. Зазвичай пiд огинаючою

солiтона знаходиться вiд 14 до 20 хвиль, причому середня хвиля найбiльша.

З цим пов’язаний добре вiдомий факт, що найвища хвиля в групi на водi

знаходиться мiж сьомою та десятою («дев’ятий вал»). Якщо в групi хвиль

утворилася бiльша кiлькiсть хвиль, то вiдбудеться її розпад на кiлька груп.

Солiтон Кортевега–де Фрiза i груповий солiтон, звичайно, не вичерпує

всього рiзноманiття цих дивовижних нелiнiйних об’єктiв. Не менш популяр-

ним, нiж перелiченi вище солiтони, є так званий топологiчний солiтон, який

також має цiкаву iсторiю i велику область застосувань (див. [202, 203, 215]).

Цей солiтон з’являється у всiх процесах, якi описуються вже згаданим рiв-

нянням синус–Ґордона (1.2).
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1.1.2. Iснування розв’язкiв в системах осциляторiв

Рiвняння, якi описують системи осциляторiв, вивчались в працях [7–10,

40,41,48,49,61,79,81,82,85,95,115,138,140–143,209] та iн.

Нагадаємо, що пiд осцилятором розумiють систему, яка здiйснює ко-

ливання.

Спочатку розглянемо ланцюг осциляторiв (випадок одновимiрної ґрат-

ки). Нехай qn = qn(t) — узагальнена координата n-го осцилятора в момент

часу t.

Зауважимо, що в механiцi пiд узагальненими координатами розумi-

ють змiннi, якi повнiстю визначають миттєве положення механiчної системи

в просторi. Це означає, що через узагальненi координати можна виразити де-

картовi координати всiх точок механiчної системи в будь-який момент часу.

Вибiр узагальнених координат визначається специфiкою конкретної механiч-

ної системи. Наприклад, у випадку математичного маятника узагальненою

координатою буде кут вiдхилення маятника вiд положення рiвноваги.

Передбачається, що кожний осцилятор лiнiйно взаємодiє з двома сво-

їми найближчими сусiдами. Тодi рiвняння руху системи, що розглядається,

мають вигляд

q̈n(t) = an−1(qn−1(t)− qn(t))− an(qn(t)− qn+1(t))− U ′n(qn(t)), n ∈ Z. (1.7)

Рiвняння (1.7) представляють собою нескiнченну (злiченну) систему звичай-

них диференцiальних рiвнянь. Загальна теорiя злiченних систем диференцi-

альних рiвнянь вивчалась А. Самойленком та Ю. Теплiнським (див. [107,

210]). Зауважимо, що система (1.7) належить до динамiчних систем. Мо-

нографiя Ю. Митропольського, М. Боголюбова, А. Прикарпатського та В.

Самойленка [198] присвячена спектральним i диференцiально-геметричним

аспектам iнтегровних динамiчних систем.

Розглядаються такi розв’язки системи (1.7), що

lim
n→±∞

qn(t) = 0,
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тобто осцилятори знаходяться в станi спокою на нескiнченностi.

Потенцiал Un(r) запишемо у виглядi

Un(r) = −cn
2
r2 + Vn(r)

i покладемо bn = cn − an − an−1. Тодi система (1.6) матиме вигляд

q̈n(t) = anqn+1(t) + an−1qn−1(t) + bnqn(t)− V ′n(qn(t)), n ∈ Z. (1.8)

Систему (1.8) можна записати у гамiльтоновому виглядi (див. [39, 128,

135]) ṗ = −H ′q(p, q),

q̇ = H ′p(p, q);

(1.9)

з гамiльтонiаном

H(p, q) =
1

2

[
‖p‖2

l2 − (Aq, q)l2
]

+
∞∑

n=−∞
Vn(qn),

де p = q̇, q = {qn}∞n=−∞ ∈ l2, (Aq)n = anqn+1 + an−1qn−1 + bnqn.

Зауважимо, що динамiчна система називається гамiльтоновою, якщо

можна ввести координати p, iмпульси q i гамiльтонiан H(p, q) таким чином,

щоб рiвняння руху системи можна було записати у виглядi (1.9). Рiвняння

(1.9) називають рiвняннями Гамiльтона, а змiннi (p, q) називають спряже-

ними (див. [135, с. 75]). З фiзичної точки зору гамiльтонiан визначає повну

енергiю системи.

Упродовж 1994–1998 рр. С. Обрi (S. Aubry) та Р. Маккей (R. MacKay)

дослiджували питання про iснування перiодичних розв’язкiв для таких сис-

тем (див. [7, 8, 81]). Вони отримали частковi результати методами теорiї збу-

рень для однорiдних за просторовою змiнною n ланцюгiв зi слабким зв’язком.

Динамiка таких ланцюгiв описується рiвняннями

q̈n(t) = α(qn+1(t) + qn−1(t)− 2qn(t))− V ′(qn(t)), n ∈ Z, (1.10)

де α — малий параметр, V ′(0) = 0, V ′′(0) = ω2
0 > 0. Зауважимо, що рiвняння

(1.10) є дискретним аналогом рiвняння Клейна–Ґордона (1.3).

У 2004 роцi С. Баком та О. Панковим в статтi [142] одержано умови

iснування нетривiальних перiодичних розв’язкiв системи (1.7). Для цього ре-
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алiзовано варiацiйний метод iз використанням теореми про гiрський перевал

i метод перiодичних апроксимацiй. Основними умовами тут є просторова пе-

рiодичнiсть ланцюга осциляторiв та додатнiсть оператора лiнiйної взаємодiї

осциляторiв. Крiм того, у випадку степеневої потенцiальної функцiї для побу-

дови перiодичних розв’язкiв С. Баком використано метод умовної мiнiмiзацiї

(див. [140]).

Зауважимо, що варiацiйний метод та його застосування розглядались

в багатьох працях (див. [1, 22, 29, 35, 70, 77, 78, 84, 90, 101, 103–106, 109, 116, 129,

133,183] та iн.).

У 2006 р. С. Баком та О. Панковим в статтi [141] дослiджено питання

коректностi задачi Кошi для системи рiвнянь (1.8), яка полягає в знаходженнi

розв’язку (1.8), що задовольняє початковi умови

q(0) = q(0) ∈ l2, q̇(0) = q(1) ∈ l2.

В цiй статтi, зокрема, встановлено умови iснування локального i глобального

розв’язкiв у просторi l2. Для цього використано подання системи в гамiльто-

новому виглядi. Окремо, дослiджено випадок кубiчного потенцiалу. Зокрема

показано, що глобальний розв’язок iснує, якщо початковi данi достатньо малi

в l2-нормi. Вказано умови, за яких вiн не iснує.

Зазначимо, що в статтi [209] А. Самойленком, В. Самойленком та В.

Собчуком вивчалися перiодичнi розв’язки та поведiнка фазових траєкторiй

диференцiального рiвняння нелiнiйного осцилятора з iмпульсною дiєю у не-

фiксованi моменти часу.

У 2000 роцi Г. Йоссом (G. Iooss) та К. Кiршгаснером (K. Kirschgässner)

за допомогою методiв теорiї бiфуркацiй встановлено iснування бiжучих хвиль

для системи (1.10) (див. [61]). Основи теорiї бiфуркацiй можна знайти в [189].

Зауважимо, що бiжучою хвилею є розв’язок вигляду

qn(t) = u(n− ct),

де u(s) — функцiя неперервного аргументу s ∈ R. Функцiя u(s) називається
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профiлем хвилi. Стала c представляє собою швидкiсть хвилi. Якщо c > 0, то

хвиля перемiщується вправо, а якщо c < 0, то влiво.

Бiжучi хвилi у параболiчних рiвняннях з частинними похiдними досить

детально дослiджено Дж. Смоллером (J. Smoller), А. Вольпертом (A. Volpert)

та В. Вольпертом (V. Volpert) (див. [114,123]).

У 2006 роцi С. Баком (див. [138]) одержано умови iснування нетривi-

альних перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль для системи (1.7) у ви-

падку просторово однорiдного ланцюга осциляторiв, тобто при an ≡ a та

Un(r) = −c0
2 r

2 + V (r). Для цього було використано метод критичних точок

у комбiнацiї з теоремою про гiрський перевал для перiодичних хвиль i метод

перiодичних апроксимацiй для вiдокремлених хвиль.

У 2011 роцi П. Макiта (P. Makita, [82]) за допомогою подiбної технiки

встановив iснування перiодичних i гомоклiнiчних (вiдокремлених) бiжучих

хвиль для ланцюгiв нелiнiйно зв’язаних нелiнiйних частинок, якi описуються

рiвняннями:

q̈n(t) + f ′(qn(t)) = V ′(qn+1(t)− qn(t))− V ′(qn(t)− qn−1(t)), n ∈ Z.

Вiдзначимо недавню дисертацiю О. Бурилка [182], в якiй вивчалися

рiвняння, що описують взаємодiю N фазових осциляторiв
dθi
dt

= ωi +
1

N

N∑
j=1

KijΓij (θi − θj) , i = 1, N,

де θi ∈ [0, 2π) = T1 — фазовi змiннi (фази), ωi — власнi частоти осциля-

торiв, Kij — параметри (сили) зв’язкiв мiж осциляторами, Γij(x) — гладкi

2π-перiодичнi функцiї зв’язку. Ця система є моделлю типу Курамото. Кожна

змiнна θi пробiгає одновимiрне коло, а тому, фазовим простором системи є

тор TN . У цiй працi дослiджено стiйкiсть та бiфуркацiї розв’язкiв, що вiдпо-

вiдають рiзним колективним режимам. Зауважимо, що в стандартнiй моделi

Курамото (див. [74]), Γij(x) = − sinx та Kij = K.

Що ж стосується систем нелiнiйних осциляторiв на двовимiрних ґрат-

ках, то для них є всього декiлька праць.
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Зокрема, у 2003 роцi Ж. Фрiзеке (G. Friesecke) та К. Маттiсом (K.

Matthies) дослiджено питання iснування вiдокремлених бiжучих хвиль в сис-

темi лiнiйно зв’язаних частинок на двовимiрнiй ґратцi, кожна з яких взаємо-

дiє як з чотирма найближчими сусiдами (по вертикалi i по горизонталi), так

i з чотирма дiагональними сусiдами без зовнiшнього потенцiалу (див. [49]).

А в 2007 роцi в статтi [41] М. Фецканом (M. Fečkan) та В. Ротосом

(V. Rothos) встановлено iснування перiодичних бiжучих хвиль для системи

частинок, якi взаємодiють тiльки з чотирма своїми найближчими сусiдами

(як у цiй дисертацiї). Вони вивчали системи вигляду:

q̈n,m = (∆q)n,m − f(qn,m), (n,m) ∈ Z2, (1.11)

де (∆q)n,m = qn+1,m + qn−1,m + qn,m+1 + qn,m−1 − 4qn,m — двовимiрний дис-

кретний оператор Лапласа, з припущенням, що нелiнiйнiсть f — непарна i

2π-перiодична.

Зауважимо, що бiжучою хвилею на двовимiрнiй ґратцi є розв’язок виг-

ляду

qn,m = u(n cosϕ+m sinϕ− ct).

У 2014 роцi Л. Жанг (L. Zhang) та Ш. Гуо (S. Guo) у статтi [134] за

допомогою методiв теорiї бiфуркацiй вивчали 2π-перiодичнi хвилi для систем

вигляду (1.11).

Варто зазначити, що в статтi [178] Г. Безуглова, П. Гончаров, Ю. Гуров,

Г. Чечiн дослiджували дискретнi бризери (перiодичнi, просторово локалiзо-

ванi розв’язки систем частинок на ґратках) в двох скалярних динамiчних

моделях на квадратнiй ґратцi (2011 р.), якi описуються рiвняннями

ẍi,j + γxm−1
i,j =

= (xi+1,j − xi,j)m−1 − (xi,j − xi−1,j)
m−1 + (xi,j+1 − xi,j)m−1 − (xi,j − xi,j−1)

m−1,

та

ẍi,j + γx3
i,j = xi+1,j + xi−1,j + xi,j+1 + xi,j−1 − 4xi,j.

Перша модель вiдповiдає однорiдному потенцiалу степеня m. Дискретнi бри-
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зери в цiй моделi представляють собою локалiзованi в просторi нелiнiйнi нор-

мальнi моди Розенберга. Друга модель описує систему лiнiйно зв’язаних осци-

ляторiв Дуффiнга в вузлах квадратної ґратки. Для обох моделей дискретнi

бризери вони побудували на одних i тих же симетрiйно обумовлених iнварi-

антних многовидах, якi знайдено за допомогою теоретико-групових методiв.

Усi новi, одержанi автором дисертацiї, результати, якi стосуються iсну-

вання розв’язкiв в системах осциляторiв на двовимiрних ґратках, наведенi в

роздiлах 2–4.

1.1.3. Iснування розв’язкiв в дискретних рiвняннях типу синус-

Ґордона

Дискретнi рiвняння типу синус–Ґордона вивчались в працях [23,24,26,

70–73,117,181,216] та iн.

Розглянемо дискретнi рiвняння типу синус–Ґордона

q̈n(t) = U ′(qn+1(t)− qn(t))− U ′(qn(t)− qn−1(t))−K sin(qn(t)), n ∈ Z, (1.12)

зi сталою K, де qn(t) — узагальнена координата n-ої частинки. Цi рiвняння

описують динамiку частинок в нескiнченному ланцюзi з пружною взаємодiєю

найближчих сусiдiв i зовнiшнiм потенцiалом вiдповiдно до закону Ньютона

(як i рiвняння осциляторiв). Аргументом потенцiалу взаємодiї U : R → R є

дискретне змiщення (зсув) qn+1(t)− qn(t).

Пiсля пiдстановки бiжучої хвилi qn(t) = u(n − ct), в рiвняння (1.12),

для профiлю u(s), де s = n− ct, одержуємо рiвняння

c2u′′(s) = U ′(u(s+ 1)− u(s))− U ′(u(s)− u(s− 1))−K sin(u(s)).

За вiдповiдних умов iснують три типи розв’язкiв:

- гетероклiнiчнi бiжучi хвилi:

lim
s→−∞

u(s) = −π та lim
s→+∞

u(s) = π;

- гомоклiнiчнi бiжучi хвилi: lim
s→−∞

u(s) = lim
s→+∞

u(s) = π;

- перiодичнi бiжучi хвилi: u(s+T ) = u(s) для деяких T > 0 i всiх s ∈ R.

У 2007 роцi в дисертацiї [70] К. Крейнера (С. Kreiner) за допомогою варi-



56

ацiйного пiдходу встановлено iснування перiодичних i гомоклiнiчних бiжучих

хвиль в лiнiйно зв’язаних ланцюгах, тобто в системi (1.12) з квадратичним

потенцiалом

U(r) =
c2

0

2
r2.

У 2009 роцi К. Крейнер та Й. Зiммер (J. Zimmer) в статтi [72] за до-

помогою принципу концентрованої компактностi встановили iснування ще

гетероклiнiчних бiжучих хвиль в системi (1.12) з квадратичним потенцiалом.

Крiм того, в статтi [73] вони дослiдили питання iснування гетероклiнiчних,

гомоклiнiчних i перiодичних бiжучих хвиль в таких ланцюгах з нелiнiйним

зв’язком сусiдiв.

А у 2011 роцi в статтi [71] К. Крейнер та Й. Зiммер встановили iснування

дозвукових гетероклiнiчних бiжучих хвиль в моделi Френкеля–Конторової,

тобто в дискретних рiвняннях синус–Ґордона з лiнiйним зв’язком.

У 2017 роцi Б. Буффонi (B. Buffoni), Г. Шветлiк (H. Schwetlick) та Й.

Зiммер (J. Zimmer) одержали iснування гетероклiнiчних бiжучих хвиль для

цiєї моделi з бiльш загальною нелiнiйнiстю (див. [26]).

Модель Френкеля–Конторової (ФК) з фiзичної точки зору досить де-

тально дослiджено в статтi [23] вiдомих фахiвцiв з нелiнiйної динамiки i теорiї

солiтонiв О. Брауна та Ю. Кiвшара. Найбiльш повний огляд результатiв до-

слiджень цiєї моделi подано в їх монографiї [24,181]. У цiй книзi систематично

викладенi, з найбiльш загальної точки зору, концепцiї i методи низькорозмiр-

ної нелiнiйної фiзики, якi базуються на моделi ФК i її узагальненнях. Пред-

ставлений панорамний погляд на загальнi властивостi i нелiнiйну динамiку

моделей твердого тiла, включаючи фундаментальнi фiзичнi поняття. Наведе-

но детальне обговорення застосувань моделi ФК до фiзичних систем рiзного

типу (дислокацiї i краудiони в твердих тiлах, доменнi межi, джозефсонiвськi

контакти, бiологiчнi молекули i поверхнi кристалiв). Введено та описано ба-

гато важливих понять, таких, як нелiнiйна динамiка дискретних систем, ди-
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намiка солiтонiв i їх взаємодiя, тощо. Розглянуто також вiдповiднi нелiнiйнi

рiвняння, дослiдженi властивостi їх розв’язкiв i детально описанi методи їх

аналiзу.

Що ж стосується дослiдження двовимiрних дискретних рiвнянь типу

синус–Ґордона, то такi рiвняння також вивчалися переважно з фiзичної точ-

ки зору, а питання встановлення умов iснування бiжучих хвиль в математич-

них працях не розглядалося.

Зокрема, Ж. Тамга (J. Tamga), М. Ремуссене (М. Remoissenet) та

Ж. Пуже (J. Pouget) у 1995 роцi теоретично i чисельно дослiдили динамiчну

поведiнку двовимiрної ґратки синус–Ґордона (див. [117]). Вони показали, що

через модуляцiйну нестабiльнiсть початкова низько-амплiтудна хвиля може

спонтанно еволюцiонувати в рухомi локалiзованi моди з великою амплiту-

дою. Цi нелiнiйнi моди, з розмiрами, що залежать вiд характерних довжин

хвиль нестабiльностi, поводять себе як дихаючi (бризернi) вiдокремленi хвилi

i присутнi подiбнi до частинок властивостi.

Усi новi, одержанi автором дисертацiї, результати, якi стосуються iсну-

вання бiжучих хвиль в дискретних рiвняннях типу синус–Ґордона на двови-

мiрнiй ґратцi, наведенi в роздiлi 5.

1.1.4. Iснування розв’язкiв в системах типу Фермi-Пасти-

Улама

Працi Е. Фермi, Дж. Пасти та С. Улама дали поштовх для великої

кiлькостi подальших чисельних та аналiтичних дослiджень. До таких систем

належить цiлком iнтегровна ґратка (ланцюг) Тоди (див. [95, 119,212]):

mq̈n(t) = U ′(qn+1(t)− qn(t))− U ′(qn(t)− qn−1(t)), n ∈ Z,

де U(r) = ab−1(exp(−br) + br − 1). На жаль, ґратка Тоди є єдиною вiдомою

повнiстю iнтегровною системою типу ФПУ. Переважна бiльшiсть iснуючих

результатiв стосуються точних i наближених часткових розв’язкiв або чи-

сельного моделювання.
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Системи типу Фермi–Пасти–Улама (ФПУ) вивчено досить добре в пра-

цях [2–6,27,28,32,33,38,42,43,45,47,50–54,57–60,63,64,80,88,95,96,98,100,102,

106,110,112,113,115,118,121,131,214] та iн.

Один з перших строгих результатiв щодо загальних систем типу ФПУ

був отриманий у 1994 роцi Ж. Фрiзеке (G. Friesecke) та Дж. Ваттiсом

(J. Wattis) в статтi [53]. Вони довели iснування вiдокремлених бiжучих хвиль

з деякими загальними припущеннями щодо потенцiалу взаємодiї мiж частин-

ками. Зокрема, клас їх потенцiалiв включає потенцiали типу Тоди, Леннарда-

Джонса: U(r) = a[(d+r)−6−d−6], a, d > 0, r > −d та iн. Для одержання основ-

них результатiв вони використали процедуру умовної мiнiмiзацiї та принцип

концентрованої компактностi П. Лiонса (див. [77,78]). Зауважимо, що для по-

тенцiалiв типу Леннарда-Джонса Т. Валкерiнг (T. Valkering) ще у 1978 роцi

у статтi [122] встановив iснування перiодичних бiжучих хвиль за допомогою

методу умовної мiнiмiзацiї.

У 2000 роцi в статтi [98] О. Панков та К. Пфлюгер (K. Pflüger) перегля-

нули останнiй пiдхiд, вибравши перiодичнi бiжучi хвилi як вiдправну точку.

Iснування перiодичних хвиль вони встановили за допомогою стандартної тео-

реми про гiрський перевал. А вiдокремленi хвилi було одержано за допомогою

методу перiодичних апроксимацiй.

Iнший напрям дослiджень систем типу ФПУ запропонований Б. Руфом

(B. Ruf) та П. Срiкантом (P. Srikanth) у 1994 роцi (див. [106]), якi розглядали

перiодичнi рухи скiнченних ґраток типу ФПУ, якi не обов’язково складаю-

ться з однакових частинок. Подiбну задачу для нескiнченних ґраток, також

неоднорiдних, вивчали Г. Арiолi (G. Arioli), Дж. Чабровскi (J. Chabrowski),

Ф. Газзола (F. Gazzola), A. Szulkin (А. Шулькiн) та С. Террацiнi (S. Terracini)

в статтях [2–6] при бiльш обмежених припущеннях на потенцiал.

Найбiльш повний огляд результатiв про iснування розв’язкiв для систем

ФПУ можна знайти в монографiї О. Панкова [95], опублiкованiй у 2005 роцi.

Тут розглядається одновимiрний ланцюг частинок, що взаємодiють зi своїми
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найближчими сусiдами. Рiвняння руху такої системи мають вигляд:

mnq̈n(t) = U ′n+1(qn+1(t)− qn(t))− U ′n(qn(t)− qn−1(t)), n ∈ Z, (1.13)

де qn(t) — координата n-ої частинки в момент часу t,mn — маса цiєї частинки,

Un — потенцiал взаємодiї мiж n-ою та (n− 1)-ою частинками. Це диференцi-

альнi рiвняння з вiдхиленим аргументом. Теорiї подiбних рiвнянь присвячено

велику кiлькiсть робiт (див., наприклад, [136,200,218,219]).

Припускається, що iснують сталi M1 > 0,M2 > 0, такi, що

M1 ≤ mn ≤M2, n ∈ Z.

Система (1.13) також є гамiльтоновою системою з гамiльтонiаном

H(p, q) =
∞∑

n=−∞

(
p2
n

2mn
+ Un+1(qn+1 − qn)

)
,

де pn(t) = mnq̇n(t).

Для системи (1.13) в монографiї О. Панкова досить детально дослiдже-

но питання коректностi задачi Кошi, встановлено умови iснування перiодич-

них розв’язкiв, дослiджено питання iснування перiодичних i вiдокремлених

бiжучих хвиль.

У 2009 роцi Г. Шветлiк (G. Schwetlick) та Й. Зiммер (J. Zimmer) до-

слiдили iснування бiжучих хвиль в моделi атомiв (ФПУ) для мартенситних

фазових переходiв (див. [110]).

У 2011 роцi О. Панков за допомогою варiацiйної технiки i принципу кон-

центрованої компактностi встановив iснування перiодичних i вiдокремлених

бiжучих хвиль для системи ФПУ з насичуваною нелiнiйнiстю (див. [100]).

Вiдзначимо, що є ще один клас бiжучих хвиль, якi у випадку ФПУ

ранiше не вивчалися. У 2010 роцi М. Геррманн (M. Herrmann) та Й. Радемахер

(J. Rademacher) в статтi [57] за допомогою варiацiйного пiдходу встановили

iснування гетероклiнiчних бiжучих хвиль в просторово однорiднiй системi

ФПУ (1.13) при mn = 1 з опуклими потенцiалами Un ≡ U , похiдна яких U ′

має принаймнi одну точку повороту (точка перегину, для якої U ′′′ = 0).

У 2019 роцi О. Панков (див. [96]) за допомогою варiацiйної технiки до-
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слiдив питання iснування перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль в сис-

темах типу ФПУ, в яких кожна частинка взаємодiє з 2M сусiдами:

q̈j =
M∑
m=1

[U ′m(qj+m − qj)− U ′m(qj − qj−m)] , j ∈ Z.

Як i у випадку систем осциляторiв, системи типу ФПУ на двовимiрних

ґратках також вивчалися переважно з фiзичної точки зору (див. [27, 28, 33,

44,45,124–126]).

Зокрема, у 1997 роцi в статтi [45] Ф. Флах (F. Flach), К. Кладко

(К. Kladko) та С. Такено (S. Takeno) вивчали дискретнi бризери для дво-

вимiрної ґратки ФПУ з однiєю акустичною фононною гiлкою.

Рис. 1.5. Двовимiрна ґратка електричної передачi

В статтi [28] I. Батта (I. Butt) та Дж. Ваттiса (J. Wattis), яка ви-

йшла у 2006 роцi, за допомогою асимптотичних методiв також дослiджува-

лися дискретнi бризери для двовимiрної ґратки ФПУ. Зокрема, показано, що

така ґратка може бути використана для моделювання передачi (трансмiсiї)

електричного заряду. Вона представляє собою мережу повторюваних секцiй

установки, кожна з яких складається з двох iдентичних лiнiйних iндукторiв i

нелiнiйного конденсатора. Розташування показано на рис. 1.5. Вузли ґратки

визначаються за розташуванням конденсаторiв.

У наступному роцi вони одержали аналогiчнi результати для двовимiр-

ної гексагональної ґратки ФПУ (рис. 1.6).

У 2006 роцi Ю. Доi (Yu. Doi) та А. Накатанi (A. Nakatani) дослiдили
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Рис. 1.6. Двовимiрна гексагональна ґратка електричної передачi

структуру дискретних бризерiв у двовимiрнiй системi ФПУ (див. [33]).

У 2009 роцi Ї. Ксянг (Y. Xiang), Дж. Ваттiс (J. Wattis), Х. Сузанто

(Н. Susanto), Л. Каммiнгс (L. Cummings) в статтi [131] побудували асимпто-

тичне наближення бризера для механiчної пружинної ґратки, яка описується

двовимiрною системою типу ФПУ.

У 1998 роцi П. Срiкантом (P. Srikanth) в статтi [115] за допомогою варi-

ацiйного методу встановлено iснування перiодичних розв’язкiв у скiнченнiй

системi типу ФПУ на двовимiрнiй ґратцi. Фактично тут встановлено iснуван-

ня перiодичних розв’язкiв у випадку потенцiалiв типу Тоди V (r) = a
be
−bt+at,

a > 0, b > 0, i зроблено деякi бiльш загальнi висновки щодо потенцiалiв.

Зокрема, вказано, що система має перiодичнi розв’язки для суперквадратич-

них потенцiалiв, якi задовольняють умову Пале-Смейла.

Усi новi, одержанi автором дисертацiї, результати, якi стосуються iсну-

вання бiжучих хвиль в системах типу ФПУ на двовимiрнiй ґратцi, наведенi

в роздiлi 6.

1.1.5. Iснування розв’язкiв в дискретних нелiнiйних рiвнян-

нях типу Шредiнгера

Дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера дослiджено в значнiй

мiрi в працях [20,30,46,56,65,66,66–68,89,91–93,97,99,127,139,177,220] та iн.
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Розглянемо дискретнi нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера (ДНРШ) з кубiч-

ною нелiнiйнiстю

iψ̇n = −(∆ψ)n + εnψn − σχn|ψn|2ψn, n ∈ Z, (1.14)

де ψn = ψn(t) — хвильова функцiя, σ = ±1, (∆ψ)n = ψn+1 + ψn−1 − 2ψn дис-

кретний одновимiрний Лапласiан, а послiдовностi {εn} i {χn} є N -перiодич-

ними по n, тобто εn+N = εn i χn+N = χn.

У квантовiй механiцi пiд хвильовою функцiєю розумiють комплексно-

значну функцiю, призначену для опису стану квантовомеханiчної системи. У

вiдповiдностi з постулатом про наявнiсть хвильових властивостей в об’єктiв

мiкросвiту (атом, молекула, протон, електрон тощо) квантова механiка прий-

має без доведення, що динамiчний стан системи визначється хвильовою фун-

кцiєю ψ(r, t), яка описує розповсюдження вiдповiдної хвилi речовини в про-

сторi i часi. Хвильова функцiя є аналогом траєкторiї в класичнiй механiцi.

Частинка, що спiвставляється з хвилею, крiм випадку хвилi де Бройля, не

володiє нi певним положенням у просторi, тобто координатою r, нi певним

iмпульсом p. Тобто значення хвильової функцiї не може бути замiряне безпо-

середньо. Можна лише говорити про ймовiрнiсть знайти частинку в деякiй

областi W в момент часу t, яка визначається формулою (див. [192, с. 492])

P (W ) =

∫
W

ψ(r, t)ψ∗(r, t)dW =

∫
W

|ψ(r, t)|2dW,

де ψ∗(r, t) — комплексно спряжена функцiя до ψ(r, t).

Зауважимо, що рiвняння (1.14) також можна подати у гамiльтоновому

виглядi

iψ̇n =
∂H

∂ψ∗n
, n ∈ Z,

з гамiльтонiаном

H =
∞∑

n=−∞

[
|ψn − ψn−1|2 + εn|ψn|2 −

1

2
σχn|ψn|4

]
=

=
∞∑

n=−∞

[
−(∆ψ)nψ

∗
n + εnψnψ

∗
n −

1

2
σχn(ψnψ

∗
n)

2

]
,

де ψ∗n(t) — комплексно спряжена функцiя до ψn(t).
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Важливим класом розв’язкiв таких рiвнянь є стоячi хвилi. Зауважимо,

що стояча хвиля — це хвиля, яка при будь-якiй фазi коливань не поширю-

ється (локалiзована) у просторi. Характерною особливiстю стоячої хвилi є

наявнiсть у нiй вузлiв (точок, у яких амплiтуда хвилi дорiвнює нулю) та пуч-

ностей (точок, у яких амплiтуда максимальна), причому положення вузлiв

i пучностей лишається незмiнним у просторi (рис. 1.7). Стояча хвиля утво-

рюється в результатi накладання двох когерентних бiжучих хвиль з однако-

вими амплiтудами, якi поширюються назустрiч одна однiй. У бiжучiй хвилi,

яка на вiдмiну вiд стоячої поширюється в просторi зi скiнченною швидкiстю,

вiдбувається перенесення енергiї, а в стоячiй хвилi через площини, в яких

розташованi вузли, енергiя не перетiкає.

Рис. 1.7. Стояча хвиля

Використовуючи представлення стоячої хвилi у виглядi

ψn = un exp(−iωt),

де {un} — дiйсна послiдовнiсть (амплiтуда) i ω ∈ R (частота), отримуємо

систему

−(∆u)n + εun − ωun = σχn|un|2un, n ∈ Z. (1.15)

Накладемо наступнi крайовi умови:

lim
n→±∞

un = 0. (1.16)

Далi ми розглянемо бiльш загальну систему

(Lu)n − ωun = σχn|un|2un, n ∈ Z (1.17)

з тими ж самими крайовими умовами (1.16). Тут L лiнiйний оператор

(Lu)n = anun+1 + an−1un−1 + bnun,
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де an i bn дiйснi N -перiодичнi послiдовностi. Оператор L є обмеженим i само-

спряженим у просторi l2. Його спектр σ(L) має групову структуру, тобто σ(L)

є об’єднанням скiнченного числа вiдрiзкiв (див. [119]). Доповнення R \ σ(L)

складається зi скiнченного числа iнтервалiв, якi називаються спектральними

лакунами.

В статтi [91] О. Панков за допомогою варiацiйного пiдходу iз викорис-

танням теореми про зачеплення i методу перiодичних апроксимацiй встано-

вив iснування нетривiальних розв’язкiв u ∈ l2 системи (1.17). Розв’язки, по-

будованi в цiй статтi, є бризерами спецiального виду. Вони також часто на-

зиваються лакунарними солiтонами. Тут лакунарнiсть означає, що частота

лежить в спектральнiй лакунi. Вiдмiтимо, що цей термiн прийнятий в нелi-

нiйнiй оптицi, хоча розв’язки такого типу i не є, взагалi кажучи, солiтонами

в тому смислi, який використовується в теорiї повнiстю iнтегровних систем.

У 2007 роцi О. Панков цей результат дещо узагальнив за допомогою варiа-

цiйного пiдходу iз використанням многовиду Нехарi (див. [92]).

Зауважимо, що в статтi [220] Р. Ередеро, Д. Левi та П. Вiнтернiц опи-

сали алгебри Лi точкових симетрiй для подiбних рiвнянь.

У 2008 роцi О. Панков та В. Ротос (V. Rothos) в статтi [99] за допомо-

гою теореми про гiрський перевал i методу перiодичних апроксимацiй довели

iснування стоячих хвиль для ДНРШ iз насичуваною нелiнiйнiстю:

iψ̇n + (∆ψ)n +
ν|ψn|2

1 + µ|ψn|2
ψn = 0, n ∈ Z,

де µ > 0 та ν 6= 0.

У 2010 роцi С. Бак (див. [139]) за допомогою варiацiйного пiдходу iз

використанням многовиду Нехарi довiв iснування стоячих хвиль в ДНРШ

бiльш загального вигляду iз насичуваною нелiнiйнiстю:

iψ̇n − anψn+1 − an−1ψn−1 − bnψn +
µ|ψn|2

1 + |ψn|2
ψn = 0, n ∈ Z,

де µ 6= 0 та an, bn ∈ R.

В тому ж роцi О. Панков в статтi [93] довiв iснування та єдинiсть гло-
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бального розв’язку задачi Кошi для ДНРШ вигляду

iψ̇n = −(∆ψ)n + νnψn − fn(ψn), n ∈ Z,

з початковою умовою

ψn(0) = ψ(0)
n

у широкому класi вагових l2-просторiв, якi складаються з усiх двохстороннiх

комплексних послiдовностей з нормою

‖ψ‖Θ =

(∑
n∈Z

θn|ψn|2
) 1

2

< +∞,

де Θ = {θn} послiдовнiсть додатних чисел (вага).

Зауважимо, що трохи ранiше (у 2005 роцi) П. Пачiанi (P. Pacciani),

В. Конотоп (V. Konotop) та Дж. Мензала (G. Menzala) в статтi [89] дослiдили

коректнiсть задачi Кошi для бiльш простого випадку при νn = 0 та fn(r) =

χ|r|p−1r, p > 1.

У 2016 роцi М. Ченг (М. Cheng) та О. Панков в статтi [30] за допомо-

гою теореми про зачеплення, принципу концентрованої компактностi i мето-

ду перiодичних апроксимацiй встановили iснування лакунарних солiтонiв в

ДНРШ вигляду

iψ̇n = −(∆ψ)n + εnψn − βnf(ψn)− αn(|ψn+1|2 + |ψn−1|2), n ∈ Z,

де {εn}, {αn}, {βn} ⊂ R.

Що ж стосується дослiдження двовимiрних дискретних нелiнiйних рiв-

нянь типу Шредiнгера, то такi рiвняння також вивчалися переважно з фiзич-

ної точки зору (див., наприклад, [46], [196]), а питання встановлення умов

iснування стоячих хвиль в математичних працях не розглядалося.

Усi новi, одержанi автором дисертацiї, результати, якi стосуються iсну-

вання стоячих хвиль в рiвняннях типу ДНРШ на двовимiрнiй ґратцi, наведенi

в роздiлi 7.

1.2. Короткий огляд результатiв дисертацiї

Дисертацiя присвячена побудовi класiв iснування розв’язкiв таких дис-

кретних нескiнченновимiрних гамiльтонових систем на двовимiрних ґратках,
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як системи лiнiйно i нелiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, дискретнi

рiвняння типу синус–Ґордона, системи типу Фермi–Пасти–Улама та дискрет-

нi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера.

У другому роздiлi дисертацiї вивчається питання коректностi задачi

Кошi для системи рiвнянь, якi описують динамiку злiченної системи лiнiйно

зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, розмiщених на цiлочисловiй двовимiрнiй

ґратцi:

q̈n,m = an−1,m(qn−1,m − qn,m)− an,m(qn,m − qn+1,m)+

+bn,m−1(qn,m−1 − qn,m)− bn,m(qn,m − qn,m+1)− U ′n,m(qn,m), (n,m) ∈ Z2, (1.18)

з крайовими умовами

lim
n,m→±∞

qn,m(t) = 0. (1.19)

Розглядаються потенцiали вигляду

Un,m(r) = −dn,m
2
r2 + Vn,m(r),

для яких систему (1.18) в просторi l2 = l2(Z2;R) можна записати у виглядi

q̈ = Aq −B(q), (1.20)

де

(Aq)n,m = an−1,mqn−1,m + an,mqn+1,m + bn,m−1qn,m−1 + bn,mqn,m+1 + cn,mqn,m,

cn,m = dn,m − an−1,m − an,m − bn,m−1 − bn,m,

(B(q))n,m = V ′n,m(qn,m).

У пiдроздiлi 2.1 наводиться формулювання задачi Кошi для рiвняння (1.20)

у просторi l2 та основнi припущення. У пiдроздiлi 2.2 доведено iснування та

єдинiсть локального i глобального розв’язкiв задачi Кошi. Для цього викорис-

тано класичнi теореми iснування i єдиностi в банахових просторах i подання

системи в гамiльтоновому виглядi. Також тут встановлено умови обмеженостi

глобального розв’язку. У пiдроздiлi 2.3 окремо дослiджено випадок степене-

вих потенцiалiв степеня p > 2. Показано, що якщо початковi данi достатньо

малi в l2-нормi, то глобальний розв’язок iснує. Однак для достатньо великої
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множини початкових даних глобальний розв’язок не може iснувати (пiдроз-

дiл 2.4).

У третьому роздiлi вивчаються перiодичнi за часом розв’язки систе-

ми (1.18) з крайовими умовами (1.19). Як i в роздiлi 2, ця задача зводить-

ся до вивчення перiодичних розв’язкiв диференцiально-операторного рiвнян-

ня (1.20). У пiдроздiлi 3.1 наводиться формулювання задачi про перiодичнi

розв’язки та основнi припущення. У пiдроздiлi 3.2 наводиться варiацiйне фор-

мулювання задачi. Тут розглядаються деякi функцiонали Jk та J :

Jk(q) =

T/2∫
−T/2

1

2
‖q̇(t)‖2

l2k
+

1

2
(Akq, q)l2k −

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

Vn,m(qn,m(t))

 dt,
J(q) =

T/2∫
−T/2

1

2
‖q̇(t)‖2

l2 +
1

2
(Aq, q)l2 −

∑
(n,m)∈Z2

Vn,m(qn,m(t))

 dt,
критичнi точки яких є T -перiодичними розв’язками вiдповiдних задач. Цi

функцiонали визначенi вiдповiдно на просторах соболєвського типу XT,k =

{q ∈ H1
loc(R; l2k) : q(t + T ) = q(t)} та XT = {q ∈ H1

loc(R; l2) : q(t + T ) = q(t)},

де l2k — простiр kN -перiодичних послiдовностей (qn+kN,m = qn,m+kN = qn,m) з

нормою

‖q‖l2k =

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

|qn,m|2


1
2

.

У пiдроздiлi 3.3 за допомогою теореми про гiрський перевал доведено iснуван-

ня просторово-перiодичних апроксимацiй T -перiодичних розв’язкiв (крити-

чнi точки функцiоналу Jk). Дана задача використовується як допомiжна для

отримання перiодичних розв’язкiв вихiдної задачi (випадок функцiоналу J).

У пiдроздiлi 3.4 за допомогою методу перiодичних апроксимацiй отримано

результат про iснування T -перiодичних розв’язкiв, якi не є сталими для дос-

татньо великих T . В даному випадку розв’язки шукаються як границя кри-

тичних точок функцiоналу Jk. У пiдроздiлi 3.5 показано, як за допомогою

процедури умовної мiнiмiзацiї можна побудувати перiодичний розв’язок у
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випадку степеневої потенцiальної функцiї.

У четвертому роздiлi дисертацiї дослiджується питання iснування бi-

жучих хвиль в системах нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Вив-

чаються бiжучi хвилi двох типiв: перiодичнi та вiдокремленi. Профiль пе-

рiодичної бiжучої хвилi є перiодичною функцiєю з перiодом 2k, а профiль

вiдокремленої хвилi перетворюється в нуль на нескiнченностi. Пiдроздiл 4.1

присвячений питанню iснування нетривiальних перiодичних i вiдокремлених

бiжучих хвиль в системах лiнiйно зв’язаних осциляторiв. Рiвняння руху сис-

теми, що розглядається, мають вигляд:

q̈n,m(t) = c1(qn+1,m(t) + qn−1,m(t)− 2qn,m(t))+

+c2(qn,m+1(t) + qn,m−1(t)− 2qn,m(t))− U ′(qn,m(t)), (n,m) ∈ Z2, (1.21)

де c1, c2 ∈ R.

Розглядаються потенцiали вигляду

U(r) = −a
2
r2 + V (r),

для яких система (1.21) набуває вигляду

q̈n,m(t) = c1(∆(1)q)n,m(t)+c2(∆(2)q)n,m(t)+aqn,m−1(t)−V ′(qn,m(t)), (n,m) ∈ Z2,

(1.22)

де

(∆(1)q)n,m = qn+1,m + qn−1,m − 2qn,m,

(∆(2)q)n,m = qn,m+1 + qn,m−1 − 2qn,m

дискретнi оператори Лапласа вiдповiдно за змiнними n i m. В перших двох

пунктах пiдроздiлу 4.1 розглядається формулювання задачi про бiжучi хви-

лi та варiацiйне формулювання задачi. Зокрема, пiсля пiдстановки бiжучої

хвилi в систему (1.22), одержується рiвняння для її профiлю u(s):

c2u′′(s) = c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s)) + au(s)− V ′(u(s)), (1.23)

де s = n cosϕ+m sinϕ.
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Залежно вiд типу бiжучої хвилi, розглядаються функцiонали

Jk(u) =

k∫
−k

[
c2

2
(u′(s))2 − c1

2
(u(s+ cosϕ)− u(s))2−

−c2

2
(u(s+ sinϕ)− u(s))2 +

a

2
u2(s)− V (u(s))]ds,

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 − c1

2
(u(s+ cosϕ)− u(s))2−

−c2

2
(u(s+ sinϕ)− u(s))2 +

a

2
u2(s)− V (u(s))]ds,

визначенi вiдповiдно на соболєвських просторах Ek = {u ∈ H1
loc(R) : u(s +

2k) = u(s)} та E = H1(R). Доведено, що критичнi точки цих функцiона-

лiв є розв’язками рiвняння (1.23) у вiдповiдних просторах. У пунктах 4.1.3 та

4.1.4 доведено iснування надзвукових нетривiальних перiодичних та несталих

вiдокремлених бiжучих хвиль. Показано, що для достатньо великих перiодiв

профiль перiодичної хвилi не сталий. Тут також використано теорему про гiр-

ський перевал для перiодичних бiжучих хвиль та метод перiодичних апрок-

симацiй для вiдокремлених бiжучих хвиль. Крiм того, доведено, що профiль

вiдокремленої бiжучої хвилi експоненцiально спадає на нескiнченностi (пункт

4.1.5). У пунктi 4.1.6 дослiджено iснування перiодичних бiжучих хвиль з до-

вiльною швидкiстю c > 0, зокрема, дозвукових хвиль. Для цього використано

теорему про зачеплення, яка вимагає, крiм виконання умови Пале–Смейла,

щоб функцiонал задовольняв геометрiю зачеплення. Пiдроздiл 4.2 присвя-

чений питанню iснування нетривiальних перiодичних i вiдокремлених бiжу-

чих хвиль в системах нелiнiйно зв’язаних осциляторiв. У цьому пiдроздiлi

вивчаються рiвняння, якi описують динамiку нескiнченної системи нелiнiйно

зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi:

q̈n,m(t) = W ′
1(qn+1,m(t)− qn,m(t))−W ′

1(qn,m(t)− qn−1,m(t)) +W ′
2(qn,m+1(t)−

−qn,m(t))−W ′
2(qn,m(t)− qn,m−1(t))− U ′(qn,m(t)), (n,m) ∈ Z2, (1.24)

деW1,W2, U ∈ C1(R) — потенцiали взаємодiї та зовнiшнiй потенцiал вiдповiд-

но. У пунктi 4.2.1 розглядаються основнi припущення та варiацiйне формулю-
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вання задачi. У пунктi 4.2.2 за допомогою методу критичних точок i теореми

про гiрський перевал встановлено iснування надзвукових перiодичних бiжу-

чих хвиль. А в пунктi 4.2.3 за допомогою методу перiодичних апроксимацiй

доведено iснування надзвукових вiдокремлених хвиль. У пунктi 4.2.4 за допо-

могою теореми про зачеплення встановлено iснування перiодичних бiжучих

хвиль з довiльною швидкiстю c > 0, зокрема, дозвукових хвиль.

У п’ятому роздiлi дисертацiї вивчається питання iснування бiжучих

хвиль в дискретних рiвняннях типу синус–Ґордона на двовимiрнiй ґратцi з

нелiнiйним зв’язком частинок (осциляторiв), тобто в системi (1.24) iз зовнiш-

нiм потенцiалом вигляду U(r) = K(1 − cos r), який не задовольняє умови

пiдроздiлу 4.2. У цьому випадку рiвняння руху системи, що розглядається,

мають вигляд:

q̈n,m(t) = W ′
1(qn+1,m(t)− qn,m(t))−W ′

1(qn,m(t)− qn−1,m(t)) +W ′
2(qn,m+1(t)−

−qn,m(t))−W ′
2(qn,m(t)− qn,m−1(t))−K sin qn,m(t), (n,m) ∈ Z2, (1.25)

деW1,W2 ∈ C1(R), K > 0. У пiдроздiлi 5.1 наводиться формулювання задачi

про бiжучi хвилi для таких рiвнянь. Зокрема, для профiлю бiжучої хвилi

одержується рiвняння

c2u′′(s) = W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))−K sinu(s). (1.26)

Вивчаються бiжучi хвилi трьох типiв: перiодичнi, гомоклiнiчнi та гетероклi-

нiчнi. Профiль u(s) перiодичної бiжучої хвилi є перiодичною функцiєю з пе-

рiодом 2k, профiль гомоклiнiчної хвилi збiгається до π на нескiнченностi, а

профiль гетероклiнiчної хвилi задовольняє крайовi умови lim
s→−∞

u(s) = −π,

lim
s→+∞

u(s) = π. У пiдроздiлi 5.2 встановлено iснування несталих перiоди-

чних бiжучих хвиль. Для цього, як i в роздiлi 4, використано варiацiйний

пiдхiд iз використанням теореми про гiрський перевал. Зокрема, побудовано

функцiонал Jk, критичнi точки якого є перiодичними розв’язками рiвняння

(1.26). Однак, на вiдмiну вiд попереднього роздiлу, тут для доведення викона-



71

ння умови Пале–Смейла побудовано спецiальний допомiжний функцiонал J̃k,

який збiгається з Jk для всiх u при ‖u‖L∞([−k,k]) ≤ π
2 . За допомогою функцiо-

налу J̃k встановлено обмеженiсть послiдовностi Пале–Смейла функцiоналу

Jk. У пiдроздiлi 5.3, в аналогiчний до попереднього пiдроздiлу спосiб, одер-

жано умови iснування несталих гомоклiнiчних бiжучих хвиль. У пiдроздiлi

5.4 доведено iснування гетероклiнiчних бiжучих хвиль. В силу особливостi

крайових умов для профiлю таких хвиль, використати пiдхiд, реалiзований

для перiодичних i гомоклiнiчних хвиль неможливо. В даному випадку вико-

ристано варiацiйний метод iз використанням принципу концентрованої ком-

пактностi.

У шостому роздiлi дисертацiї вивчається питання iснування бiжучих

хвиль в системi типу Фермi–Пасти–Улама на двовимiрнiй ґратцi:

q̈n,m = W ′
1(qn+1,m − qn,m)−W ′

1(qn,m − qn−1,m)+

+W ′
2(qn,m+1 − qn,m)−W ′

2(qn,m − qn,m−1), (n,m) ∈ Z2, (1.27)

де W1,W2 ∈ C1(R). У пiдроздiлi 6.1 наводиться формулювання задачi про

бiжучi хвилi для таких систем. Спочатку розглядаються бiжучi хвилi двох

типiв. У першому випадку похiдна профiлю u(s) є перiодичною функцiєю

з перiодом 2k, а в другому — профiль хвилi задовольняє крайовi умови

lim
s→±∞

u′(s) = 0. У пiдроздiлi 6.2 доведено iснування нетривiальних бiжучих

хвиль з перiодичною похiдною профiлю. Для цього, як i в роздiлi 4, вико-

ристано варiацiйний метод. Зокрема, за допомогою теореми про гiрський пе-

ревал встановлено iснування нетривiальних надзвукових монотонних i нео-

бов’язково монотонних бiжучих хвиль. Крiм того, за допомогою теореми про

зачеплення доведено iснування дозвукових хвиль. У пiдроздiлi 6.3 за допо-

могою методу перiодичних апроксимацiй доведено iснування нетривiальних

монотонних i необов’язково монотонних бiжучих хвиль з профiлем, похiдна

якого збiгається до нуля на нескiнченностi. У пiдроздiлi 6.4 вивчаються перi-

одичнi та вiдокремленi бiжучi хвилi, якi означаються аналогiчно до роздiлу
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4. Зокрема, профiль перiодичної бiжучої хвилi є перiодичною функцiєю з

перiодом 2k, а профiль вiдокремленої хвилi перетворюється в нуль на не-

скiнченностi. Тут одержано аналогiчнi теореми про iснування перiодичних i

вiдокремлених бiжучих хвиль.

У сьомому роздiлi дисертацiї дослiджується питання iснування стоячих

хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях типу Шредiнгера на двовимiрнiй

ґратцi. У пiдроздiлi 7.1 вивчаються дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шре-

дiнгера на плоскiй цiлочисловiй ґратцi з кубiчною нелiнiйнiстю:

iψ̇n,m(t) + (∆ψ)n,m(t) + θµn,m|ψn,m(t)|2ψn,m(t) = 0, (n,m) ∈ Z2, (1.28)

де

(∆ψ)n,m = ψn+1,m + ψn−1,m + ψn,m+1 + ψn,m−1 − 4ψn,m

двовимiрний дискретний оператор Лапласа, θ = ±1. Зауважимо, що пара-

метр θ введено для того, щоб розрiзняти самофокусований (θ = 1) та роз-

фокусований (θ = −1) випадки. В перших двох пунктах цього пiдроздiлу

розглядається формулювання задачi про стоячi хвилi та варiацiйне форму-

лювання задачi, доводяться попереднi леми. Зокрема, при пiдстановцi стоячої

хвилi ψn,m(t) = un,m exp(−iωt) в систему (1.28), вона набуває вигляду

−(∆u)n,m − ωun,m = θµn,m|un,m|2un,m,

Далi розглядається бiльш загальна система

(Lu)n,m − ωun,m = θµn,m|un,m|2un,m, (1.29)

де

(Lu)n,m = an,mun+1,m + an−1,mun−1,m + bn,mun,m+1 + bn,m−1un,m−1 + cn,mun,m,

an+N,m = an,m+N = an,m, bn+N,m = bn,m+N = bn,m, cn+N,m = cn,m+N = cn,m.

Вивчаються стоячi хвилi двох типiв: з kN -перiодичною амплiтудою un,m (пе-

рiодичнi розв’язки) та амплiтудою, яка збiгається до нуля (локалiзованi роз-

в’язки). Залежно вiд типу стоячої хвилi, розглядаються функцiонали Jk та J .

Показано, що критичнi точки цих функцiоналiв є розв’язками вiдповiдних за-

дач. У пунктi 7.1.3 доведено iснування нетривiальних перiодичних розв’язкiв
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системи (1.27), а в пунктi 7.1.4 – локалiзованих розв’язкiв для самофокусова-

ного випадку. Тут також, як i в попереднiх роздiлах, використано теорему про

зачеплення для перiодичних розв’язкiв та метод перiодичних апроксимацiй

для локалiзованих розв’язкiв. У пунктi 7.1.5 наведено аналогiчнi результати

до одержаних вище для розфокусованого випадку (θ = −1), якi одержую-

ться аналогiчними методами. Пiдроздiл 7.2 присвячений питанню iснування

нетривiальних стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях типу Шре-

дiнгера на двовимiрнiй ґратцi iз насичуваною нелiнiйнiстю:

iψ̇n,m(t)− a1(∆(1)ψ)n,m(t)− a2(∆(2)ψ)n,m(t) + θf(ψn,m(t)) = 0, (n,m) ∈ Z2,

де ψn,m(t) — хвильова функцiя (n,m)-ї частинки, a1, a2 ∈ R+, θ = ±1, ∆(1) i

∆(2) дискретнi оператори Лапласа вiдповiдно за змiнними n i m, f(z) — наси-

чувана нелiнiйнiсть. Це означає, що на нескiнченностi f(z) росте як const·|z|.

Важливими прикладами таких нелiнiйностей є

f(u) =
ν|u|p

1 + µ|u|p
u, µ > 0, ν > 0, p > 1,

та

f(u) = χ(1− exp(−a|u|p))u, χ > 0, a > 0, p > 0.

У пунктi 7.2.1 розглядається формулювання задачi та основнi припущення.

У пунктi 7.2.2 подано варiацiйне формулювання задачi i введено многови-

ди Нехарi. У пунктi 7.2.3 встановлено iснування перiодичних розв’язкiв для

самофокусовного випадку (θ = 1). Для цього було використано варiацiйний

пiдхiд iз використанням многовиду Нехарi. У пунктi 7.2.4 для самофокусов-

ного випадку доведено iснування локалiзованих розв’язкiв за допомогою мно-

говиду Нехарi i методу перiодичних апроксимацiй. Однiєю з умов iснування

перiодичних i локалiзованих розв’язкiв є умова (iv7), яку задовольняє нелi-

нiйнiсть f(u) = ν|u|p
1+µ|u|pu при 1 < p ≤ 2. У пунктi 7.2.5 умову (iv7) замiнено

на (v7), яка дозволяє довести виконання умови Пале–Смейла. Тому для вста-

новлення iснування перiодичних розв’язкiв використано теорему про гiрський

перевал. Тут також за допомогою граничного переходу одержано результат
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про iснування локалiзованих розв’язкiв. Крiм того, в цьому пунктi наведе-

но аналогiчнi результати до одержаних вище для розфокусованого випадку

(θ = −1).

Враховуючи сказане вище, може скластися враження, що всi розглянутi

системи можна звести до вiдповiдних континуальних наближень i встановити

для них вiдповiднi результати про iснування розв’язкiв аналогiчними мето-

дами. Проте, безумовно, це не так. По-перше, континуальне наближення є

тiльки, якщо в дискретнiй моделi є малий параметр (крок). А це, взагалi ка-

жучи, не так, оскiльки дискретна система не зобов’язана виникати внаслiдок

дискретизацiї неперервної. Наприклад, система осциляторiв на цiлочисловiй

ґратцi. По-друге, якщо навiть система одержана за допомогою дискретизацiї

неперервної, то не можна гарантувати, що дискретна модель успадковує всi

властивостi неперервної i навпаки. Як зазначено в [196], дискретнi системи де-

монструють бiльш багату динамiку у порiвняннi з вiдповiдними неперервни-

ми моделями, оскiльки останнi описують лише граничнi випадки дискретних

задач. Варто зазначити, що тут мова йде не про дискретизацiю неперервних

систем, а про принципово дискретнi проблеми. Окрiм чисто фундаментально-

го фiзичного iнтересу, дискретнi моделi представляють iнтерес i з точки зору

їх практичних застосувань, таких як системи зв’язаних оптичних свiтлово-

дiв; моделi перенесення енергiї в бiофiзичних системах; моделi електричних

ґраток; моделi динамiки ДНК та iн.

Зауважимо, що розглянутi системи переважно вивченi у фiзичних пра-

цях, в яких часто проводяться чисельнi експерименти з вiдповiдними моде-

лями, обчислюються наближенi розв’язки. Проте залишаються вiдкритими

питання чи iснують цi розв’язки взагалi, i за яких умов. Дана дисертацiя в

певному сенсi дає строгi вiдповiдi на цi запитання.
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РОЗДIЛ 2

ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ СИСТЕМ НЕЛIНIЙНИХ

ОСЦИЛЯТОРIВ НА ДВОВИМIРНIЙ ҐРАТЦI

2.1. Формулювання задачi Кошi для системи осциляторiв.

Основнi припущення

У цьому роздiлi вивчаються рiвняння, якi описують динамiку нескiн-

ченної системи лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, розмiщених на цi-

лочисловiй двовимiрнiй ґратцi.

Нехай qn,m = qn,m(t) — узагальнена координата (n,m)-го осцилятора в

момент часу t. Передбачається, що кожний осцилятор лiнiйно взаємодiє з чо-

тирма своїми найближчими сусiдами (рис. 2.1). Тодi рiвняння руху системи,

що розглядається, мають вигляд

q̈n,m = an−1,m(qn−1,m − qn,m)− an,m(qn,m − qn+1,m)+

+bn,m−1(qn,m−1 − qn,m)− bn,m(qn,m − qn,m+1)− U ′n,m(qn,m), (n,m) ∈ Z2. (2.1)

Рiвняння (2.1) представляють собою нескiнченну (злiченну) систему звичай-

них диференцiальних рiвнянь.

Розглядаються такi розв’язки системи (2.1), що

lim
n,m→±∞

qn,m(t) = 0, (2.2)

тобто осцилятори знаходяться в станi спокою на нескiнченностi.

Потенцiал Un,m(r) запишемо у виглядi

Un,m(r) = −dn,m
2
r2 + Vn,m(r)
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Рис. 2.1

i покладемо

cn,m = dn,m − an−1,m − an,m − bn,m−1 − bn,m.

Тодi система (2.1) набуде вигляду

q̈n,m = an−1,mqn−1,m + an,mqn+1,m + bn,m−1qn,m−1 + bn,mqn,m+1+

+cn,mqn,m − V ′n,m(qn,m), (n,m) ∈ Z2. (2.3)

Природним конфiгурацiйним простором для системи (2.3), враховуючи гра-

ничнi умови (2.2), є простiр l2 = l2(Z2;R) дiйсних двохстороннiх послiдовно-

стей q = {qn,m} зi скалярним добутком(
q(1), q(2)

)
=

∑
(n,m)∈Z2

q(1)
n,mq

(2)
n,m

i вiдповiдною нормою ‖q‖ = (q, q)
1
2 . Тому цю систему зручно розглядати як

диференцiально-операторне рiвняння

q̈ = Aq −B(q) (2.4)

в просторi l2, де

(Aq)n,m = an−1,mqn−1,m + an,mqn+1,m + bn,m−1qn,m−1 + bn,mqn,m+1 + cn,mqn,m

(такi оператори вивчалися в [179, с. 597]), а нелiнiйний оператор B визнача-

ється рiвнiнстю

(B(q))n,m = V ′n,m(qn,m). (2.5)
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Припускається, що виконуються такi умови:

(i2) {an,m}, {bn,m} i {dn,m} — обмеженi послiдовностi дiйсних чисел;

(ii2) Vn,m ∈ C1(R), Vn,m(0) = V ′n,m(0) = 0, (n,m) ∈ Z2, причому для будь-

якого R > 0 iснує таке C = C(R) > 0, що для всiх (n,m) ∈ Z2 :

|V ′n,m(r1)− V ′n,m(r2)| ≤ C|r1 − r2|, |r1|, |r2| ≤ R. (2.6)

Легко бачити, що за виконання умови (i2) оператор A обмежений i са-

моспряжений в l2.

Лема 2.1. Нехай виконується умова (ii2). Тодi оператор B є обмеженим

оператором в l2. Бiльше того, оператор B є неперервним за Лiпшицем на

кожнiй кулi простору l2.

Доведення. Нехай q ∈ l2 i ‖q‖ ≤ R. Покажемо, що B(q) ∈ l2 i ‖B(q)‖ ≤

C‖q‖ з деякою сталою C = C(R). Оскiльки ‖q‖l∞ ≤ ‖q‖l2 = ‖q‖ ≤ R то з

нерiвностi (2.6) та умови V ′n,m(0) = 0 випливає, що

|V ′n,m(qn,m)| ≤ C|qn,m|.

Звiдси

‖B(q)‖ =

 ∑
(n,m)∈Z2

|V ′n,m(qn,m)|2
 1

2

≤

 ∑
(n,m)∈Z2

|qn,m|2
 1

2

= C‖q‖,

що i доводить першу частину леми.

Нехай тепер q(1) = {q(1)
n,m}, q(2) = {q(2)

n,m} ∈ l2 i ‖q(i)‖ ≤ R, 1 = 1, 2. Тодi

‖q(i)‖l∞ ≤ R

i нерiвнiсть (2.6) дає

|V ′n,m(q(1)
n,m)− V ′n,m(q(2)

n,m)| ≤ C|q(1)
n,m − q(2)

n,m|.

Аналогiчно до попереднього одержуємо

‖B(q(1))−B(q(2))‖ ≤ C‖q(1) − q(2)‖,

що i доводить неперервнiсть за Лiпшицем. Лему доведено.

Пiд розв’язком рiвняння (2.4) ми розумiємо функцiю q : I → l2, q ∈

C2(I; l2), I ⊂ R, яка задовольняє це рiвняння.
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Задача Кошi для рiвняння (2.4) полягає у знаходженнi його розв’язку,

який задовольняє початковi умови:

q(0) = q(0), q̇(0) = q(1). (2.7)

Якщо розв’язок задачi (2.4), (2.7) визначений на всiй числовiй прямiй (I = R),

то вiн називається глобальним, у протилежному випадку — локальним.

Для дослiдження питання коректностi задачi Кошi (2.4), (2.7) викорис-

таємо технiку, яка була застосована в статтi [141] для ланцюгiв осциляторiв

(див. також [143]).

2.2. Iснування та єдинiсть локального i глобального розв’яз-

кiв задачi Кошi. Обмеженiсть глобального розв’язку

Для одержання основних результатiв цього пiдроздiлу нам знадоблять-

ся двi теореми, якi є наслiдками зi стандартних результатiв про iснування та

єдинiсть локального i глобального розв’язкiв задачi Кошi для диференцiаль-

них рiвнянь у банахових просторах (теореми Б.1 i Б.2).

Щоб скористатися теоремою Б.1 зведемо рiвняння (2.4) до рiвняння

першого порядку в просторi E = l2 × l2

ẋ = Gx, (2.8)

де x = (q, p) i Gx = (p,Aq−B(q)) (стандартний прийом приведення рiвняння

другого порядку до системи першого порядку). За лемою 2.1, оператор G є

неперервним за Лiпшицем у просторi E. Норма в E визначається рiвнiстю:

‖x‖E =
(
‖q‖2 + ‖p‖2

) 1
2 .

З теореми Б.1 випливає результат про iснування та єдинiсть локального

розв’язку:

Теорема 2.1. Нехай виконуються умови (i2) та (ii2). Тодi для будь-яких

q(0) ∈ l2 i q(1) ∈ l2 задача (2.4), (2.7) має єдиний локальний розв’язок.

Доведення. Враховуючи обмеженiсть операторiвA таB, для всiх ‖x‖E ≤

R маємо:

‖Gx‖E =
(
‖p‖2 + ‖Aq −B(q)‖2

) 1
2 =
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=
(
‖p‖2 + ‖Aq‖2 − 2(Aq,B(q)) + ‖B(q)‖2

) 1
2 ≤

=
(
‖p‖2 + ‖Aq‖2 + 2‖Aq‖‖B(q)‖+ ‖B(q)‖2

) 1
2 ≤

=
(
‖p‖2 + 2‖Aq‖2 + 2‖B(q)‖2

) 1
2 ≤

=
(
‖p‖2 + C1‖q‖2 + C2‖q‖2

) 1
2 ≤

=
(
C0‖p‖2 + C0‖q‖2

) 1
2 =

=
√
C0‖x‖E ≤

√
C0R = M1,

де C0 = max{1;C1 + C2}, M1 =
√
C0R.

Аналогiчно для ‖x1‖E, ‖x2‖E ≤ R, де x1 = (q(1), p(1)), x2 = (q(2), p(2)) ∈

E, враховуючи обмеженiсть оператора A i лему 2.1, маємо:

Gx1 −Gx2 =

=
(
p(1), Aq(1) −B(q(1))

)
−
(
p(2), Aq(2) −B(q(2))

)
=

=
(
p(1) − p(2), A(q(1) − q(2)) +B(q(2))−B(q(1))

)
,

‖Gx1 −Gx2‖E =

=
(
‖p(1) − p(2)‖2 + ‖A(q(1) − q(2)) +B(q(2))−B(q(1))‖2

) 1
2

=

=
(
‖p(1) − p(2)‖2 + ‖A(q(1) − q(2))‖2 + 2

(
A(q(1) − q(2)), B(q(2))−B(q(1))

)
+

+‖B(q(2))−B(q(1))‖2‖2
) 1

2 ≤

≤
(
‖p(1) − p(2)‖2 + 2‖A(q(1) − q(2))‖2 + 2‖B(q(2))−B(q(1))‖2

) 1
2 ≤

≤
(
‖p(1) − p(2)‖2 + 2C1‖q(1) − q(2)‖2 + 2C‖q(2) − q(1)‖2

) 1
2 ≤

≤
(
C0‖p(1) − p(2)‖2 + C0‖q(1) − q(2)‖2

) 1
2

=

=
√
C0‖x1 − x2‖E = M2‖x1 − x2‖E,

де C0 = max{1; 2C1 + 2C}, M2 =
√
C0.

Таким чином, за теоремою Б.1 для x0 =
(
q(0), q(1)

)
iснує t0 таке, що рiв-

няння (2.8) має єдиний розв’язок x = x(t) = (q(t), p(t)) в iнтервалi (−t0; t0),

який задовольняє початкову умову x(0) = x0 тобто

(q(0), q̇(0)) =
(
q(0), q(1)

)
.
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Теорему доведено.

За допомогою теореми Б.2, аналогiчно до теореми 2.1, неважко отри-

мати результат про iснування та єдинiсть глобального розв’язку:

Теорема 2.2. Нехай виконуються умови (i2) та (ii2), причому нерiвнiсть

(2.6) виконується зi сталою C, яка не залежить вiд R. Тодi для будь-яких

q(0) ∈ l2 i q(1) ∈ l2 задача (2.4), (2.7) має єдиний глобальний розв’язок.

Приклад 2.1. Розглянемо двовимiрний аналог моделi Френкеля-Конторо-

вої, що описується двовимiрним дискретним рiвнянням типу синус-Ґордо-

на:

q̈n,m = qn+1,m + qn−1,m + qn,m+1 + qn,m−1 − 4qn,m − sin qn,m. (2.9)

Це рiвняння можна розглядати як диференцiально-операторне рiвнян-

ня

q̈ = ∆q −B(q), (2.10)

де

(∆q)n,m = qn+1,m + qn−1,m + qn,m+1 + qn,m−1 − 4qn,m

двохвимiрний дискретний оператор Лапласа (як вiдомо, оператор ∆ є обме-

женим самоспряженим оператором, див., наприклад, [119]), а нелiнiйний опе-

ратор B –

(B(q))n,m = sin qn,m,

в просторi l2.

У цьому випадку потенцiал Vn,m(r) = 1 − cos r є неперервно диферен-

цiйовним, причому Vn,m(0) = V ′n,m(0) = 0.

Крiм того, очевидно, що оператор B є також обмеженим i до того ж

неперервним за Лiпшицем. Справдi,

‖B(q)‖ =

 ∑
(n,m)∈Z2

| sin qn,m|2
 1

2

≤

 ∑
(n,m)∈Z2

|qn,m|2
 1

2

= ‖q‖,

| sin r1 − sin r2| = 2| sin r1 − r2

2
cos

r1 + r2

2
| ≤
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≤ 2| sin r1 − r2

2
| ≤ |r1 − r2|.

Таким чином, потенцiал Vn,m(r) = 1− cos r задовольняє умову (ii2).

Виконання умови (i2) очевидне.

Отже, за теоремою 2.2 задача Кошi для рiвняння (2.10) має єдиний

глобальний розв’язок для будь-яких початкових даних з простору l2.

Зауважимо, що посилена умова (ii2) виконується для нелiнiйностей,

рiст яких на нескiнченностi не вище 2-го степеня. Щоб послабити цю умову,

вiдмiтимо, що рiвняння (2.4) у просторi l2 можна подати у гамiльтоновому

виглядi ṗ = −H ′q(p, q),

q̇ = H ′p(p, q);

(2.11)

з гамiльтонiаном

H(p, q) =
1

2

(
‖p‖2 − (Aq, q)

)
+

∑
(n,m)∈Z2

Vn,m(qn,m),

де p = q̇. Гамiльтонiан H(p, q) задає повну енергiю системи, тобто суму кiне-

тичної i потенцiальної енергiї, причому 1
2‖p‖

2 визначає кiнетичну енергiю, а∑
(n,m)∈Z2

Vn,m(qn,m)− 1
2(Aq, q) — потенцiальну.

Лема 2.2. Нехай виконуються умови (i2) та (ii2). Тодi гамiльтонiан H(p, q)

є функцiоналом класу C1 на E = l2 × l2.

Доведення. Квадратичнi члени ‖p‖2 i (Aq, q) є, очевидно, функцiонала-

ми класу C1 (нагадаємо, що за умовою (i2), A — обмежений лiнiйний опера-

тор). Тому достатньо показати, що

φ(q) =
∑

(n,m)∈Z2

Vn,m(qn,m)

є функцiоналом класу C1 на l2.

Нехай q ∈ l2, h ∈ l2 i B(q) визначено рiвнiстю (2.5). Тодi за формулою

Лагранжа, iснують такi θn,m ∈ (0, 1), що

φ(q + h)− φ(q)− (B(q), h) =
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=
∑

(n,m)∈Z2

V ′n,m(qn,m + θn,mhn,m)hn,m −
∑

(n,m)∈Z2

V ′n,m(qn,m)hn,m =

=
∑

(n,m)∈Z2

[
V ′n,m(qn,m + θn,mhn,m)− V ′n,m(qn,m)

]
hn,m.

Припустимо, що ‖q‖ ≤ R i ‖h‖ ≤ R. Тодi ‖q‖l∞ ≤ R, ‖h‖l∞ ≤ R i згiдно (ii2):

|φ(q + h)− φ(q)− (B(q), h)| ≤ C
∑

(n,m)∈Z2

θn,m|hn,m|2 ≤

≤ C‖h‖2 = o(‖h‖).

Це означає, що похiдна φ′(q) iснує i φ′(q) = B(q). Оскiльки, за лемою 2.1,

оператор B(q) неперервний, то φ ∈ C1. Лему доведено.

Тепер розглянемо гамiльтонову систему (2.11). Оскiльки H ′p(p, q) = p

i H ′q(p, q) = −Aq + B(q), то задача Кошi для системи (2.11) еквiвалентна

задачi Кошi для рiвняння (2.4), а значить i для рiвняння (2.1). Як добре

вiдомо (див., наприклад, [31, 83, 137]), H(p, q) є iнтегралом системи (2.4) (у

цьому неважко переконатися). Звiдси отримуємо:

Наслiдок 2.1. За виконання умов (i2), (ii2) нехай q(t) — розв’язок рiвняння

(2.4). Тодi H (q̇(t), q(t)) = H
(
q(1), q(0)

)
= Const.

Теорема 2.3. Нехай виконуються умови (i2), (ii2) та оператор A недодат-

ний, тобто (Aq, q) ≤ 0 для будь-якого q ∈ l2. Крiм того, нехай виконується

одна з таких двох умов:

(a) Vn,m(r) ≥ 0 для всiх (n,m) ∈ Z2 i r ∈ R;

(b) iснує така неспадна функцiя h(ξ), визначена для ξ ≥ 0, що lim
ξ→+∞

h(ξ) =

+∞ i Vn,m(r) ≥ h(|r|) для всiх (n,m) ∈ Z2 i r ∈ R.

Тодi для будь-яких початкових даних q(0), q(1) ∈ l2 задача (2.4), (2.7) має

єдиний глобальний розв’язок.

Доведення. Крок 1. Нехай виконується умова (a) i q(t) — локальний

розв’язок задачi (2.4), (2.7), що iснує згiдно теореми 2.1. Для того щоб дове-

сти, що функцiя q(t) визначена на всiй осi, достатньо показати, що функцiя
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‖q(t)‖+ ‖q̇(t)‖ залишається обмеженою на будь-якому скiнченному iнтервалi

(−t0, t0) iснування розв’язку (див., наприклад, [207], теорема Х.74).

За наслiдком 2.1 з леми 2.2

H (q̇(t), q(t)) = H
(
q(1), q(0)

)
.

Вiдповiдно до умов теореми i означення гамiльтонiана:
1

2
‖q̇(t)‖2 ≤ H(q(1), q(0)).

Отже, ‖q̇(t)‖ обмежена на (−t0, t0). Оскiльки

q(t) =

t∫
0

q̇(τ)dτ + q(0),

то звiдси випливає обмеженiсть ‖q(t)‖ i теорему в цьому випадку доведено.

Крок 2. Нехай тепер виконується умова (b) i H0 ≥ 0 таке, що

H
(
q(1), q(0)

)
≤ H0

i r > 0 — розв’язок рiвняння h(r) = H0 (вiн, очевидно, iснує). Iз означення

H та умов теореми випливає, що h(|q(0)
n,m|) ≤ H0 i, отже, на множинi, де

h(r) строго зростає, виконується нерiвнiсть |q(0)
n,m| ≤ r. На множинi, де h(r)

стала, виберемо H0 ≥ 0 так, щоби r було найбiльшим на данiй множинi, тодi

автоматично |q(0)
n,m| ≤ r.

Нехай ψ(r) — функцiя, визначена рiвнiстю

ψ(r) =


1, 0 ≤ r ≤ r,

−r + r + 1, r ≤ r ≤ r + 1,

0, r ≥ r + 1.

Покладемо

Ṽn,m(r) =

r∫
0

[
ψ(|ρ|)V ′n,m(ρ) + 2(1− ψ(|ρ|))ρ

]
dρ.

Покажемо, що для будь-яких r1, r2 ∈ R i для всiх (n,m) ∈ Z2 виконується

нерiвнiсть ∣∣∣Ṽ ′n,m(r1)− Ṽ ′n,m(r2)
∣∣∣ ≤ C|r1 − r2|

з деяким C > 0.
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Справдi, якщо 0 ≤ |r1|, |r2| ≤ r, то ψ(|r1|) = ψ(|r2|) = 1 i∣∣∣Ṽ ′n,m(r1)− Ṽ ′n,m(r2)
∣∣∣ =

=
∣∣∣ψ(|r1|)Ṽ ′n,m(r1) + 2(1− ψ(|r1|))r1 − ψ(|r2|)Ṽ ′n,m(r2)− 2(1− ψ(|r2|))r2

∣∣∣ =

≤ |V ′n,m(r1)− V ′n,m(r2)|+ 2|r1 − r2| ≤ C1|r1 − r2|.

Якщо r ≤ |r1|, |r2| ≤ r + 1, то ψ(|r1|) = −|r1|+ r + 1, ψ(|r2|) = −|r2|+ r + 1 i∣∣∣Ṽ ′n,m(r1)− Ṽ ′n,m(r2)
∣∣∣ =

∣∣(−|r1|+ r + 1)V ′n,m(r1) + 2(|r1| − r)r1−

−(−|r2|+ r + 1)V ′n,m(r2)− 2(|r2| − r)r2

∣∣ ≤ C2|r1 − r2|.

Якщо ж |r1|, |r2| ≥ r + 1, то ψ(|r1|) = ψ(|r2|) = 0 i∣∣∣Ṽ ′n,m(r1)− Ṽ ′n,m(r2)
∣∣∣ = 2|r1 − r2|.

Тепер вiзьмемо C = max{C1, C2, 2} i одержимо необхiдне.

Таким чином, модифiковане рiвняння (2.4) з потенцiалом Ṽn,m задоволь-

няє умови теореми 2.2 i, отже, має глобальний розв’язок q(t) з початковими

даними q(0), q(1).

Крок 3. Покажемо, що Ṽn,m(r) ≥ h̃(r), де

h̃(r) =



h(r), 0 ≤ r ≤ r,

(−r + r + 1)h(r) +
r∫
r

h(ρ)dρ+ 2
(
r3

3 − r
r2

2 + r3

6

)
, r ≤ r ≤ r + 1,

r2 +
r+1∫
r

h(ρ)dρ+
[
r3

3 −
(r+1)3

3

]
, r ≥ r + 1.

Справдi, якщо 0 ≤ r ≤ r, то

Ṽn,m(r) = Vn,m(r) ≥ h(|r|).

Якщо r ≤ r ≤ r + 1, то

Ṽn,m(r) =

r∫
0

[
ψ(|ρ|)V ′n,m(ρ) + 2(1− ψ(|ρ|))ρ

]
dρ =

=

r∫
0

[
ψ(|ρ|)V ′n,m(ρ) + 2(1− ψ(|ρ|))ρ

]
dρ+

+

r∫
r

[
ψ(|ρ|)V ′n,m(ρ) + 2(1− ψ(|ρ|))ρ

]
dρ =
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= Vn,m(r) +

r∫
r

[
(−ρ+ r + 1)V ′n,m(ρ) + 2(1− (−ρ+ r + 1))ρ

]
dρ =

= Vn,m(r) +

r∫
r

(r + 1)V ′n,m(ρ)dρ−
r∫
r

ρV ′n,m(ρ)dρ+ 2

r∫
r

(ρ2 − rρ)V ′n,m(ρ)dρ =

= Vn,m(r) + (r + 1)(Vn,m(r)− Vn,m(r))− ρVn,m(ρ)|rr +

r∫
r

Vn,m(ρ)dρ+

+2

(
ρ3

3
− rρ

2

2

)∣∣∣∣r
r

= (−r + r + 1)Vn,m(r) +

r∫
r

Vn,m(ρ)dρ+

+2

(
r3

3
− rr

2

2
+
r3

6

)
≥

≥ (−r + r + 1)h(r) +

r∫
r

h(ρ)dρ+ 2

(
r3

3
− rr

2

2
+
r3

6

)
.

Якщо ж r ≥ r + 1, то

Ṽn,m(r) =

r∫
0

[
ψ(|ρ|)V ′n,m(ρ) + 2(1− ψ(|ρ|))ρ

]
dρ+

+

r+1∫
r

[
ψ(|ρ|)V ′n,m(ρ) + 2(1− ψ(|ρ|))ρ

]
dρ+

+

r∫
r+1

[
ψ(|ρ|)V ′n,m(ρ) + 2(1− ψ(|ρ|))ρ

]
dρ =

= Vn,m(r) +

r+1∫
r

(r + 1− ρ)V ′n,m(ρ)dρ+ 2

r+1∫
r

(ρ2 − rρ)dρ+ 2

r∫
r+1

ρdρ =

= Vn,m(r)+(r+1)(Vn,m(r+1)−Vn,m(r))−
r+1∫
r

ρV ′n,m(ρ)dρ+ 2

(
ρ3

3
− rρ

2

2

)∣∣∣∣r+1

r

+

+r2 − (r + 1)2 = (r + 1)Vn,m(r + 1)− rVn,m(r)− (r + 1)Vn,m(r + 1)+

+rVn,m(r) +

r+1∫
r

Vn,m(ρ)dρ+ 2

(
(r + 1)3

3
− r(r + 1)2

2
− (r + 1)2

2
+
r3

6

)
+
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+r2 = r2 +

r+1∫
r

Vn,m(ρ)dρ+

[
r3

3
− (r + 1)3

3

]
≥ r2 +

r+1∫
r

h(ρ)dρ+

[
r3

3
− (r + 1)3

3

]
.

Для модифiкованого гамiльтонiана H̃ маємо H̃ (p(t), q(t)) = H̃
(
q(1), q(0)

)
.

Оскiльки |q(0)
n,m| ≤ r, то H̃

(
q(1), q(0)

)
≤ H0. Отже, h̃ (|qn,m|) ≤ H0. Так як

h̃(r) ≥ h̃(r) = h(r) = H0, то |qn,m| ≤ r. Оскiльки для q(t) модифiковане

рiвняння збiгається з вихiдним (ψ(|qn,m|) = 1 i Ṽn,m(qn,m) = Vn,m(qn,m)), то

q(t) є глобальним розв’язком вихiдної задачi. Теорему доведено.

За деяких додаткових припущень умову недодатностi оператора A в

теоремi 2.3 можна опустити.

Наслiдок 2.2. Нехай виконуються умови (i2), (ii2) та умова (b) теоре-

ми 2.3, де

lim
r→+∞

h(r)

r2
= +∞.

Тодi задача (2.4), (2.7) має єдиний глобальний розв’язок для будь-яких q(0),

q(1) ∈ l2.

Доведення. Потенцiал Un,m(r) запишемо у виглядi

Un,m(r) = −dn,m − 2λ

2
r2 + (Vn,m(r)− λr2)

з достатньо великим λ > 0. Тодi новий оператор A, що вiдповiдає коефiцiєн-

там an,m, bn,m i dn,m, буде недодатним. В той же час

Vn,m(r)− λr2 ≥ k1h(|r|)− k2

з деякими k1 ∈ (0, 1) i k2 ≥ 0. Тепер достатньо застосувати теорему 2.3 iз

замiною h(r) на k1h(r)− k2.

Наслiдок 2.2 можна застосувати, наприклад, до потенцiалiв вигляду

Vn,m(r) = αn,mr
3 + βn,mr

4, де послiдовностi {αn,m} i {βn,m} обмеженi i βn,m ≥

k > 0.

Вище згаданi аргументи можна також застосувати i у випадку сингу-

лярних потенцiалiв типу Леннарда–Джонса (див. [53])

V (r) = a
[
(d+ r)−6 − d−6

]2
, r > −d,
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де a > 0, d > 0.

Наступна теорема доповнює теорему 2.3 результатом про обмеженiсть

глобального розв’язку задачi Кошi.

Теорема 2.4. Нехай виконуються умови (i2), (ii2) та Vn,m(r) ≥ 0 для всiх

(n,m) ∈ Z2 i r ∈ R. Тодi

(a) якщо оператор A недодатний та lim
r→±∞

Vn,m(r) = +∞ (рiвномiрно по

(n,m) ∈ Z2), то єдиний розв’язок задачi (2.4), (2.7) з початковими

даними q(0), q(1) ∈ l2 є обмеженою функцiєю на R зi значеннями в l∞.

Крiм того, якщо для деякого s ≥ 2 iснують R > 0 i c > 0 такi, що

Vn,m(r) ≥ c|r|s для всiх r ∈ [−R,R] i (n,m) ∈ Z2, (2.12)

то розв’язок є обмеженою функцiєю на R зi значеннями в ls;

(b) якщо оператор A вiд’ємно визначений, тобто (Aq, q) ≤ −α‖q‖2, α >

0, то єдиний розв’язок задачi (2.4), (2.7) з початковими даними q(0),

q(1) ∈ l2 є обмеженою функцiєю на R зi значеннями в l2.

Доведення. У випадку (a) маємо

H (q̇(t), q(t)) =

=
1

2

[
‖q̇(t)‖2 − (Aq(t), q(t))

]
+

∑
(n,m)∈Z2

Vn,m(qn,m(t)) =

= H
(
q(1), q(0)

)
, (2.13)

оскiльки гамiльтонiан H зберiгає своє значення. Звiдси, в силу недодатностi

оператора A та невiд’ємностi потенцiалу Vn,m, маємо

Vn,m(qn,m(t)) ≤ H
(
q(1), q(0)

)
.

А це означає, що iснує стала C > 0 така, що |qn,m(t)| ≤ C для всiх t ∈ R

i (n,m) ∈ Z2, оскiльки lim
r→±∞

Vn,m(r) = +∞ рiвномiрно по вiдношенню до

(n,m) ∈ Z2.

Доведемо тепер другу частину твердження (a). Умова lim
r→±∞

Vn,m(r) =

+∞ означає, що якщо нерiвнiсть (2.12) виконується для деякого R > 0, то



88

вона виконується i для будь-якого R > 0 зi сталою c > 0, яка залежить вiд

R. За першою частиною твердження iснує R > 0 таке, що ‖q(t)‖l∞ ≤ R для

всiх t ∈ R. Таким чином, враховуючи (2.13) i (2.12), маємо

c
∑

(n,m)∈Z2

|qn,m(t)|s ≤ H
(
q(1), q(0)

)
для всiх t ∈ R. А це й означає, що q ∈ ls.

У випадку (b) рiвнiсть (2.13) та вiд’ємнiсть оператора A означають, що
1

2
α‖q‖2 ≤ H

(
q(1), q(0)

)
для всiх t ∈ R, а це означає, що q ∈ l2. Теорему доведено.

Одержанi в цьому пiдроздiлi результати поширюють результати стат-

тi [141] на випадок двовимiрної ґратки. Крiм того, тут встановлено умови

обмеженостi глобального розв’язку, що не було зроблено в одновимiрному

випадку.

2.3. Iснування та єдинiсть глобального розв’язку у випадку

степеневих потенцiалiв

У цьому пiдроздiлi розглянемо рiвняння (2.4) зi степеневими потенцiа-

лами вигляду

Vn,m(r) =
gn,m
p
rp, p > 2,

де {gn,m} — обмежена послiдовнiсть, якi в загальному випадку не задоволь-

няють одержанi вище умови. Передбачається, що оператор A вiд’ємно визна-

чений, тобто

(Aq, q) ≤ −α0‖q‖2, α0 > 0, (2.14)

для q ∈ l2.

Подамо гамiльтонiан H у виглядi

H(p, q) =
1

2
‖p‖2 + J(q),

де

J(q) = −1

2
(Aq, q) +

1

p

∑
(n,m)∈Z2

gn,mq
p
n,m =

1

2
a(q) +

1

p
b(q).

Зазначимо, що a
1
2 (q) — норма на l2, еквiвалентна стандартнiй l2-нормi. Оскiль-
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ки |b(q)| ≤ c′‖q‖plp ≤ c′′‖q‖p, то iснує така стала c > 0, що

|b(q)|
1
p ≤ ca

1
2 (q), q ∈ l2. (2.15)

Далi c завжди позначає сталу з (2.15).

Для одержання основного результату цього пiдроздiлу використаємо

технiку, запропоновану Д. Сеттiнджером (див. [108]). Зауважимо, що ця тех-

нiка застосовувалася в статтi [141] при дослiдженнi коректностi задачi Кошi

для ланцюгiв осциляторiв (випадок одновимiрної ґратки) з кубiчним потен-

цiалом.

Покладемо

γ = inf
q
{sup
λ≥0

J(λq) : q ∈ l2, q 6= 0}. (2.16)

Лема 2.3. Правильна нерiвнiсть

γ ≥ p− 2

2pc
2p
p−2
.

Доведення. Маємо

J(λq) =
λ2

2
a(q) +

λp

p
b(q).

Якщо b(q) ≥ 0, то

sup
λ≥0

J(λq) = +∞.

Якщо b(q) < 0, то

sup
λ≥0

J(λq) = J

((
−a(q)

b(q)

) 1
p−2

q

)
=
p− 2

2p

(
ap(q)

b2(q)

) 1
p−2

.

Пiдносячи нерiвнiсть (2.15) до степеня 2p, отримуємо необхiдне. Лему дове-

дено.

Покладемо

Wγ = {q ∈ l2 : 0 ≤ J(λq) < γ ∀λ ∈ [0, 1]}. (2.17)

Очевидно, що Wγ зiркова область вiдносно початку координат, тобто якщо

q ∈ Wγ, то θq ∈ Wγ для будь-якого θ ∈ [0, 1].

Лема 2.4. Множина Wγ мiстить вiдкритий елiпсоїд B = {q ∈ l2 : a(q) <
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ρ} для будь-якого ρ > 0, що задовольняє умови:

ρ ≤
( p

2cp

) 2
p−2

,

ρ

2
+
cp

p
ρ
p
2 < γ.

Доведення. За нерiвнiстю (2.15)
λ2

2
a(q)− λpcp

p
a
p
2 (q) ≤ J(λq) ≤ λ2

2
a(q) +

λpcp

p
a
p
2 (q).

При a(q) ≤
(
p

2cp

) 2
p−2 маємо, що

J(λq) ≥ λ2

(
1

2
− λp−2cp

p
a
p
2−1(q)

)
≥ λ2

(
1

2
− λp−2

2

)
≥ 0

для всiх λ ∈ [0, 1].

Якщо a(q) < ρ, то, згiдно другої умови для ρ:

J(λq) <
λ2

2
ρ+

λpcp

p
ρ
p
2 = λ2

[
1

2
ρ+

λp−2cp

p
ρ
p
2

]
< γ

для всiх λ ∈ [0, 1].

Отже, 0 ≤ J(λq) < γ для всiх λ ∈ [0, 1]. Лему доведено.

Введемо множину

W∗,γ = {q ∈ l2 : a(q) + b(q) > 0, J(q) < γ}.

Оскiльки функцiонали a(q) i b(q) неперервнi, то множина W∗,γ вiдкрита.

Лема 2.5. Правильне спiввiдношення

Wγ = W∗,γ ∪B.

Доведення. Враховуючи лему 2.4, для доведення твердження достатньо

показати, що Wγ = W∗,γ ∪ {0}.

Нехай q ∈ Wγ \ {0}. Тодi, якщо b(q) ≥ 0, то a(q) + b(q) > 0 i J(q) < γ.

Якщо ж b(q) < 0, то

sup
λ≥0

J(λq) = J

(
−a(q)

b(q)
q

)
≥ γ.

Тому −a(q)
b(q) > 1 i J(q) < γ. Отже, q ∈ W∗,γ.

I навпаки, нехай q ∈ W∗,γ. Тодi, якщо b(q) ≥ 0, то

sup
λ∈[0,1]

J(λq) = J(q),

що й дає необхiдне. Лему доведено.
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ОскiлькиW∗,γ i B вiдкритi, то лема 2.5 показує, що множинаWγ також

вiдкрита, тобто є околом нуля у просторi l2.

Лема 2.6. Множина Wγ обмежена.

Доведення. Якщо b(q) ≥ 0, то

J(q) =
1

2
a(q) +

1

p
b(q) ≥ 1

2
a(q)

i a(q) < 2γ.

Якщо ж b(q) < 0, то за лемою 2.5, b(q) > −a(q). Звiдки

J(q) >
p− 2

2p
a(q) i a(q) <

2p

p− 2
γ.

Отже, Wγ мiститься в обмеженiй множинi {q ∈ l2 : a(q) < 2p
p−2γ} i лему

доведено.

Наступна теорема є основним результатом цього пiдроздiлу.

Теорема 2.5. Нехай виконується умова (i2), Vn,m(r) =
gn,m
p rp, p > 2, де

{gn,m} — обмежена послiдовнiсть, а оператор A вiд’ємно визначений i q(0) ∈

Wγ, q(1) ∈ l2 такi, що 1
2‖q

(1)‖2 + J(q(0)) < γ. Тодi задача (2.4), (2.7) має

єдиний глобальний розв’язок.

Доведення. За теоремою 2.1 iснує єдиний локальний розв’язок q(t) да-

ної задачi Кошi. Далi, як i в доведеннi теореми 2.3, випадок (а), достатньо

показати, що вiн залишається обмеженим на будь-якому скiнченному iнтер-

валi iснування розв’язку.

Для цього методом вiд супротивного покажемо, що q(t) ∈ Wγ. Припус-

тимо, що це не так i нехай t1 > 0 найменше значення, для якого q(t1) /∈ Wγ.

Тодi q(t1) належить межi ∂Wγ множини Wγ. Оскiльки множина Wγ зiркова,

то θq(t1) ∈ Wγ для будь-якого θ ∈ [0, 1). А це означає, що J(θq(t1)) < γ. Пере-

ходячи до границi при θ → 1, отримуємо, що J(q(t1)) ≤ γ. Якщо J(q(t1)) < γ,

то, згiдно означення множини Wγ i того, що J(θq(t1)) < γ, отримуємо, що

q(t1) ∈ Wγ. А це суперечить зробленому припущенню.

Отже, J(q(t1)) = γ.
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Оскiльки гамiльтонiан H зберiгається (див. наслiдок 2.1), то

γ = J(q(t1)) ≤
1

2
‖q̇(t1)‖2 + J(q(t1)) = H (q̇(t1), q(t1)) =

= H
(
q(1), q(0)

)
=

1

2
‖q(1)‖2 + J

(
q(0)
)
< γ.

Одержана суперечнiсть означає, що q(t) ∈ Wγ для всiх t > 0, для яких q

визначене. Отже, розв’язок iснує при всiх t > 0. Але рiвняння (2.4) iнварiант-

не вiдносно замiни t на −t. Тому розв’язок q(t) визначений при всiх t ∈ R,

що й доводить теорему.

Доведена теорема дає iснування та єдинiсть глобального розв’язку за-

дачi Кошi у випадку, коли початковi данi достатньо малi в l2-нормi.

В силу того, що множина початкових даних iз теореми 2.5 вiдкрита i

мiстить нульовi данi, одержуємо наслiдок:

Наслiдок 2.3. Нехай виконується умова (i2), Vn,m(r) =
gn,m
p rp, p > 2, де

{gn,m} — обмежена послiдовнiсть, а оператор A вiд’ємно визначений. Тодi

iснує таке δ > 0, що для будь-яких початкових даних q(0), q(1) ∈ l2 з ‖q(0)‖ ≤

δ i ‖q(1)‖ ≤ δ задача (2.4), (2.7) має єдиний глобальний розв’язок.

Зауважимо, що цей результат можна узагальнити на випадок потенцi-

алiв вигляду

Vn,m(r) =
1

p
fn,m(r),

де fn,m(r) — додатно однорiдна функцiя степеня p > 2 (fn,m(λr) = λpfn,m(r)

для всiх λ > 0). Доведення у цьому випадку проводяться аналогiчно як i

вище.

Теорема 2.6. Нехай виконується умова (i2), Vn,m(r) = 1
pfn,m(r), де fn,m(r)

— додатно однорiдна функцiя степеня p > 2, а оператор A вiд’ємно визна-

чений. Тодi iснує таке δ > 0, що для будь-яких q(0), q(1) ∈ l2 з ‖q(0)‖ ≤ δ i

‖q(1)‖ ≤ δ задача (2.4), (2.7) має єдиний глобальний розв’язок.

Фактично малiсть початкових даних виключає можливiсть ситуацiї blow-

up, яка може виникнути у випадку, коли початковi данi не є достатньо мали-
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ми.

2.4. Неiснування глобальних розв’язкiв у випадку степене-

вих потенцiалiв

У цьому пiдроздiлi з’ясуємо за яких умов розв’язок задачi Кошi (2.4),

(2.7) у випадку степеневих потенцiалiв вигляду

Vn,m(r) =
gn,m
p
rp, p > 2,

де {gn,m} — обмежена послiдовнiсть, має скiнченний iнтервал iснування, тоб-

то дана задача не має глобальних розв’язкiв.

Нехай q(t) — розв’язок рiвняння (2.4) зi степеневими потенцiалами i по-

чатковими даними q(0) = q(0), q̇(0) = q(1). Нас цiкавить питання про те, коли

максимальний iнтервал iснування розв’язку [0, t0) скiнченний. Це справджу-

ється тодi i тiльки тодi, коли для деякого скiнченного t0 > 0

lim
t→t0−0

‖q(t)‖ = +∞.

Для деякого фiксованого розв’язку q(t) покладемо

E(t) = H (q̇(t), q(t)) =

=
1

2

[
‖q̇(t)‖2 − (Aq(t), q(t))

]
+

1

p

∑
(n,m)∈Z2

gn,mq
p
n,m(t).

Оператор A вважатимемо недодатним, тобто

(Aq, q) ≤ 0, q ∈ l2.

Вiдповiдно до наслiдку 2.1, E(t) не залежить вiд t, тобто E(t) ≡ E(0).

Покладемо також

F (t) = ‖q(t)‖2 =
∑

(n,m)∈Z2

q2
n,m(t).

Наступне просте твердження буде використовуватися для доведення

неiснування глобальних розв’язкiв.

Лема 2.7. Нехай для деякого α > 0(
F−α(t)

)′ |t=0 < 0 i
(
F−α(t)

)′′ ≤ 0

для всiх t > 0 iз максимального iнтервалу iснування розв’язкiв. Тодi макси-

мальний iнтервал iснування розв’язку скiнченний.
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Доведення. Припустимо протилежне. Тодi функцiя F−α(t) визначена

при всiх t > 0. Умови леми означають, що функцiя F−α(t) опукла вгору, а її

графiк лежить нижче дотичної при t = 0. Однак кутовий коефiцiєнт дотичної

вiд’ємний. Тобто вона перетинає додатну частину осi t. Звiдси випливає, що i

графiк F−α(t) повинен перетинати додатну частину осi t, тобто F−α(t) пере-

творюється в нуль при деякому t > 0. Останнє, однак, неможливо, оскiльки

F (t) скiнченна при всiх t > 0. Одержана суперечнiсть i доводить лему.

Основним результатом цього пiдроздiлу, який встановлює умови неiсну-

вання глобальних розв’язкiв, є наступна теорема.

Теорема 2.7. Нехай виконується умова (i2), Vn,m(r) =
gn,m
p rp, p > 2, де

{gn,m} — обмежена послiдовнiсть, а оператор A недодатний i нехай почат-

ковi данi q(0) ∈ l2 i q(1) ∈ l2 задовольняють умови(
q(0), q(1)

)
> 0 (2.18)

i

E(0) = H
(
q(1), q(0)

)
=

=
1

2

[
‖q(1)‖2 − (Aq(0), q(0))

]
+

1

p

∑
(n,m)∈Z2

gn,m(q(0)
n,m)p < 0. (2.19)

Тодi глобальний розв’язок задачi (2.4), (2.7) не iснує.

Доведення. Для доведення теореми достатньо показати, що виконують-

ся умови леми 2.7 з деяким α > 0. Справдi, маємо(
F−α(t)

)′ |t=0 = −αF−α−1(0)F ′(0). (2.20)

F ′(t) =
d

dt
(q(t), q(t)) = 2 (q(t), q̇(t)) . (2.21)

Оскiльки F (0) = ‖q(0)‖2 i, згiдно (2.18), q(0) = q(0) 6= 0, то F (0) > 0. Згiдно

(2.21),

F ′(0) = 2 (q(t), q̇(t)) > 0

i рiвнiсть (2.20) показує, що (
F−α(t)

)′ |t=0 < 0
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для будь-якого α > 0.

Перевiримо тепер другу умову леми 2.7 з деяким α > 0. Покладемо

Q(t) = (−α)−1(F (t))α+2
(
F−α(t)

)′′
.

Пряме обчислення показує, що

Q(t) = F ′′(t)F (t)− (α + 1)(F ′(t))2. (2.22)

Оскiльки F (t) ≥ 0, то достатньо показати, що Q(t) ≥ 0 для t ≥ 0.

Диференцiюючи (2.21), отримуємо

F ′′(t) = 2{(q(t), q̈(t) + ‖q̇(t)‖2} =

= 4(α + 1)‖q̇(t)‖2 + 2{(q(t), q̈(t))− (2α + 1)‖q̇(t)‖2}. (2.23)

Таким чином, використовуючи (2.21), (2.22) i (2.23), отримуємо

Q(t) = 4(α + 1){‖q(t)‖2‖q̇(t)‖2 − (q(t), q̇(t))2}+

+2F (t)
[
(q(t), q̈(t))− (2α + 1)‖q̇(t)‖2

]
. (2.24)

Покладемо

h(t) = (q(t), q̈(t))− (2α + 1)‖q̇(t)‖2. (2.25)

Оскiльки, за нерiвнiстю Кошi–Буняковського–Шварца, перший член в правiй

частинi (2.24) невiд’ємний, то для доведення нерiвностi Q(t) ≥ 0 достатньо

перевiрити, що h(t) ≥ 0 при t ≥ 0. Пiдставимо в (2.25) q̈ з рiвняння (2.4).

Тодi

h(t) = (Aq(t), q(t))−
∑

(n,m)∈Z2

gn,mq
p
n,m(t)− (2α + 1)‖q̇(t)‖2. (2.26)

З iншого боку,

E(t) =
1

2

(
‖q̇(t)‖2 − (Aq(t), q(t))

)
+

1

p

∑
(n,m)∈Z2

gn,mq
p
n,m(t). (2.27)

Покладемо α = p−2
4 . Тодi 2(2α+ 1) = p i рiвностi (2.26), (2.27) показують, що

h(t) = −pE(t)−
(p

2
− 1
)

(Aq(t), q(t)).

Оскiльки E(t) = E(0) < 0 i (Aq(t), q(t)) ≤ 0, то

h(t) ≥ −pE(0) > 0.

Таким чином, всi умови леми 2.7 виконуються з α = p−2
4 i теорему
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доведено.

Зауважимо, що достатньо малi початковi данi не задовольняють умову

(2.19), оскiльки квадратична частина гамiльтонiана для таких даних буде

бiльшою за його частину степеня p > 2.

У випадку непарних степеневих потенцiалiв наведемо бiльш явнi умови

неiснування глобальних розв’язкiв. Щоб виключити тривiальний випадок,

припустимо, що gn,m 6= 0 хоча б для однiєї пари (n,m) ∈ Z2. Вiдмiтимо,

що в тривiальному випадку, коли gn,m ≡ 0, нелiнiйнiсть вiдсутня i E(0) не

може бути вiд’ємним. В цьому випадку, як випливає iз теореми Б.2, глобальнi

розв’язки iснують для будь-яких початкових даних. Покладемо

N± = {(n,m) ∈ Z2| ± gn,m > 0}.

Вiдмiтимо, що в нетривiальному випадку хоча б одна множина N+ або N−

непорожня.

Наслiдок 2.4. Нехай виконується умова (i2), Vn,m(r) =
gn,m
p rp, p > 2 —

непарне число, {gn,m} — обмежена послiдовнiсть, gn,m 6≡ 0 i q(0) = {q(0)
n,m} ∈

l2, q(1) = {q(1)
n,m} ∈ l2 такi, що q

(0)
n,mq

(1)
n,m ≥ 0 для будь-яких (n,m) ∈ Z2,

q
(0)
n,mq

(1)
n,m > 0 хоча б для однiєї пари (n,m) ∈ N+ ∪ N−, i ∓q(0)

n,m ≥ 0 для

(n,m) ∈ N±. Тодi iснує таке λ ≥ 0, що для будь-якого λ ≥ λ0 розв’язок

задачi Кошi для рiвняння (2.4) з початковими даними λq(0) i q(1) має тiльки

скiнченний максимальний iнтервал iснування.

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми 2.7 для початкових да-

них λq(0) i q(1). Маємо(
λq(0), q(1)

)
= λ

∑
(n,m)∈Z2

q(0)
n,mq

(1)
n,m > 0

для будь-якого λ > 0. Далi

E(0) =
1

2

[
‖q(1)‖2 −

(
A(λq(0)), λq(0)

)]
+

1

p

∑
(n,m)∈Z2

gn,m

(
λq(0)

n,m

)p
=

=
1

2
‖q(1)‖2 − λ2

2

(
Aq(0), q(0)

)
+
λp

p

∑
(n,m)∈Z2

gn,m

(
q(0)
n,m

)p
.
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Останнiй вираз є многочленом степеня p > 2 вiд λ. Згiдно умов, коефiцiєнт

при λp вiд’ємний. Тому E(0) < 0 для достатньо великих λ > 0.

Зауважимо, що результати пiдроздiлiв 2.3 i 2.4 узагальнюють результа-

ти статтi [157], в якiй дослiджено випадок кубiчного потенцiалу.

Приклад 2.2. Розглянемо двовимiрний дискретний аналог квадратичного

рiвняння Клейна–Ґордона

q̈n,m = ∆qn,m − k2qn,m + aq2
n,m, k ≥ 0, (n,m) ∈ Z2, (2.28)

де a 6= 0, (∆q)n,m = qn+1,m + qn−1,m + qn,m+1 + qn,m−1 − 4qn,m двовимiрний

дискретний оператор Лапласа.

У даному випадку A = ∆− k2, Vn,m(r) = −a
3r

3. Як вiдомо, оператор ∆

недодатний, а тому оператор A також недодатний.

Нехай q(0), q(1) ∈ l2 i k2 > 0 (оператор A в цьому випадку вiд’ємно

визначений). Тодi якщо ‖q(0)‖ i ‖q(1)‖ достатньо малi, то, як показує наслi-

док 2.3, задача Кошi для рiвняння (2.28) має єдиний глобальний розв’язок.

З iншого боку, наслiдок 2.4 показує, що при певному виборi початкових да-

них глобального розв’язку немає. Iснування глобальних розв’язкiв при k = 0

залишається вiдкритим.

Висновки до роздiлу 2

Другий роздiл дисертацiї присвячений питанням iснування i єдиностi

розв’язкiв задачi Кошi для злiченних систем звичайних диференцiальних рiв-

нянь, що описують нескiнченнi системи лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциля-

торiв на двовимiрнiй ґратцi. Вiн складається з чотирьох пiдроздiлiв.

У першому пiдроздiлi наводиться формулювання задачi Кошi для за-

даних систем у просторi l2 та основнi припущення.

У другому пiдроздiлi, як наслiдок стандартного результату для дифе-

ренцiальних рiвнянь в банахових просторах, встановлено умови iснування та

єдиностi локального розв’язку. Також в цьому пiдроздiлi одержано достат-

нi умови iснування та єдиностi глобального розв’язку. Для цього викорис-
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тано подання системи в гамiльтоновому виглядi. Основними умовами тут є

недодатнiсть оператора лiнiйної взаємодiї мiж осциляторами та напiвобме-

женiсть знизу їх потенцiалiв. Показано, що для потенцiалiв вище другого

степеня умову недодатностi оператора лiнiйної взаємодiї можна опустити.

Також тут встановлено умови обмеженостi глобального розв’язку. Наведе-

но приклад дискретного рiвняння типу синус-Ґордона на двовимiрнiй ґратцi,

до якого застосовано одержанi результати.

У третьому пiдроздiлi окремо дослiджено випадок степеневих потенцi-

алiв степеня p > 2, якi в загальному випадку не задовольняють одержанi

умови. Тут отримано умови iснування та єдиностi глобального розв’язку у

випадку степеневої потенцiальної функцiї. Зокрема, показано, що якщо по-

чатковi данi достатньо малi в l2-нормi, то глобальний розв’язок iснує.

У четвертому пiдроздiлi одержано умови неiснування глобальних роз-

в’язкiв у випадку степеневих потенцiалiв. За цих умов розв’язок задачi Кошi

має тiльки скiнченний iнтервал iснування. Розглянуто приклад двовимiрного

дискретного аналога квадратичного рiвняння Клейна–Гордона. Показано, що

при k2 > 0, глобальний розв’язок задачi Кошi iснує для всiх початкових даних

з достатньо малою l2-нормою, незалежно вiд знаку a. Однак за наслiдком 2.4

при певному виборi початкових даних глобального розв’язку немає.

Одержанi результати поширюють результати статтi [141] на випадок

двовимiрної ґратки, крiм того, тут доведено обмеженiсть глобального розв’яз-

ку та дослiджено випадок степеневих потенцiалiв степеня p > 2 (тодi як у

згаданiй статтi дослiджено випадок тiльки кубiчного потенцiалу).

Результати даного роздiлу опублiковано в працях [12,152,154,155] i до-

датково висвiтлено в [157,169,170].
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РОЗДIЛ 3

ПЕРIОДИЧНI ЗА ЧАСОВОЮ ЗМIННОЮ

РОЗВ’ЯЗКИ В СИСТЕМАХ НЕЛIНIЙНИХ

ОСЦИЛЯТОРIВ НА ДВОВИМIРНIЙ ҐРАТЦI

3.1. Формулювання задачi про перiодичнi розв’язки для сис-

теми осциляторiв. Основнi припущення

У цьому роздiлi вивчаються перiодичнi розв’язки системи (2.3) з кра-

йовими умовами (2.2). Як i в роздiлi 2, ця задача зводиться до вивчення пе-

рiодичних розв’язкiв диференцiально-операторного рiвняння (2.4) в просторi

l2. Нагадаємо, що рiвняння (2.4) має вигляд

q̈ = Aq −B(q), (3.1)

де лiнiйний оператор A визначається рiвностями

(Aq)n,m = an−1,mqn−1,m+an,mqn+1,m+bn,m−1qn,m−1+bn,mqn,m+1+cn,mqn,m, (3.2)

cn,m = dn,m − an−1,m − an,m − bn,m−1 − bn,m,

а нелiнiйний оператор B визначається рiвнiнстю

(B(q))n,m = V ′n,m(qn,m). (3.3)

Будемо вивчати розв’язки рiвняння (3.1), якi задовольняють умову пе-

рiодичностi за часовою змiнною

q(t+ T ) = q(t), t ∈ R, (3.4)

де T > 0 — деяке число.

Припускається, що виконуються такi умови:

(i3) iснує таке N ∈ N, що коефiцiєнти an,m, bn,m i dn,m є N -перiодичними,
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тобто an+N,m = an,m+N = an,m, bn+N,m = bn,m+N = bn,m, dn+N,m =

dn,m+N = dn,m, (n,m) ∈ Z2; A — додатно визначений оператор в l2,

тобто iснує таке α0 > 0, що

(Aq, q) ≥ α0‖q‖2, q ∈ l2;

(ii3) Vn,m ∈ C1(R), Vn,m(0) = V ′n,m(0) = 0 i V ′n,m(r) = o(r) при r → 0,

та виконується умова N -перiодичностi Vn+N,m(r) = Vn,m+N(r) = Vn,m(r),

(n,m) ∈ Z2;

(iii3) iснує таке µ > 2, що для всiх (n,m) ∈ Z2:

0 < µVn,m(r) ≤ V ′n,m(r)r, r 6= 0.

Зауважимо, що умову (iii3) називають умовою Амброзеттi–Рабiновiца

(див., наприклад, [79, c. 966]).

Лема 3.1. Нехай виконуються умови (ii3), (iii3). Тодi iснують такi сталi

d > 0 та d0 ≥ 0, якi не залежать вiд n i m, що

Vn,m(r) ≥ d|r|µ − d0. (3.5)

Доведення. Зафiксуємо r0 > 0. З умови (iii3) одержуємо диференцiаль-

ну нерiвнiсть

V ′n,m(r) ≥ µ
Vn,m(r)

r
.

З цiєї нерiвностi вiдповiдно до стандартних результатiв (див. [217]), маємо

Vn,m(r) ≥ y(r) при r ≥ r0,

де y(r) — розв’язок диференцiального рiвняння

y′(r) =
µ

r
y(r)

з початковою умовою y(r0) = Vn,m(r0). Цей розв’язок можна знайти в явному

виглядi

y(r) =
Vn,m(r0)

rµ0
rµ.

Таким чином, маємо

y(r) =
Vn,m(r0)

rµ0
rµ, r ≥ r0.
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Тодi для всiх r ≥ 0

Vn,m(r) ≥ Vn,m(r0)

(
rµ

rµ0
− 1

)
=

=
Vn,m(r0)

rµ0
rµ − Vn,m(r0).

Мiркуючи аналогiчно для r ≤ 0, маємо

Vn,m(r) ≥ Vn,m(−r0)

rµ0
|r|µ − Vn,m(−r0).

Останнi двi нерiвностi дають (3.5) з

d = inf
(n,m)∈Z2

min

{
Vn,m(−r0)

rµ0
,
Vn,m(r0)

rµ0

}
,

d0 = sup
(n,m)∈Z2

max {Vn,m(−r0), Vn,m(r0)} ,

i лему доведено.

Лема 3.2. Нехай виконуються умови (ii3), (iii3). Тодi iснує така неперервна

монотонно зростаюча функцiя σ(r), r ≥ 0, що

σ(0) = 0, lim
r→+∞

σ(r) = +∞

i

V ′n,m(r)r ≤ σ(|r|)r2. (3.6)

Доведення. Покажемо, що в якостi σ(r) можна взяти функцiю

σ(r) = max
(n,m)∈Z2

sup
|s|≤r

∣∣∣∣V ′n,m(s)

s

∣∣∣∣ .
Справдi, нерiвнiсть (3.6), неперервнiсть та монотоннiсть σ(r), а також рiв-

нiсть σ(0) = 0, очевиднi. Залишається показати, що lim
r→+∞

σ(r) = +∞. Iз

умови (iii3) та леми 3.1 випливає, що

σ(r) ≥ Const · rµ−2

при достатньо великих r. Оскiльки µ > 2, то σ(r)→ +∞ при r → +∞. Лему

доведено.

Зауваження 3.1. Додатково до умов (i3)—(iii3) припустимо, що виконує-

ться умова (ii2) пiдроздiлу 2.1, тобто потенцiал Vn,m дещо бiльш регуляр-

ний, нiж вимагається вище. Тодi лема 3.1 показує, зокрема, що в зроблених

припущеннях рiвняння (3.1) задовольняє умови наслiдку 2.2, а отже, задача



102

Кошi для цього рiвняння має єдиний глобальний розв’язок. Нагадаємо, що

A — додатно визначений i, отже, умови теореми 2.3 не виконуються.

Вiдповiдно до умови просторової перiодичностi системи, природно роз-

глядати наступнi перiодичнi за змiнними n i m умови. Нехай k ∈ N — фiксо-

ване. Тодi розглянемо систему (2.3) з перiодичними умовами за просторовими

змiнними (замiсть крайових умов (2.2))

qn+kN,m(t) = qn,m+kN(t) = qn,m(t). (3.7)

Цю задачу буде використано як допомiжну при вивченнi перiодичних розв’язкiв

задачi (2.3), (2.2).

Позначимо через l2k скiнченновимiрний простiр всiх kN -перiодичних по-

слiдовностей з нормою

‖q‖l2k =

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

|qn,m|2


1
2

i скалярним добутком

(p, q)l2k =

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

pn,mqn,m,

де
[
kN
2

]
— цiла частина kN

2 .

Через Ak позначимо оператор A, який дiє в просторi l2k. Рiвнiсть (3.3)

показує, що оператор B також дiє в l2k. Тому позначимо його через Bk. Тодi

задача (2.3), (3.7) запишеться у виглядi

q̈ = Akq −Bk(q). (3.8)

Лема 3.3. Нехай виконується умова (i3). Тодi

(Akq, q)l2k ≥ α0‖q‖2
l2k
, q ∈ l2k.

Доведення. Оскiльки Ak — самоспряжений скiнченновимiрний опера-

тор, то достатньо показати, що для будь-якого його власного значення λ ма-

ємо λ ≥ α0. Якщо λ — власне значення Ak з власним вектором q ∈ l2k, то q є

узагальненим власним вектором оператора A (див. [36, 37, 119, 179, 180, 206]).
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Отже, λ — точка спектру оператора A. Оскiльки спектр A лежить у множинi

[α0; +∞), то отримуємо те, що вимагалося. Лему доведено.

3.2. Варiацiйне формулювання задачi про перiодичнi розв’яз-

ки. Попереднi леми

Позначимо через XT пiдпростiр простору H1
loc

(
R; l2

)
, який складається

з T -перiодичних функцiй. Це гiльбертiв простiр зi скалярним добутком

(q, p)T =

T
2∫

−T2

[(q̇(t), ṗ(t)) + (q(t), p(t))] dt

та вiдповiдною нормою ‖q‖T = (q, q)
1
2

T . Простiр XT складається iз послiдов-

ностей q = {qn,m}(n,m)∈Z2 таких функцiй qn,m ∈ H1
loc(R), що qn,m(t + T ) =

qn,m(t) i

‖q‖2
T =

∑
(n,m)∈Z2

‖qn,m‖2
H1(−T2 ;T2 ) < +∞,

де

‖qn,m‖2
H1(−T2 ;T2 ) =

T
2∫

−T2

[
|q̇n,m(t)|2 + |qn,m(t)|2

]
dt.

Згiдно теореми про вкладення (див. [193, 194]), XT неперервно вкладено в

простiр CT
(
R; l2

)
неперервних T -перiодичних функцiй зi значеннями в l2.

Через XT,k позначимо пiдпростiр T -перiодичних функцiй iз H1
loc

(
R; l2k

)
зi скалярним добутком

(q, p)T,k =

T
2∫

−T2

[
(q̇(t), ṗ(t))l2k + (q(t), p(t))l2k

]
dt

i вiдповiдною нормою ‖·‖T,k. Його елементами є послiдовностi q = {qn,m}(n,m)∈Z2

таких функцiй qn,m ∈ H1
loc(R), що qn,m(t+ T ) = qn,m(t) i

qn+kN,m(t) = qn,m+kN(t) = qn,m(t).

Як i вище, XT,k ⊂ CT
(
R; l2k

)
.

З рiвняннями (3.1) та (3.8) пов’язуються два функцiонали. Першому з
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них вiдповiдає функцiонал

J(q) =

T
2∫

−T2

1

2
‖q̇(t)‖2 +

1

2
(Aq(t), q(t))−

∑
(n,m)∈Z2

Vn,m (qn,m(t))

 dt, (3.9)

визначений на просторi XT . Рiвнянню (3.8) вiдповiдає функцiонал

Jk(q) =

T
2∫

−T2

1

2
‖q̇(t)‖2

l2k
+

1

2
(Akq(t), q(t))l2k −

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

Vn,m (qn,m(t))

 dt, (3.10)

який визначений на просторi XT,k. Цi функцiонали коректно визначенi на

вiдповiдних просторах. Справдi, їх квадратичнi члени скiнченнi згiдно озна-

чень просторiв XT та XT,k. Неквадратичнi члени також скiнченнi, оскiльки,

згiдно теорем вкладення, q(t) неперервна функцiя на
[
−T

2 ,
T
2

]
зi значеннями

в l2 або l2k вiдповiдно, а згiдно (ii3)

|Vn,m(r)| ≤ C|r|2

на будь-якому скiнченому iнтервалi змiни r.

Бiльше того, критичнi точки функцiоналiв (3.9) i (3.10) є T -перiодичними

розв’язками рiвнянь (3.1) та (3.8) вiдповiдно.

Таким чином, задача про знаходження перiодичних розв’язкiв зводи-

ться до пошуку критичних точок вiдповiдних функцiоналiв. Це встановлює-

ться за допомогою наступних двох лем.

Лема 3.4. Нехай виконуються умови (i3) та (ii3). Тодi функцiонали J i Jk

належать класу C1, а їх похiднi визначаються рiвностями

〈J ′(q), h〉 =

T
2∫

−T2

[
(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))−

−
∑

(n,m)∈Z2

V ′n,m (qn,m(t))hn,m(t)

 dt, (3.11)

〈J ′k(q), h〉 =

T
2∫

−T2

[
(q̇(t), ḣ(t))l2k + (Akq(t), h(t))l2k−
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−
kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

V ′n,m (qn,m(t))hn,m(t)

 dt, (3.12)

для будь-яких h ∈ XT та h ∈ XT,k вiдповiдно.

Доведення. Розглянемо функцiонал J . Подамо його у виглядi

J(q) = Ψ(q)− S(q),

де

Ψ(q) =

T
2∫

−T2

[
1

2
‖q̇(t)‖2 +

1

2
(Aq(t), q(t))

]
dt,

S(q) =

T
2∫

−T2

∑
(n,m)∈Z2

Vn,m (qn,m(t)) dt.

Знайдемо похiдну Гато функцiоналу Ψ. Нехай q ∈ XT , h ∈ XT та |λ| ≤

1. Тодi

Ψ(q + λh) =

T
2∫

−T2

[
1

2
‖q̇(t)‖2 + λ(q̇(t), ḣ(t)) +

1

2
λ2‖ḣ(t)‖2+

+
1

2
(Aq(t) + λAh(t), q(t) + λh(t))

]
dt =

=

T
2∫

−T2

[
1

2
‖q̇(t)‖2 + λ(q̇(t), ḣ(t)) +

1

2
λ2‖ḣ(t)‖2+

+
1

2
(Aq(t), q(t)) + λ(Aq(t), h(t)) +

1

2
λ2(Ah(t), h(t))

]
dt.

Оскiльки

Ψ(q + λh)−Ψ(q) =

T
2∫

−T2

[
λ(q̇(t), ḣ(t)) +

1

2
λ2‖ḣ(t)‖2+

+λ(Aq(t), h(t)) +
1

2
λ2(Ah(t), h(t))

]
dt,

то

〈Ψ′(q), h〉 = lim
λ→0

Ψ(q + λh)−Ψ(q)

λ
=
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=

T
2∫

−T2

[
(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))

]
dt.

Легко бачити, що Ψ(q) є функцiоналом класу C1.

Покажемо тепер, що похiдна Гато S ′(q) також iснує i виражається фор-

мулою

〈S ′(q), h〉 =

T
2∫

−T2

∑
(n,m)∈Z2

V ′n,m (qn,m(t))hn,m(t)dt (3.13)

для будь-яких q ∈ XT та h ∈ XT . Справдi, нехай q ∈ XT , h ∈ XT та |λ| ≤ 1.

Тодi за формулою Лагранжа

S(q + λh)− S(q) =

T
2∫

−T2

∑
(n,m)∈Z2

V ′n,m (qn,m(t) + λθn,mhn,m(t))λhn,m(t)dt

де θn,m ∈ (0, 1).

Подамо праву частину останньої рiвностi у виглядi

λ

T
2∫

−T2

∑
(n,m)∈Z2

V ′n,m (qn,m(t))hn,m(t)dt+

+λ

T
2∫

−T2

∑
(n,m)∈Z2

[
V ′n,m (qn,m(t) + λθn,mhn,m(t))− V ′n,m(qn,m(t))

]
hn,m(t)dt.

За означенням похiдної Гато, для доведення (3.13) достатньо показати, що

lim
λ→0

Iλ = 0,

де

Iλ =

T
2∫

−T2

∑
(n,m)∈Z2

[
V ′n,m (qn,m(t) + λθn,mhn,m(t))− V ′n,m(qn,m(t))

]
hn,m(t)dt.

Подамо Iλ у виглядi

Iλ =

T
2∫

−T2

∑
|n|<ñ,|m|<m̃

[
V ′n,m (qn,m(t) + λθn,mhn,m(t))− V ′n,m(qn,m(t))

]
hn,m(t)dt+
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+

T
2∫

−T2

∑
|n|≥ñ,|m|≥m̃

V ′n,m (qn,m(t) + λθn,mhn,m(t))hn,m(t)dt−

−

T
2∫

−T2

∑
|n|≥ñ,|m|≥m̃

V ′n,m (qn,m(t))hn,m(t)dt =

= I
(1)
λ + I

(2)
λ − I

(3)
λ ,

де ñ i m̃ буде вибрано пiзнiше.

Нехай ε > 0. За умовою (ii3) iснує таке δε > 0, що |V ′n,m(r)| ≤ ε|r| при

|r| ≤ δε. За теоремою Лебега про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла∑
(n,m)∈Z2

‖qn,m‖2
C(−T2 ,

T
2 ) = ‖q‖2

T .

За теоремою вкладення,∑
(n,m)∈Z2

‖qn,m‖2
C(−T2 ,

T
2 ) ≤ C

∑
(n,m)∈Z2

‖qn,m‖2
H1(−T2 ,

T
2 ) < +∞.

Таким чином, при достатньо великих ñ i m̃ маємо ‖qn,m‖C(−T2 ,
T
2 ) ≤ δε при

|n| ≥ ñ i |m| ≥ m̃. Аналогiчно, враховуючи, що θn,m ∈ (0, 1) i |λ| ≤ 1, та

збiльшуючи, можливо, ñ i m̃, можна вважати, що

‖qn,m + λθn,mhn,m‖C([−T2 ,
T
2 ]) ≤ δε

при |n| ≥ ñ i |m| ≥ m̃. Тодi∣∣∣I(3)
λ

∣∣∣ ≤ ε

T
2∫

−T2

∑
|n|≥ñ,|m|≥m̃

|qn,m(t)| · |hn,m(t)|dt ≤ ε‖q‖L2(−T2 ,
T
2 ;l2)‖h‖L2(−T2 ,

T
2 ;l2)

i ∣∣∣I(2)
λ

∣∣∣ ≤ ε
(
‖q‖L2(−T2 ,

T
2 ;l2) + ‖h‖L2(−T2 ,

T
2 ;l2)

)
‖h‖L2(−T2 ,

T
2 ;l2).

Що стосується I(1)
λ , то λθn,mhn,m(t) → 0 при λ → 0 рiвномiрно по t, функцiї

V ′n,m(r) рiвномiрно неперервнi на кожному скiнченному iнтервалi змiни r, а

вираз для I(1)
λ мiстить скiнченне число доданкiв. Отже,

lim
λ→0

I
(0)
λ = 0.
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Оскiльки ε > 0 довiльне, то звiдси випливає, що

lim
λ→0

Iλ = 0.

I нарештi покажемо, що похiдна S ′(q), задана формулою (3.13), непе-

рервна по q ∈ XT . Для цього потрiбно показати, що

lim
‖v‖T→0

sup
‖h‖T≤1

|〈S ′(q + v)− S ′(q), h〉| = 0.

За формулою (3.13),

〈S ′(q + v)− S ′(q), h〉 =

=

T
2∫

−T2

∑
(n,m)∈Z2

[
V ′n,m (qn,m(t) + vn,m(t))− V ′n,m(qn,m(t))

]
hn,m(t)dt =

=

T
2∫

−T2

∑
|n|<ñ,|m|<m̃

[
V ′n,m (qn,m(t) + vn,m(t))− V ′n,m(qn,m(t))

]
hn,m(t)dt+

+

T
2∫

−T2

∑
|n|≥ñ,|m|≥m̃

V ′n,m (qn,m(t) + vn,m(t))hn,m(t)dt−

−

T
2∫

−T2

∑
|n|≥ñ,|m|≥m̃

V ′n,m (qn,m(t))hn,m(t)dt. (3.14)

Як i вище, ∑
(n,m)∈Z2

‖qn,m‖2
C([−T2 ,

T
2 ]) < +∞,

∑
(n,m)∈Z2

‖vn,m‖2
C([−T2 ,

T
2 ]) ≤ C‖v‖2

T

з деякою сталою C > 0. Тому, згiдно (ii3), для будь-якого ε > 0 знайдуться

такi додатнi ñ i m̃, що для будь-якого v ∈ XT з достатньо малою нормою ‖v‖T
другий та третiй члени в правiй частинi (3.14) за модулем не перевищують

ε (‖q‖T + ‖v‖T ) ‖h‖T ≤ ε (‖q‖T + ‖v‖T ) ≤ C1ε

та

ε‖q‖T · ‖h‖T ≤ ε‖q‖T ≤ C1ε

вiдповiдно з деяким C1 > 0.
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Перший член в правiй частинi (3.14) по модулю не перевищує

sup
|n|<ñ,|m|<m̃,|t|≤T2

∣∣V ′n,m(qn,m(t) + vn,m(t))− V ′n,m(qn,m(t))
∣∣ ·

·

T
2∫

−T2

∑
|n|<ñ,|m|<m̃

|hn,m(t)|dt ≤

≤ sup
|n|<ñ,|m|<m̃,|t|≤T2

∣∣V ′n,m(qn,m(t) + vn,m(t))− V ′n,m(qn,m(t))
∣∣ ·

·C2


T
2∫

−T2

∑
|n|<ñ,|m|<m̃

|hn,m(t)|2dt


1
2

≤

≤ C2 · sup
|n|<ñ,|m|<m̃,|t|≤T2

∣∣V ′n,m(qn,m(t) + vn,m(t))− V ′n,m(qn,m(t))
∣∣ · ‖h‖T ≤

≤ C2 · sup
|n|<ñ,|m|<m̃,|t|≤T2

∣∣V ′n,m(qn,m(t) + vn,m(t))− V ′n,m(qn,m(t))
∣∣ .

Оскiльки ‖v‖T → 0, то ‖v‖C([−T2 ,
T
2 ];l2) → 0 i, згiдно (ii3), права частина остан-

ньої нерiвностi прямує до нуля рiвномiрно по h ∈ XT з ‖h‖T ≤ 1. Оскiльки

ε > 0 довiльне, то звiдси випливає те, що вимагалося.

Випадок функцiоналу Jk аналогiчний i навiть простiший.

Лему доведено.

Лема 3.5. Нехай виконуються умови (i3)—(iii3). Тодi критичнi точки функ-

цiоналiв J i Jk є T -перiодичними розв’язками рiвнянь (3.1) та (3.8) вiдпо-

вiдно.

Доведення. Нехай q ∈ XT — критична точка функцiоналу J . Тодi за

лемою 3.4,

〈J ′(q), h〉 =

T
2∫

−T2

[
(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))−

−
∑

(n,m)∈Z2

V ′n,m (qn,m(t))hn,m(t)

 dt =
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=

T
2∫

−T2

[
(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))− (B(q(t)), h(t))

]
dt = 0

для будь-якого h ∈ XT . Iнтегруючи частинами перший доданок пiд знаком

iнтеграла, одержуємо

〈J ′(q), h〉 =

T
2∫

−T2

[−(q̈(t), h(t)) + (Aq(t), h(t))− (B(q(t)), h(t))] dt =

=

T
2∫

−T2

(−q̈(t) + Aq(t)−B(q(t), h(t)) dt ≡ 0.

Останнє означає, що q — слабкий розв’язок рiвняння (3.1).

Таким чином,

q̈ ≡ Aq −B(q)

в сенсi узагальнених функцiй. Але, за теоремою вкладення, q ∈ C(R; l2),

а отже, Aq ∈ C(R; l2) i, згiдно умови (ii3), B(q) ∈ C(R; l2). Таким чином,

q̈ ∈ C(R; l2) i значить, q — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя зi зна-

ченнями в l2. Оскiльки, за означенням просторуXT , q є T -перiодичною функ-

цiєю, то q — T -перiодичний розв’язок рiвняння (3.1).

Випадок функцiоналу Jk аналогiчний. Лему доведено.

Далi нам знадобиться наступне твердження.

Лема 3.6. Нехай виконуються умови (i3)—(iii3). Тодi iснують такi сталi

ε0 > 0 i c > 0, якi не залежать вiд k, що для будь-якої критичної точки

функцiоналiв J та Jk правильнi вiдповiдно нерiвностi

ε0 ≤ ‖q‖2
T ≤ cJ(q),

ε0 ≤ ‖q‖2
T,k ≤ cJk(q).

Доведення. Розглянемо випадок функцiоналу J . Випадок функцiоналу

Jk аналогiчний.
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Нехай q ∈ l2 — критична точка функцiоналу J , тодi J ′(q) = 0 i

J(q) = J(q)− 1

µ
〈J ′(q), q〉 =

=

(
1

2
− 1

µ

) T
2∫

−T2

[
‖q̇(t)‖2 + (Aq(t), q(t))

]
dt−

−

T
2∫

−T2

∑
(n,m)∈Z2

[
Vn,m (qn,m(t))− 1

µ
V ′n,m(qn,m(t))

]
dt.

Враховуючи умови (i3) та (iii3), маємо

J(q) ≥ µ− 2

2µ

T
2∫

−T2

[
‖q̇(t)‖2 + α0‖q(t)‖2

]
dt ≥

≥ µ− 2

2µ
β0‖q(t)‖2

T ,

де β0 = min{1;α0}. Звiдси випливає те, що вимагалося в другiй нерiвностi.

Далi, оскiльки 〈J ′(q), q〉 = 0, то
T
2∫

−T2

[
‖q̇(t)‖2 + (Aq(t), q(t))

]
dt =

T
2∫

−T2

∑
(n,m)∈Z2

V ′n,m(qn,m(t))dt.

Використовуючи лему 3.2, одержуємо

β0‖q‖2
T ≤ σ

(
‖q‖C(−T2 ,

T
2 ;l∞)

)
‖q‖2

T .

Звiдси, враховуючи, що q 6= 0, маємо

β0 ≤ σ
(
‖q‖C(−T2 ,

T
2 ;l∞)

)
.

А за теоремою вкладення

β0 ≤ σ
(
‖q‖C(−T2 ,

T
2 ;l∞)

)
≤ σ (‖q‖T )

з деяким C > 0. Тепер достатньо покласти

ε
1
2
0 = C−1 · σ−1(β0)

i лему доведено.

Для одержання основного результату цього роздiлу нам знадобиться

одна проста властивiсть стацiонарних розв’язкiв. Зауважимо, що будь-який

стацiонарний, що не залежить вiд t, розв’язок систем, якi розглядалися ви-
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ще, є T -перiодичним для будь-якого T > 0. Залежно вiд граничних умов

стацiонарнi розв’язки задовольняють рiвняння

Aq = B(q) (3.15)

або

Akq = Bk(q). (3.16)

Зазначимо, що обмеження функцiоналiв J та Jk на простори сталих функцiй

мають вигляд T · J̃(q) i T · J̃k(q), де

J̃(q) =
1

2
(Aq, q)−

∑
(n,m)∈Z2

Vn,m(qn,m), q ∈ l2,

J̃k(q) =
1

2
(Akq, q)l2k −

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

Vn,m(qn,m), q ∈ l2k.

Таким чином, сталi розв’язки рiвнянь (3.15) i (3.16) є критичними точ-

ками функцiоналiв J̃ та J̃k вiдповiдно.

Зауважимо, що за виконання умов (i3)—(iii3) q ≡ 0 є тривiальним ста-

цiонарним розв’язком рiвнянь (3.1) та (3.8) вiдповiдно.

Лема 3.7. Нехай виконуються умови (i3)—(iii3). Тодi iснує така стала δ0 >

0, яка не залежить вiд k, що для будь-якого ненульового розв’язку q ∈ l2k

(вiдповiдно q ∈ l2) рiвняння (3.16) (вiдповiдно (3.15)) ‖q‖l2k ≥ δ0 (вiдповiдно,

‖q‖ ≥ δ0). Крiм того,

J̃k(q) ≥
µ− 2

2µ
α0δ

2
0,

J̃(q) ≥ µ− 2

2µ
α0δ

2
0,

вiдповiдно.

Доведення. Розглянемо випадок рiвняння (3.16). Помноживши його ска-

лярно на q, одержимо

(Akq, q)l2k = (Bk(q), q)l2k.
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За умовою (i3) маємо

α0‖q‖2
l2k
≤ (Bk(q), q)l2k =

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

V ′n,m(qn,m)qn,m. (3.17)

За лемою 3.2

V ′n,m(r)r ≤ σ(|r|)r2, (3.18)

де функцiя σ(r), неперервна, монотонно зростає, σ(0) = 0 i σ(r) → +∞

при r → +∞. З нерiвностей (3.17) i (3.18) маємо α0‖q‖2
l2k
≤ σ

(
‖q‖l2k

)
‖q‖2

l2k
.

Оскiльки q 6= 0, то σ
(
‖q‖l2k

)
≥ α0 > 0 i, отже,

‖q‖l2k ≥ δ0 = σ−1(α0) > 0.

Тепер доведемо другу частину леми. Оскiльки q — критична точка

функцiоналу J̃k, то J̃ ′k(q) = 0. Отже,

J̃k(q) = J̃k(q)−
1

µ
〈J̃ ′k(q), q〉 =

(
1

2
− 1

µ

)
(Akq, q)l2k−

−
kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

[
Vn,m(qn,m)− 1

µ
V ′n,m(qn,m)qn,m

]
.

Враховуючи умови (i3) та (iii3), одержуємо

J̃k(q) ≥
µ− 2

2µ
α0‖q‖2

l2k
≥ µ− 2

2µ
α0δ

2
0,

що й доводить лему.

3.3. Iснування просторово-перiодичних апроксимацiй перiо-

дичних за часовою змiнною розв’язкiв

У цьому пiдроздiлi доводиться iснування просторово-перiодичних апрок-

симацiй T -перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.1), тобто T -перiодичних роз-

в’язкiв рiвняння (3.8). Для побудови шуканих розв’язкiв, згiдно леми 3.5,

достатньо знайти нетривiальнi критичнi точки функцiоналу Jk у просторi

XT,k. З цiєю метою буде використана теорема про гiрський перевал (Теоре-

ма В.1).

Перевiримо виконання умов теореми про гiрський перевал для функцiо-

налу Jk. Почнемо з умови Пале-Смейла.
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Лема 3.8. Нехай виконуються умови (i3)—(iii3). Тодi функцiонал Jk задо-

вольняє умову Пале–Смейла.

Доведення. Нехай {u(j)} ⊂ XT,k така послiдовнiсть, що Jk(u(j)) ≤ C i

J ′k(u
(j)) → 0 при j → ∞. Покажемо, що {u(j)} мiстить збiжну пiдпослiдов-

нiсть.

Справдi, маємо

Jk(u
(j))− 1

µ
〈J ′k(u(j)), u(j)〉 =

=

(
1

2
− 1

µ

) T
2∫

−T2

[
‖u(j)(t)‖2

l2k
+ (Aku

(j)(t), u(j)(t))l2k

]
dt−

−

T
2∫

−T2

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

[
Vn,m(u(j)

n,m(t))− 1

µ
V ′n,m(u(j)

n,m(t))u(j)
n,m(t)

]
dt ≥

≥ µ− 2

2µ
β0‖u(j)‖2

T,k,

де β0 = min{1;α0}. Оскiльки J ′k(u
(j))→ 0, то при достатньо великому j маємо∣∣∣〈J ′k(u(j)), u(j)〉

∣∣∣ ≤ µ‖u(j)‖2
T,k.

Тодi з останнiх двох нерiвностей одержуємо
µ− 2

2µ
β0‖u(j)‖2

T,k ≤ C + ‖u(j)‖T,k.

Остання нерiвнiсть не може виконуватися для необмеженої послiдовностi

{u(j)} (додатний дискримiнант). Отже, послiдовнiсть {u(j)} обмежена.

Але простiр XT,k гiльбертiв, а послiдовнiсть {u(j)} обмежена, тому, пе-

реходячи до пiдпослiдовностi (для якої збережемо те ж саме позначення),

можна вважати, що u(j) → u слабко в XT,k. Оскiльки простiр l2k скiнченнови-

мiрний, то вкладення XT,k ⊂ C
(
−T

2 ,
T
2 ; l2k

)
компактне. Тому u(j) → u сильно

в C
(
−T

2 ,
T
2 ; l2k

)
.

Маємо

〈J ′k(u(j))− J ′k(u(l)), u(j) − u(l)〉 =
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=

T
2∫

−T2

[
‖u(j)(t)− u(l)(t)‖2

l2k
+ (Aku

(j)(t)− Aku
(l)(t), u(j)(t)− u(l)(t))l2k

]
dt−

−

T
2∫

−T2

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

[
V ′n,m(u(j)

n,m(t))− V ′n,m(u(l)
n,m(t))

] (
u(j)
n,m(t)− u(l)

n,m(t)
)
dt ≥

≥ β0‖u(j) − u(l)‖2
T,k−

−

T
2∫

−T2

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

[
V ′n,m(u(j)

n,m(t))− V ′n,m(u(l)
n,m(t))

] (
u(j)
n,m(t)− u(l)

n,m(t)
)
dt,

де β0 = min{1;α0}. Таким чином, маємо

β0‖u(j) − u(l)‖2
T,k ≤ 〈J ′k(u(j))− J ′k(u(l)), u(j) − u(l)〉+

+

T
2∫

−T2

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

[
V ′n,m(u(j)

n,m(t))− V ′n,m(u(l)
n,m(t))

] (
u(j)
n,m(t)− u(l)

n,m(t)
)
dt. (3.19)

Оскiльки J ′(u(j)) → 0 сильно, а послiдовнiсть {u(j)} обмежена, то перший

доданок в правiй частинi (3.19) прямує до нуля при j, l→∞. Другий доданок

також збiгається до нуля, оскiльки u(j) → u сильно в C
(
−T

2 ,
T
2 ; l2k

)
. Таким

чином, ‖u(j) − u(l)‖T,k → 0 при j, l →∞, тобто {u(j)} — послiдовнiсть Кошi в

XT,k, а отже, u(j) → u сильно XT,k. Лему доведено.

Лема 3.9. Нехай виконуються умови (i3)—(iii3). Тодi iснують такi r0 > 0

(яке не залежить вiд k) та e ∈ XT з ‖e‖T,k > r0, що

inf
‖u‖T,k=r0

Jk(u) > 0 (3.20)

i Jk(e) ≤ 0.

Доведення. Згiдно (iii3), використовуючи нерiвнiсть (3.17), маємо

Vn,m(r) ≤ µ−1σ(|r|)r2.

Тодi

Jk(u) =
1

2

T
2∫

−T2

[
‖u̇(t)‖2

l2k
+ (Aku(t), u(t))l2k

]
dt−
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−

T
2∫

−T2

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

Vn,m(un,m(t))dt ≥ 1

2

T
2∫

−T2

[
‖u̇(t)‖2

l2k
+ (Aku(t), u(t))l2k

]
dt−

−µ−1σ(‖u‖T,k)

T
2∫

−T2

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

|un,m(t)|2dt.

Оскiльки другий iнтеграл в правiй частинi останньої нерiвностi бiльший за

‖u‖2
T,k, то, враховуючи (i3), отримуємо

Jk(q) ≥
β0

2
‖u‖2

T,k − µ−1σ(‖u‖T,k)‖u‖2
T,k =

=

[
β0

2
− µ−1σ(‖u‖T,k)

]
‖u‖2

T,k,

де β0 = min{1, α0}. Виберемо r0 так, щоб σ(r0) = µβ0
4 . Тодi одержуємо

Jk(u) ≥ β0

4
r2

0 > 0,

що й доводить (3.20).

Для доведення другої частини леми зафiксуємо ненульовий елемент u ∈

XT,k. За лемою 3.1 при τ > 0 маємо

Jk(τu) =
1

2

T
2∫

−T2

[
‖τ u̇(t)‖2

l2k
+ (Ak(τu(t)), τu(t))l2k

]
dt−

−

T
2∫

−T2

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

Vn,m(τun,m(t))dt ≤

≤ τ 2

2

T
2∫

−T2

[
‖u̇(t)‖2

l2k
+ (Aku(t), u(t))l2k

]
dt−

−dτµ
T
2∫

−T2

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

|un,m(t)|µdt+Nd0T.

Тодi при достатньо великому τ > 0, враховуючи, що µ > 2, маємо

Jk(τu) < 0,

i отже, твердження леми має мiсце з e = τu. Лему доведено.
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Основним результатом цього пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 3.1. Нехай виконуються умови (i3)—(iii3). Тодi для будь-яких T >

0 i k ≥ 1 задача (2.3), (3.7) (тобто рiвняння (3.8)) має нетривiальний

розв’язок q = q(T,k) ∈ XT,k. Крiм того, для будь-якого T > 0 iснують такi

додатнi сталi ε0, C0, ε i C, якi не залежать вiд k, що

ε0 ≤ ‖q(T,k)‖T,k ≤ C0, ε ≤ Jk(q
(T,k)) ≤ C.

Бiльше того, iснує таке T0 > 0, яке не залежить вiд k, що при всiх T ≥ T0

цей розв’язок є несталою функцiєю вiд t.

Доведення. З лем 3.8 i 3.9 випливає, що для функцiоналу Jk викону-

ються всi умови теореми про гiрський перевал (теорема В.1), а отже, вiн

має ненульову критичну точку q = q(T,k), яка, згiдно леми 3.5, є розв’язком

рiвняння (3.8). Покажемо, що при достатньо великих T цей розв’язок не є

сталим.

Нехай q(0) — деякий сталий розв’язок. Тодi, згiдно леми 3.7, для вiдпо-

вiдного критичного значення функцiоналу J маємо

Jk(q
(0)) ≥ µ− 2

2µ
α0δ

2
0T, (3.21)

де δ0 з леми 3.7.

Тепер оцiнимо Jk(q(T,k)) зверху. Нехай u ∈ XT \ {0}. Тодi, як показано

в доведеннi леми 3.9, Jk(τu) ≤ 0 при всiх достатньо великих τ > 0. Згiд-

но останньої нерiвностi в теоремi про гiрський перевал (теорема В.1), для

критичного значення маємо

Jk(q) ≤ sup
τ≥0

Jk(τu). (3.22)

В якостi u(t) вiзьмемо таку функцiю, що un,m ≡ 0 при (n,m) 6≡ (0, 0), u0,0 ≥

sin
(

2πt
ηT

)
при 0 ≤ t ≤ ηT i u0,0(t) = 0 при ηT ≤ t ≤ T , де η ∈ (0, 1) буде

вибрано пiзнiше. Припускається, що u0,0(t) продовжена на всю вiсь як T -

перiодична функцiя. Тодi, використовуючи лему 3.1, одержуємо

Jk(τu) =
τ 2

2

ηT∫
0

[
(u̇0,0(t))

2 + c0,0(u0,0(t))
2
]
dt−

ηT∫
0

V0,0(τu0,0(t))dt ≤
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≤ τ 2

2

ηT∫
0

[(
2π

ηT
cos

2πt

ηT

)2

+ c0,0

(
sin

2πt

ηT

)2
]
dt−

−dτµ
ηT∫
0

∣∣∣∣sin 2πt

ηT

∣∣∣∣µ dt+ d0ηT. (3.23)

Покладемо

Aµ =

1∫
0

| sin 2πt|µdt.

Iз (3.23) випливає, що

Jk(τu) ≤ τ 2

4

(
4π2

ηT
+ c0,0ηT

)
− dAµ(ηT )τµ + d0ηT.

Нехай T0 = 2π
η
√
c0,0

i T > T0. Тодi 4π2

ηT ≤ c0,0ηT i

Jk(τu) ≤ τ 2

2
c0,0ηT − dAµηTτ

µ + d0ηT =

= η

[
τ 2

2
c0,0 − dAµτ

µ + d0

]
T.

Нехай

m0 = max
τ≥0

[
τ 2

2
c0,0 − dAµτ

µ + d0

]
.

Тодi, згiдно (3.22),

Jk(q) ≤ ηm0T.

Далi вибираємо η таким, що

Jk(q) ≤ ηm0T <
µ− 2

2µ
α0δ

2
0T ≤ Jk(q

(0)).

Остання строга нерiвнiсть означає, що при T ≥ T0 розв’язок q = q(T,k) не

може бути сталим. Теорему доведено.

Зауваження 3.2. Зазначимо, що сталi η,m0, як i α0, δ0, не залежать вiд

k i T . Таким чином, для будь-яких k i T ≥ T0 правильна нерiвнiсть

Jk(q
(T,k)) ≤ ηm0T <

µ− 2

2µ
α0δ

2
0T, (3.24)

де η < µ−2
2µm0

α0δ
2
0.
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3.4. Iснування перiодичних розв’язкiв в системах осцилято-

рiв

У цьому пiдроздiлi доводиться основний результат третього роздiлу

— iснування T -перiодичних розв’язкiв системи (2.3) з крайовими умовами

(2.2), тобто рiвняння (3.1). Розв’язки цiєї задачi, за лемою 3.5, є критичними

точками функцiоналу J . Для цього функцiоналу не виконується умова Па-

ле–Смейла. Зауважимо, що в доведеннi леми 3.8 була використана компакт-

нiсть вiдповiдного соболєвського вкладення, яка вiдсутня у випадку функцiо-

налу J . Таким чином, теорема про гiрський перевал (теорема В.1) не може

бути застосована до функцiоналу J i тому розв’язки вiдповiдної задачi будуть

побудованi в iнший спосiб — за допомогою переходу до границi при k → ∞

у розв’язку q = q(T,k), побудованому у попередньому пiдроздiлi. Для цього

знадобляться наступнi двi леми.

Лема 3.10. Нехай v(k) ∈ l2, причому ‖v(k)‖l2 обмежена i v(k) → 0 в l∞. Тодi

для будь-якого p > 2 маємо v(k) → 0 в lp.

Доведення. Маємо

‖v(k)‖plp =
∑

(n,m)∈Z2

|v(k)
n,m|p =

∑
(n,m)∈Z2

|v(k)
n,m|p−2|v(k)

n,m|2 ≤

≤

{
sup

(n,m)∈Z2

|v(k)
n,m|

}p−2

·
∑

(n,m)∈Z2

|v(k)
n,m|2 = ‖v(k)‖p−2

l∞ ‖v
(k)‖2

l2.

Враховуючи, що p > 2 i ‖v(k)‖l∞ → 0, одержуємо те, що й вимагалося. Лему

доведено.

Тепер нагадаємо, що ‖ · ‖lpk на просторi kN -перiодичних послiдовностей

визначається рiвнiстю

‖u‖lpk =


kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

|un,m|p


1
p

.

Зауважимо, що при кожному фiксованому k i рiзних p цi норми еквiвалентнi,

але ця еквiвалентнiсть не є рiвномiрною по k.
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Лема 3.11. Нехай u(k) ∈ l2k, причому ‖u(k)‖l2k обмежена i u(k) → 0 в l∞. Тодi

для будь-якого p > 2 маємо ‖u(k)‖lpk → 0.

Доведення. Вiзьмемо послiдовнiсть v(k) ∈ l2, яка визначається наступ-

ним чином: v(k)
n,m = u

(k)
n,m при −

[
kN
2

]
≤ n,m ≤ kN −

[
kN
2

]
− 1 i v(k)

n,m = 0 в

протилежному випадку. Тодi легко бачити, що

‖v(k)‖l∞ ≤ ‖u(k)‖l∞, ‖v(k)‖lp = ‖u(k)‖lpk.

Таким чином, ‖v(k)‖l∞ → 0 i ‖v(k)‖l2 = ‖u(k)‖l2k обмежена. За лемою 3.10,

‖v(k)‖lp = ‖u(k)‖lpk → 0

для будь-якого p > 2. Лему доведено.

Основним результатом цього пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 3.2. Нехай виконуються умови (i3)—(iii3). Тодi для будь-якого

T > 0 рiвняння (3.1) має нетривiальний T -перiодичний розв’язок. Бiльше

того, для достатньо великих значень T цей розв’язок не є сталим.

Доведення. Крок 1. Нехай q(k)(t) = {q(k)
n,m(t)} розв’язок q(T,k), побудо-

ваний в теоремi 3.1. Тодi, згiдно просторової перiодичностi, {q(k)
n+kN,m(t)} =

{q(k)
n,m+kN(t)} — також розв’язок задачi (2.3), (3.7). За теоремою 3.1 маємо

ε0 ≤ ‖q(k)‖T,k ≤ C, (3.25)

ε0 ≤ Jk(q
(k)) ≤ C, (3.26)

де сталi 0 < ε0 ≤ C не залежать вiд k. За теоремою вкладення, збiльшуючи

сталу C, маємо

‖q(k)‖C(−T2 ,
T
2 ;l2k)
≤ C. (3.27)

Зокрема, для будь-яких (n,m) ∈ Z2

‖q(k)
n,m‖C(−T2 ,

T
2 ) ≤ C. (3.28)

Доведемо тепер наступну властивiсть розв’язкiв q(k): для будь-якого k

iснує така пара (nk,mk) ∈ Z2, що

‖q(k)
nk,mk
‖C(−T2 ,

T
2 ) ≥ δ (3.29)
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з деяким δ, що не залежить вiд k. Справдi, покладемо

u(k)
n,m = ‖q(k)

n,m‖C(−T2 ,
T
2 ).

Тодi для u(k) = {u(k)
n,m}, згiдно неперервностi соболєвського вкладення

H1
(
−T

2 ,
T
2

)
⊂ C

(
−T

2 ,
T
2

)
та нерiвностi (3.25), маємо

‖u(k)‖2
l2k

=

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

‖q(k)
n,m‖2

C(−T2 ,
T
2 ) ≤ C2

1

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

‖q(k)
n,m‖2

H1(−T2 ,
T
2 ) =

= C2
1‖q(k)‖2

T,k ≤ C2
1C

2

з деяким C1, яке не залежить вiд k. Таким чином, ‖u(k)‖l2k обмежена. Нерiв-

нiсть (3.29) означає, що u(k) ≥ δ з деякими номерами nk imk. Припустимо, що

остання нерiвнiсть не виконується. Тодi ‖u(k)‖l∞ → 0 i, отже, згiдно леми 3.11,

‖u(k)‖lpk → 0 для будь-якого p > 2. Однак

‖u(k)‖p
lpk

=

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

‖q(k)
n,m‖

p

C(−T2 ,
T
2 )
.

Оскiльки вкладення C
(
−T

2 ,
T
2

)
⊂ Lp

(
−T

2 ,
T
2

)
неперервне, то звiдси випливає,

що

‖u(k)‖p
lpk
≥ C2

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

‖q(k)
n,m‖

p

Lp(−T2 ,
T
2 )

= C2‖q(k)‖p
Lp(−T2 ,

T
2 ;lpk)

.

Звiдси випливає, що

‖q(k)‖p
Lp(−T2 ,

T
2 ;lpk)
→ 0 (3.30)

при k →∞.

Зафiксуємо тепер довiльне p > 2. Покажемо, що для будь-якого ε > 0

iснує така стала M = M(ε) > 0, що

|V ′n,m(r)| ≤ ε|r|+M |r|p−1, |r| ≤ C. (3.31)

Справдi, за умовою (ii3),

|V ′n,m(r)| ≤ ε|r|, |r| ≤ rε,

з деяким rε > 0. При rε ≤ |r| ≤ C маємо

|V ′n,m(r)| ≤M |r|p−1,
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де

M = max
(n,m)∈Z2

sup
rε≤|r|≤C

|V ′n,m(r)|
|r|p−1

.

Звiдси й випливає (3.31).

Оскiльки q(k) — критична точка функцiоналу Jk, то

〈J ′k(q(k)), q(k)〉 =

T
2∫

−T2

[
‖q̇(k)(t)‖2

l2k
+ (Akq

(k)(t), q(k)(t))l2k

]
dt−

−
kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

T
2∫

−T2

V ′n,m(q(k)
n,m(t))dt = 0.

Звiдси, використовуючи (3.31) та (3.28), одержуємо

β0‖q(k)‖2
T,k ≤

T
2∫

−T2

[
‖q̇(k)(t)‖2

l2k
+ (Akq

(k)(t), q(k)(t))l2k

]
dt =

=

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

T
2∫

−T2

V ′n,m(q(k)
n,m(t))dt ≤

≤ ε

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

T
2∫

−T2

|q(k)
n,m(t)|2dt+M

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

T
2∫

−T2

|q(k)
n,m(t)|pdt =

= ε‖q(k)‖2
L2(−T2 ,

T
2 ;l2k)

+M‖q(k)‖p
Lp(−T2 ,

T
2 ;lpk)
≤

≤ ε‖q(k)‖2
T,k +M‖q(k)‖p

Lp(−T2 ,
T
2 ;lpk)

.

Взявшши ε = β0
2 , одержуємо, що

β0

2
‖q(k)‖2

T,k ≤M‖q(k)‖p
Lp(−T2 ,

T
2 ;lpk)

.

Звiдси, згiдно (3.30), випливає, що ‖q(k)‖2
T,k → 0 при k → ∞. Але це супе-

речить першiй нерiвностi в (3.25). Одержана суперечнiсть i доводить власти-

вiсть (3.29).

Крок 2. Замiнюючи, якщо потрiбно, q(k)
n,m на q(k)

n+aN,m+bN з деякими a, b ∈

Z (кратними k), можна вважати, що в (3.29) 0 ≤ nk,mk ≤ N−1. Однак таких

значень nk imk скiнченне число. Тому, переходячи до пiдпослiдовностi (по k),

можна вважати, що всi пари (nk,mk) спiвпадають, тобто (nk,mk) = (n0,m0).
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Тодi

‖q(k)
n0,m0
‖C(−T2 ,

T
2 ) ≥ δ > 0. (3.32)

Враховуючи нерiвнiсть (3.25) i компактнiсть вкладення H1
(
−T

2 ,
T
2

)
⊂

C
(
−T

2 ,
T
2

)
, можна вважати, переходячи до пiдпослiдовностi (по k), що для

будь-яких (n,m) ∈ Z2 iснує таке qn,m ∈ H1
(
−T

2 ,
T
2

)
, що q(k)

n,m → qn,m слабко в

H1
(
−T

2 ,
T
2

)
i сильно в C

(
−T

2 ,
T
2

)
. Покладемо q = {qn,m}. Переходячи в (3.32)

до границi при k →∞, одержуємо

‖qn0,m0
‖C(−T2 ,

T
2 ) ≥ δ > 0,

тобто q 6= 0. Далi, згiдно (3.25), для будь-якого натурального l i достатньо

великого k,∑
|n|,|m|≤l

‖q(k)
n,m‖2

H1(−T2 ,
T
2 ) ≤

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

‖q(k)
n,m‖2

H1(−T2 ,
T
2 ) = ‖q(k)‖2

T,k ≤ C2.

Переходячи до границi при k →∞ та враховуючи слабку напiвнеперервнiсть

знизу норми в H1, одержуємо∑
|n|,|m|≤l

‖qn,m‖2
H1(−T2 ,

T
2 ) ≤ C2.

Наступний перехiд до границi при l → ∞ показує, що ‖q‖T ≤ C < ∞ i

q ∈ XT .

Крок 3. Покажемо тепер, що q — критична точка функцiоналу J , тобто

〈J ′(q), h〉 = 0 (3.33)

для будь-якого h ∈ XT . Оскiльки множина таких функцiй h = {hn,m}, що

hn,m = 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, окрiм скiнченної кiлькостi номерiв, всюди

щiльна в XT , то рiвнiсть (3.33) достатньо перевiрити тiльки для таких функ-

цiй.

Нехай h = {hn,m} ∈ XT така, що hn,m = 0 при |n|, |m| ≥ l. Для достат-

ньо великого k коректно визначена така функцiя h(k) ∈ XT,k, що h(k)
n,m = hn,m

при −
[
kN
2

]
≤ n,m ≤

[
kN
2

]
. Оскiльки q(k) — критична точка функцiоналу Jk,
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то

0 = 〈J ′k(q(k)), h(k)〉 =

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

T
2∫

−T2

q̇(k)
n,m(t)ḣ(k)

n,m(t)dt+

+

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

T
2∫

−T2

[
an−1,mq

(k)
n−1,m(t) + an,mq

(k)
n+1,m(t) + bn,m−1q

(k)
n,m−1(t)+

+bn,mq
(k)
n,m+1(t) + cn,mq

(k)
n,m(t)

]
h(k)
n,m(t)dt−

−
kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

T
2∫

−T2

V ′n,m(q(k)
n,m(t))h(k)

n,m(t)dt.

Сумування в правiй частинi останньої рiвностi, згiдно означення h(k), при

достатньо великому k поширюється, фактично, на область |n|, |m| ≤ l, i ми

одержуємо

∑
|n|,|m|≤l

T
2∫

−T2

q̇(k)
n,m(t)ḣ(k)

n,m(t)dt+
∑
|n|,|m|≤l

T
2∫

−T2

[
an−1,mq

(k)
n−1,m(t) + an,mq

(k)
n+1,m(t)+

+bn,m−1q
(k)
n,m−1(t) + bn,mq

(k)
n,m+1(t) + cn,mq

(k)
n,m(t)

]
h(k)
n,m(t)dt−

−
∑
|n|,|m|≤l

T
2∫

−T2

V ′n,m(q(k)
n,m(t))h(k)

n,m(t)dt = 0.

Оскiльки q(k)
n,m → qn,m слабко в H1

(
−T

2 ,
T
2

)
i сильно в C

(
−T

2 ,
T
2

)
, то в останнiй

рiвностi можна перейти до границi при k →∞. В результатi отримуємо

∑
|n|,|m|≤l

T
2∫

−T2

q̇n,m(t)ḣn,m(t)dt+
∑
|n|,|m|≤l

T
2∫

−T2

[an−1,mqn−1,m(t) + an,mqn+1,m(t)+

+bn,m−1qn,m−1(t) + bn,mqn,m+1(t) + cn,mqn,m(t)]hn,m(t)dt−

−
∑
|n|,|m|≤l

T
2∫

−T2

V ′n,m(qn,m(t))hn,m(t)dt = 0.

При зробленому виборi h це i є рiвнiсть (3.33). Отже, функцiонал J має нетри-

вiальну критичну точку q ∈ XT , яка за лемою 3.5 є T -перiодичним розв’язком
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рiвняння (3.1).

Крок 4. Тепер залишається лише перевiрити, що q не може бути сталою

для достатньо великих T . Справдi, для q(k) маємо

Jk(q
(k)) = Jk(q

(k))− 1

2
〈Jk(q(k)), q(k)〉 =

=

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

T
2∫

−T2

[
1

2
V ′n,m(q(k)

n,m(t))q(k)
n,m(t)− Vn,m(q(k)

n,m(t))

]
dt.

Згiдно (iii3), всi доданки в правiй частинi останньої рiвностi невiд’ємнi. Тому

для довiльного фiксованого l i достатньо великого k маємо

Jk(q
(k)) ≥

∑
|n|,|m|≤l

T
2∫

−T2

[
1

2
V ′n,m(q(k)

n,m(t))q(k)
n,m(t)− Vn,m(q(k)

n,m(t))

]
dt.

Звiдси, згiдно зауваження 3.2, випливає, що

∑
|n|,|m|≤l

T
2∫

−T2

[
1

2
V ′n,m(q(k)

n,m(t))q(k)
n,m(t)− Vn,m(q(k)

n,m(t))

]
dt ≤ ηm0T <

µ− 2

2µ
α0δ

2
0T

при достатньо малому η i T ≥ T0 = 2π
η
√
c0,0

(див. доведення теореми 3.1).

Оскiльки для будь-яких (n,m) ∈ Z2 маємо, що q(k)
n,m → qn,m в C

(
−T

2 ,
T
2

)
, то

переходячи в останнiх нерiвностях до границi при k →∞, одержуємо

∑
|n|,|m|≤l

T
2∫

−T2

[
1

2
V ′n,m(qn,m(t))qn,m(t)− Vn,m(qn,m(t))

]
dt ≤ ηm0T <

µ− 2

2µ
α0δ

2
0T.

Але J ′(q) = 0, тому лiва частина цих нерiвностей дорiвнює

J(q)− 1

2
〈J ′(q), q〉 = J(q).

Отже,

J(q) ≤ ηm0T <
µ− 2

2µ
α0δ

2
0T. (3.34)

Однак за лемою 3.7 для будь-якого ненульового сталого розв’язку q(0) вiдпо-

вiдне критичне значення J(q(0)) не менше правої частини (3.34). Звiдси, як i в

доведеннi теореми 3.1, робимо висновок, що розв’язок q не може бути сталим

при T ≥ T0. Теорему доведено.
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3.5. Побудова перiодичних розв’язкiв у випадку степеневих

потенцiалiв

У цьому пiдроздiлi покажемо, що T -перiодичнi розв’язки системи (2.3)

зi степеневими потенцiалами вигляду

Vn,m(r) =
gn,m
p
|r|p, (3.35)

де gn,m > 0, p > 2, можуть бути побудованi за допомогою методу умовної

мiнiмiзацiї.

У даному випадку система (2.3) набуває вигляду

q̈n,m(t) = an−1,mqn−1,m(t) + an,mqn+1,m(t) + bn,m−1qn,m−1(t) + bn,mqn,m+1(t)+

+cn,mqn,m(t)− gn,m|qn,m(t)|p−2qn,m(t), (n,m) ∈ Z2, (3.36)

де cn,m = dn,m−an−1,m−an,m− bn,m−1− bn,m. Як i вище, зробимо припущення:

(i′3) iснує таке N ∈ N, що коефiцiєнти an,m, bn,m, dn,m i gn,m є N -перiодичними,

тобто an+N,m = an,m+N = an,m, bn+N,m = bn,m+N = bn,m, dn+N,m =

dn,m+N = dn,m, gn+N,m = gn,m+N = gn,m, i A — додатно визначений

оператор в l2, тобто iснує таке α0 > 0, що

(Aq, q) ≥ α0‖q‖2, q ∈ l2.

При цьому систему (3.36) також можна розглядати у просторi l2 як

диференцiально-операторне рiвняння вигляду (3.1) з обмеженим самоспря-

женим лiнiйним оператором

(Aq)n,m = an−1,mqn−1,m + an,mqn+1,m + bn,m−1qn,m−1 + bn,mqn,m+1 + cn,mqn,m,

i обмеженим неперервним нелiнiйним оператором

(B(q))n,m = gn,m|qn,m|p−2qn,m.

Неважко переконатися в тому, що функцiя Vn,m(r) =
gn,m
p |r|

p задоволь-

няє умови (ii3) та (iii3).

Таким чином, в зроблених припущеннях умови (i3)—(iii3) виконуються,

а отже, задача (3.36), (2.2) має ненульовий Т-перiодичний розв’язок.

Надалi розв’язки задачi (3.36), (2.2) розумiються в слабкому сенсi. А са-
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ме, функцiя q(t) зi значенням в l2, називається розв’язком, якщо q ∈ H1(a, b; l2)

(тобто q ∈ L2(a, b; l2) i має слабку похiдну q̇ ∈ L2(a, b; l2)) та виконується iн-

тегральна тотожнiсть
b∫

a

[(q̇(t), v̇(t)) + (Aq(t), v(t))− (B(q(t)), v(t))] dt = 0 (3.37)

для будь-якої функцiї v ∈ C∞0 (a, b; l2), або еквiвалентно, для будь-якої функ-

цiї v ∈ H1
0(a, b; l2), тобто v ∈ H1(a, b; l2) i v(a) = v(b) = 0. Нагадаємо, що

будь-яка функцiя iз H1(a, b; l2) абсолютно неперервна на [a, b]. Функцiя q(t) є

слабким розв’язком наR, якщо вона є слабким розв’язком на будь-якому скiн-

ченному iнтервалi. Як випливає iз леми 3.5, слабкi розв’язки є розв’язками в

класичному сенсi.

У випадку, що розглядається, функцiонал J має вигляд

J(q) =

T
2∫

−T2

1

2
‖q̇(t)‖2 +

1

2
(Aq(t), q(t))− 1

p

∑
(n,m)∈Z2

gn,m|qn,m(t)|p
 dt. (3.38)

Функцiонал J неперервно диференцiйовний за Фреше (а отже, i за Гато) i

〈J ′(q), h〉 =

T
2∫

−T2

[
(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))− (B(q(t)), h(t))

]
dt, (3.39)

для будь-якого h ∈ XT . Лема 3.5 показує, що критичнi точки функцiоналу J

в просторi XT є шуканими розв’язками.

Подамо функцiонал J у виглядi

J(q) = Ψ(q)− S(q),

де

Ψ(q) =

T
2∫

−T2

[
1

2
‖q̇(t)‖2 +

1

2
(Aq(t), q(t))

]
dt,

S(q) =

T
2∫

−T2

1

p

∑
(n,m)∈Z2

gn,m|qn,m(t)|p
 dt.

Далi ми використаємо пiдхiд (див. [140]), що ґрунтується на наступнiй

задачi мiнiмiзацiї з обмеженнями. Для будь-якого θ > 0 розглянемо задачу
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умовної мiнiмiзацiї:

знайти u ∈ XT , для якого iснує inf
q∈XT

{Ψ(q) : S(q) = θ} =: Iθ. (3.40)

Виявляється, як буде показано нижче, ця задача має розв’язки для будь-яких

θ > 0 i T > 0.

Наступнi двi теореми є основними результатами цього пiдроздiлу.

Теорема 3.3. Нехай виконується умова (i′3) та u — розв’язок задачi (3.40).

Тодi iснує таке λ > 0, що q = λ
1
p−2u є T -перiодичним розв’язком задачi

(3.36), (2.2).

Доведення. Нехай для деякого θ > 0 задача (3.40) має розв’язок i u ∈

XT — вiдповiдна точка мiнiмуму. Оскiльки функцiонали Ψ та S неперервно

диференцiйовнi, то iснує таке λ ∈ R (множник Лагранжа), що
T
2∫

−T2

[
(u̇(t), ḣ(t)) + (Au(t), h(t))

]
dt =

= λ

T
2∫

−T2

 ∑
(n,m)∈Z2

gn,m|un,m(t)|p−2un,m(t)hn,m(t)

 dt (3.41)

для будь-якого h ∈ XT . Пiдстановка h = u показує, що λ > 0, оскiльки в

цьому випадку обидва iнтеграли в (3.41) додатнi. Бiльше того, при h = u

лiва частина в (3.41) рiвна 2Iθ, а iнтеграл в правiй частинi рiвний pθ. Звiдси

λ =
2Iθ
pθ
.

Пiдставляючи u = λ−
1
p−2q в тотожнiсть (3.41), одержуємо,
T
2∫

−T2

[
(q̇(t), ḣ(t)) + (Aq(t), h(t))

]
dt =

=

T
2∫

−T2

 ∑
(n,m)∈Z2

gn,m|qn,m(t)|p−2qn,m(t)hn,m(t)

 dt
для будь-якого h ∈ XT . А це означає, що q = λ

1
p−2u ∈ XT — T -перiодичний

розв’язок задачi (3.36), (2.2). Теорему доведено.



129

Тепер перейдемо до дослiдження задачi (3.40).

Лема 3.12. Задачi (3.40) при рiзних θ еквiвалентнi, причому

Iθ = θ
2
pI1. (3.42)

Доведення. Зауважимо спочатку, що Ψ(sq) = s2Ψ(q) та S(sq) = spS(q)

для будь-якого s > 0. Покладемо q = θ
1
pv, тодi Ψ(q) = θ

2
pΨ(v) i S(q) = θS(v).

Тодi

Iθ = inf
q∈XT

{Ψ(q) : S(q) = θ} =

= inf
v∈XT

{
θ

2
pΨ(v) : θS(v) = θ

}
= θ

2
pI1.

Лему доведено.

Теорема 3.4. Нехай виконується умова (i′3). Тодi для будь-якого T > 0

задача (3.40) має розв’язок u ∈ XT . Бiльше того, для достатньо великих

значень T цей розв’язок не є сталим.

Доведення. Крок 1. Нехай {w(j)} довiльна мiнiмiзуюча послiдовнiсть

задачi (3.40), тобто w(j) = {w(j)
n,m(t)} ∈ XT , S(w(j)) = θ i Ψ(w(j)) → Iθ. При

цьому можна вважати, що Ψ(w(j)) ≤ 2Iθ. За умовою (i′3),

Ψ(q) ≥ β0

2
‖q‖2

T ,

де β0 = min{1, α0}. Тому iснує така стала C > 0, яка залежить тiльки вiд α0,

що

‖w(j)‖2
T ≤ CIθ. (3.43)

Покладемо

v(j)
n,m =

1

p

T
2∫

−T2

gn,m|w(j)
n,m(t)|pdt,

v(j) = {v(j)
n,m}.

Оскiльки H1
(
−T

2 ,
T
2

)
неперервно вкладений в Lp

(
−T

2 ,
T
2

)
(зi сталою, що не

залежить вiд T ), то iз нерiвностi (3.43) випливає, що∑
(n,m)∈Z2

(v(j)
n,m)

2
p ≤ C

∑
(n,m)∈Z2

‖w(j)
n,m)‖2

Lp(−T2 ,
T
2 ) ≤ C‖w(j)‖2

T ≤ CIθ. (3.44)
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Крiм того, ∑
(n,m)∈Z2

v(j)
n,m = ‖v(j)‖l1 = S(v(j)) = θ > 0. (3.45)

Далi до послiдовностi {v(j)} застосуємо лему Г.2. Пiсля переходу до пiдпослi-

довностi (з тим самим позначенням) має виконуватися одна iз можливостей

(i)—(iii).

Крок 2. Розпливання (можливiсть (ii)) не може виконуватися. Справдi,

якщо ‖v(j)‖l∞ → 0, при j →∞, то iз (3.44) випливає, що

‖v(j)‖l1 =
∑

(n,m)∈Z2

[v(j)
n,m]1−

2
p [v(j)

n,m]
2
p ≤ sup

(n,m)∈Z2

[v(j)
n,m]1−

2
p [v(j)

n,m]
2
p ≤

≤ [v(j)
n,m]1−

2
pCIθ.

Припустимо тепер, що виконується розщеплення (властивiсть (iii)). Виз-

начимо w(j,1), w(j,2) ∈ XT наступним чином. Нехай u(j,1)
n,m = w

(j)
n,m при (n,m) ∈

supp{vj,i} та u(j,i)
n,m = 0 у протилежному випадку (i = 1, 2). Неважко перевi-

рити, що

S(u(j,i)) =
∑

(n,m)∈supp{vj,i}

v(j)
n,m

i, отже,

lim
j→∞

S(u(j,1)) = α, lim
j→∞

S(u(j,2)) = θ − α.

Покладемо

s
(j)
1 =

(
α

S(u(j,1))

) 1
p

, s
(j)
2 =

(
θ − α
S(u(j,2))

) 1
p

i

w(j,i) = s
(j)
i u

(j,i).

Тодi iз (iii) випливає, що

lim
j→∞
‖w(j) − (w(j,1) + w(j,2))‖T = 0.

Звiдси випливає, що

lim
j→∞
‖Ψ(w(j))−Ψ(w(j,1) + w(j,2))‖T = 0. (3.46)

Оскiльки носiї {w(j,1)} i {w(j,2)} не перетинаються, то

Ψ(w(j,1) + w(j,2)) = Ψ(w(j,1)) + Ψ(w(j,2)) ≥ Iα + Iθ−α.
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З iншого боку, iз (3.46) випливає, що

lim
j→∞

Ψ(w(j,1) + w(j,2)) = Iθ.

Отже,

Iθ ≥ Iα + Iθ−α.

Однак Iθ = θ
2
pI1, p > 2, θ > 0 i α ∈ (0, θ). Легко бачити, що функцiя f(x) =

x
2
p + (1 − x)

2
p на вiдрiзку [0, 1] досягає мiнiмуму на кiнцях вiдрiзка, який

дорiвнює 1, а отже, f(x) > 1 для всiх x ∈ (0, 1). Тепер поклавши x = α
θ ,

маємо, що θ
2
p < α

2
p + (θ − α)

2
p . Звiдси, одержуємо

Iθ < Iα + Iθ−α.

Одержана суперечнiсть показує, що твердження (iii) не може виконуватися.

Крок 3. Отже, для послiдовностi {v(j)} має мiсце (i) (концентрацiя).

Зауважимо, що згiдно умов перiодичностi,

Ψ ({un+N,m(t)}) = Ψ ({un,m+N(t)}) = Ψ ({un,m(t)}) ,

S ({un+N,m(t)}) = S ({un,m+N(t)}) = S ({un,m(t)}) .

Тому, замiнюючи {w(j)
n,m(t)} на {w(j)

n+ajN,m+bjN
(t)} з деякими aj, bj ∈ Z, можна

вважати, що в твердженнi (i) (nj,mj) = (0, 0), тобто для будь-якого ε > 0

знайдеться таке r > 0, що ∑
|n−nj |2+|m−mj |2>r2

v(j)
n,m ≤ ε.

Оскiльки gn,m > 0 — перiодична послiдовнiсть, то остання нерiвнiсть означає,

що для будь-якого ε > 0 знайдеться таке C > 0, що

∑
|n−nj |2+|m−mj |2>r2

T
2∫

−T2

|w(j)
n,m(t)|pdt ≤ Cε. (3.47)

Згiдно (3.43), послiдовнiсть {w(j)} обмежена в XT . Переходячи до пiд-

послiдовностi (з тим самим позначенням), можна вважати, що w(j) → u =

{un,m} слабко в XT . Оскiльки XT неперервно вкладений в Lp
(
−T

2 ,
T
2 ; lp

)
, то

w(j) → u слабко i в останньому просторi. Крiм того, H1
(
−T

2 ,
T
2

)
компактно

вкладений в Lp
(
−T

2 ,
T
2

)
. Тому, переходячи до пiдпослiдовностi, можна вва-
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жати, що w(j)
n,m → un,m сильно в Lp

(
−T

2 ,
T
2

)
для будь-яких (n,m) ∈ Z2. Крiм

того, iз рiвностi S(w(j)) = θ випливає, що {w(j)} обмежена послiдовнiсть в

Lp
(
−T

2 ,
T
2 ; lp

)
. Разом зi збiжнiстю w

(j)
n,m → un,m i (3.47) це дає сильну збiж-

нiсть w(j) → u в Lp
(
−T

2 ,
T
2 ; lp

)
. Разом з неперервнiстю S на Lp

(
−T

2 ,
T
2 ; lp

)
це

показує, що S(u) = θ. Оскiльки Ψ — неперервний квадратичний додатно ви-

значений функцiонал, то вiн слабко напiвнеперервний знизу. Звiдси випливає,

що

Iθ ≤ Ψ(u) ≤ lim
j→∞

Ψ(w(j)) = Iθ.

Таким чином, Ψ(u) = Iθ i, отже, u — розв’язок задачi (3.40).

Крок 4. Доведемо, що при достатньо великих T цей розв’язок не сталий.

Припустимо, що u = {un,m} — сталий розв’язок задачi (3.40). Тодi

0 < θ = S(u) =
1

p

∑
(n,m)∈Z2

gn,m|un,m|pT.

Звiдси θ ≤ C‖u‖plpT або ‖u‖plp ≥ C0θT
− 1
p . Тодi

Ψ(u) =
1

2
(Au, u)T ≥ α0

2
‖u‖2

l2T ≥
α0(C0θ)

2

2
T 1− 2

p . (3.48)

З iншого боку, нехай v = {vn,m} таке, що vn,m(t) ≡ 0 при (n,m) 6= (0, 0),

v0,0(t) = λ sin
(

2πt
ηT

)
при 0 ≤ t ≤ ηT , v0,0(t) = 0 при ηT < t < T i v0,0

продовжена на всю вiсь як T -перiодична функцiя (0 < η < 1). Сталу λ

виберемо з умови S(v) = θ. Маємо

S(v) =
g0,0

p

T∫
0

∣∣∣∣λ sin

(
2πt

ηT

)∣∣∣∣ dt = g0,0p
−1(ηT )λpAp = θ,

де Ap =
1∫

0

| sin 2πt|pdt. Звiдси

λ =
(
g0,0p

−1θ−1ηTAp

)− 1
p .

Далi, враховуючи, що
1∫

0

cos2 2πtdt =

1∫
0

sin2 2πtdt = A2,
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маємо

2Ψ(v) = λ2

ηT∫
0

[(
2π

ηT
cos

(
2πt

ηT

))2

+ c0,0 sin2

(
2πt

ηT

)]
dt =

= λ2A2

(
4π2

ηT
+ c0,0ηT

)
= A2

(
g0,0p

−1θ−1Ap

)− 2
p (ηT )1− 2

p

(
4π2(ηT )−2 + c0,0

)
.

Зауважимо, що згiдно умови (i′3), c0,0 ≥ α0 > 0. Тепер виберемо η ∈ (0, 1)

таким чином, щоб

A2c0,0

(
g0,0p

−1θ−1Ap

)− 2
p η1− 2

p < α0(C0θ)
2.

Тодi, враховуючи (3.48), при достатньо великих T маємо:

Ψ(v) ≤ 1

2
A2c0,0

(
g0,0p

−1θ−1Ap

)− 2
p η1− 2

pT 1− 2
p <

α0(C0θ)
2

2
T 1− 2

p ≤ Ψ(u),

тобто

Ψ(v) < Ψ(u).

А це означає, що u не може бути розв’язком задачi мiнiмiзацiї (3.40). Теорему

доведено.

Приклад 3.1. Розглянемо дискретнi рiвняння типу Клейна-Ґордона

q̈n,m = a∆qn,m + cqn,m − d|qn,m|p−2qn,m, (n,m) ∈ Z2, (3.49)

з a 6= 0, d > 0, p > 2 i крайовими умовами на нескiнченностi

lim
n,m→±∞

qn,m = 0. (3.50)

Потенцiал Vn,m(r) = d
p |r|

p задовольняє умову (iii3). Тут ∆ — двовимiр-

ний дискретний оператор Лапласа. Як вiдомо,

−8‖q‖2 ≤ (∆q, q) ≤ 0.

Тому для оператора A = a∆ + c маємо

(Aq, q) ≥ (−8a+ c)‖q‖2 при a > 0

та

(Aq, q) ≥ c‖q‖2 при a < 0.

Отже, оператор A додатно визначений при 0 < a < c
8 або при a < 0 < c

Тодi в обох випадках теорема 3.2 (так само як i теорема 3.4) показує, що для

будь-якого достатньо великого T > 0 задача (3.49), (3.50) має несталий T -
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перiодичний розв’язок, який можна побудувати за допомогою методу умовної

мiнiмiзацiї.

Таким чином, у цьому роздiлi результати статей [140, 142] (див. та-

кож [143]) поширено на випадок двовимiрної ґратки. Для подiбних систем

на двовимiрнiй ґратцi є лише одна стаття [115], в якiй за допомогою варiацiй-

ного методу доведено iснування перiодичних розв’язкiв у скiнченнiй системi

типу ФПУ на двовимiрнiй ґратцi. Зауважимо, що в статтях [7, 8, 81] вив-

чались перiодичнi розв’язки в однорiдних ланцюгах осциляторiв зi слабким

зв’язком та зовнiшнiми потенцiалами, якi задовольняють умови V ′(0) = 0,

V ′′(0) = ω2
0 > 0.

Висновки до роздiлу 3

Третiй роздiл дисертацiї присвячений перiодичним за часом розв’язкам

у нескiнченних системах нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Вiн

складається з п’яти пiдроздiлiв. У першому пiдроздiлi наводиться формулю-

вання задачi про перiодичнi розв’язки та основнi припущення. Основними

умовами в даному роздiлi є просторова перiодичнiсть системи осциляторiв

з перiодом N , додатнiсть оператора лiнiйної взаємодiї осциляторiв та умова

типу Амброзеттi–Рабiновiца, яка накладається на нелiнiйнiсть.

У другому пiдроздiлi наводиться варiацiйне формулювання задачi. Роз-

глядаються деякi функцiонали J та Jk, критичнi точки яких є T -перiодич-

ними розв’язками вiдповiдних задач. Другий пiдроздiл мiстить також деякi

допомiжнi вiдомостi про стацiонарнi розв’язки, тобто про розв’язки, що не

залежать вiд часу.

У третьому пiдроздiлi доводиться iснування T -перiодичних розв’язкiв,

що задовольняють умову просторової перiодичностi (випадок функцiоналу

Jk). Для цього використано теорему про гiрський перевал, важливою умо-

вою в якiй є так звана умова Пале-Смейла, яку задовольняє функцiонал

Jk. Дана задача використовується як допомiжна для отримання перiодичних

розв’язкiв вихiдної задачi (випадок функцiоналу J).
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У четвертому пiдроздiлi отримано результат про iснування T -перiодич-

них розв’язкiв, якi не є сталими для достатньо великих T . Зауважимо, що

функцiонал J не задовольняє умову Пале–Смейла, тому теорему про гiрський

перевал використати не можна. У даному випадку розв’язки шукаються як

границя критичних точок функцiоналу Jk. Цей метод вiдомий як метод пе-

рiодичних апроксимацiй.

У випадку степеневої потенцiальної функцiї для отримання перiодич-

них розв’язкiв використано метод умовної мiнiмiзацiї (п’ятий пiдроздiл). Роз-

глянуто вiдповiдну задачу мiнiмiзацiї для квадратичної частини функцiона-

лу J , розв’язки якої, помноженi на деяку сталу, i є шуканими перiодичними

розв’язками вихiдної задачi. Для доведення iснування розв’язкiв даної задачi

умовної мiнiмiзацiї використано дискретний варiант принципу концентрова-

ної компактностi. Наведено приклад, в якому встановленi вище результати

застосовуються до системи

q̈n,m = a∆qn,m + cqn,m − d|qn,m|p−2qn,m, (n,m) ∈ Z2.

Результати даного роздiлу опублiковано в працях [146, 162], а також

додатково висвiтлено в [168].
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РОЗДIЛ 4

БIЖУЧI ХВИЛI В СИСТЕМАХ НЕЛIНIЙНИХ

ОСЦИЛЯТОРIВ НА ДВОВИМIРНIЙ ҐРАТЦI

4.1. Бiжучi хвилi в системах осциляторiв з лiнiйним зв’язком

У цьому пiдроздiлi вивчаються рiвняння, що описують динамiку не-

скiнченної системи лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, розмiщених на

плоскiй цiлочисловiй ґратцi. Як i в попереднiх роздiлах, припускається, що

кожний осцилятор лiнiйно взаємодiє з чотирма своїми найближчими сусiда-

ми. Рiвняння руху системи, що розглядається, мають вигляд

q̈n,m(t) = c1 (qn+1,m(t) + qn−1,m(t)− 2qn,m(t)) +

+c2 (qn,m+1(t) + qn,m−1(t)− 2qn,m(t))− U ′(qn,m(t)), (n,m) ∈ Z2, (4.1)

де qn,m(t) — узагальнена координата n–го осцилятора в момент часу t, c1, c2

∈ R.

Розглянемо систему осциляторiв iз зовнiшнiм потенцiалом вигляду

U(r) = −a
2
r2 + V (r).

Тодi система (4.1) набуде вигляду

q̈n,m(t) = c1∆(1)qn,m(t) + c2∆(2)qn,m(t) + aqn,m(t)− V ′(qn,m(t)), (n,m) ∈ Z2,

(4.2)

де (
∆(1)q

)
n,m

= qn+1,m + qn−1,m − 2qn,m,(
∆(2)q

)
n,m

= qn,m+1 + qn,m−1 − 2qn,m

(дискретнi оператори Лапласа вiдповiдно за змiнними n im). Якщо c1 = c2 =
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1, то сума цих операторiв буде двовимiрним дискретним оператором Лапласа

(∆q)n,m = qn+1,m + qn−1,m + qn,m+1 + qn,m−1 − 4qn,m.

4.1.1. Формулювання задачi про бiжучi хвилi. Основнi при-

пущення

Бiжучою хвилею в даному випадку є розв’язок вигляду

qn,m(t) = u(n cosϕ+m sinϕ− ct), (4.3)

де
−→
l (cosϕ, sinϕ) — фiксований хвильовий вектор, який задає напрям по-

ширення хвилi. Нагадаємо, що функцiя u(s) неперервного аргументу s ∈ R

називається профiлем бiжучої хвилi. Стала c представляє собою швидкiсть

хвилi. Якщо c > 0, то хвиля змiщується вправо, а якщо c < 0, то влiво.

Пiдставляючи (4.3) в (4.2), одержуємо рiвняння для профiлю u(s) бi-

жучої хвилi

c2u′′(s) = c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s)) + au(s)− V ′(u(s)), (4.4)

де s = n cosϕ + m sinϕ− ct. Цiкавими є нетривiальнi хвилi з профiлем u не

рiвним нулю тотожно.

Всюди далi пiд розв’язком рiвняння (4.4) розумiється функцiя u ∈

C2(R;R), яка задовольняє це рiвняння.

Будемо вивчати два види бiжучих хвиль: перiодичнi та вiдокремленi. У

випадку перiодичних бiжучих хвиль для знаходження профiлю хвилi достат-

ньо знайти розв’язок рiвняння (4.4) з умовою перiодичностi

u(s+ 2k) = u(s), s ∈ R, (4.5)

де k > 0 — деяке число. Профiль вiдокремленої хвилi є розв’язком рiвняння

(4.4) з крайовими умовами на нескiнченностi

lim
s→±∞

u(s) = u(±∞) = 0. (4.6)

Зауважимо, що для кутiв ϕ = πk
4 , k ∈ Z, рiвняння (4.4) зводиться до

рiвняння, що вiдповiдає одновимiрнiй ґратцi. Таким чином, результати цього

пiдроздiлу мiстять результати праць [9,138,143] в якостi часткових випадкiв.
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Зазначимо, що в рiвняння (4.4) швидкiсть c входить тiльки в квадратi.

Звiдси випливає, що якщо функцiя u(s) задовольняє рiвняння (4.4), то iснує

двi бiжучi хвилi з даним профiлем та швидкостями ±c.

Використовуючи iдею, реалiзовану в [82], введемо в розгляд множину

Ω(c1, c2, a) =

{
c > 0 : min

ξ∈R
σ(ξ) ≥ 0

}
,

де

σ(ξ) = c2ξ2 − 4c1 sin2

(
ξ

2
cosϕ

)
− 4c2 sin2

(
ξ

2
sinϕ

)
+ a.

Очевидно, що ця множина непорожня, якщо a ≥ 0. Важливу роль вiдiграє

величина c0, яка визначається рiвнiстю

c0 = c0(c1, c2, a) := inf
c>0

Ω(c1, c2, a). (4.7)

Всюди далi припускається, що потенцiал V (r) задовольняє умову:

(h4) V (r) — неперервно диференцiйовна функцiя на R, V (0) = V ′(0) = 0 i

V ′(r) = o(r) при r → 0, та iснує таке µ > 2, що

0 < µV (r) ≤ V ′(r)r, r 6= 0.

Зауважимо, що за виконання умови (h4) потенцiали U(r) = −a
2r

2+V (r)

є притягуючими до стану рiвноваги при a ≥ 0 (сильно поблизу нуля, якщо

a > 0, i слабко поблизу нуля, якщо a = 0) i вiдштовхуючими при a < 0.

4.1.2. Варiацiйне формулювання задачi. Попереднi леми

З рiвнянням (4.4) та умовою (4.5) пов’язується функцiонал

Jk(u) =

k∫
−k

[
c2

2
(u′(s))2 − c1

2
(u(s+ cosϕ)− u(s))2−

−c2

2
(u(s+ sinϕ)− u(s))2 +

a

2
u2(s)− V (u(s))

]
ds, (4.8)

визначений на просторi

Ek =
{
u ∈ H1

loc(R) : u(s+ 2k) = u(s)
}

з нормою

‖u‖k =
(
‖u‖2

L2(−k,k) + ‖u′‖2
L2(−k,k)

) 1
2

=

 k∫
−k

[
(u(s))2 + (u′(s))2

]
ds


1
2

.
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Тобто Ek — соболєвський простiр 2k–перiодичних функцiй.

З рiвнянням (4.4) та умовами (4.6) пов’язується функцiонал

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 − c1

2
(u(s+ cosϕ)− u(s))2−

−c2

2
(u(s+ sinϕ)− u(s))2 +

a

2
u2(s)− V (u(s))

]
ds, (4.9)

визначений на просторi E = H1(R) зi стандартною соболєвською нормою:

‖u‖ =
(
‖u‖2

L2(R) + ‖u′‖2
L2(R)

) 1
2

=

 +∞∫
−∞

[
(u(s))2 + (u′(s))2

]
ds

 1
2

.

Нагадаємо, що за теоремою вкладення Ek ⊂ C([−k, k]) та E ⊂ C0(R),

де C([−k, k]) та C0(R) — вiдповiдно простiр неперервних функцiй на [−k, k]

та замкнений пiдпростiр простору обмежених неперервних на R функцiй, якi

збiгаються до нуля на нескiнченностi (див. [194]). Останнє означає, що для

будь-якого u ∈ E виконуються умови (4.6).

Для спрощення записiв на просторi Ek означимо оператори Ek → Ek:

(Au)(s) := u(s+ cosϕ)− u(s) =

s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ,

(Bu)(s) := u(s+ sinϕ)− u(s) =

s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ.

Далi нам знадобиться наступна лема:

Лема 4.1. Оператори A та B є обмеженими лiнiйними операторами, що

задовольняють такi нерiвностi

‖Au‖L2(−k,k) ≤ | cosϕ| · ‖u′‖L2(−k,k), ‖Bu‖L2(−k,k) ≤ | sinϕ| · ‖u′‖L2(−k,k), u ∈ Ek,

‖Au‖L2(R) ≤ | cosϕ| · ‖u′‖L2(R)), ‖Bu‖L2(R)) ≤ | sinϕ| · ‖u′‖L2(R)), u ∈ E (4.10)

i

‖Au‖L∞(−k,k) ≤ l1(k) · ‖u′‖L2(−k,k), ‖Bu‖L∞(−k,k) ≤ l2(k) · ‖u′‖L2(−k,k), u ∈ Ek,

‖Au‖L∞(R) ≤ l1(k) · ‖u′‖L2(R)), ‖Bu‖L∞(R)) ≤ l2(k) · ‖u′‖L2(R)), u ∈ E, (4.11)
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з

l1(k) =

| cosϕ|
√[

1
2k

]
+ 1, 0 < 2k < 1,

| cosϕ|, 2k ≥ 1,

та

l2(k) =

| sinϕ|
√[

1
2k

]
+ 1, 0 < 2k < 1,

| sinϕ|, 2k ≥ 1,

де
[

1
2k

]
— цiла частина 1

2k .

Доведення. Нехай cosϕ ≥ 0, тодi за нерiвнiстю Кошi-Буняковського-

Шварца маємо

|u(s+ cosϕ)− u(s)|2 =

∣∣∣∣∣∣
s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2

≤

∣∣∣∣∣∣
s+cosϕ∫
s

|u′(τ)|dτ

∣∣∣∣∣∣
2

≤

≤


 s+cosϕ∫

s

dτ


1
2


2

·


 s+cosϕ∫

s

|u′(τ)|2|dτ


1
2


2

=

= cosϕ ·
s+cosϕ∫
s

|u′(τ)|2|dτ.

Iнтегруючи останню нерiвнiсть, одержуємо
k∫

−k

|u(s+ cosϕ)− u(s)|2ds ≤ cosϕ ·
k∫

−k

s+cosϕ∫
s

|u′(τ)|2|dτds =

= cosϕ ·
∫∫
D

|u′(τ)|2|dτds,

де

D = {(s, τ) : −k ≤ s ≤ k, s ≤ τ ≤ s+ cosϕ}.

Змiнюючи порядок iнтегрування, неважко бачити, що подвiйний iнтеграл в

правiй частинi спiвпадає з iнтегралом

cosϕ ·
∫∫
D1

|u′(τ)|2|dτds,

де

D1 = {(s, τ) : −k ≤ τ ≤ k, τ − cosϕ ≤ s ≤ τ}.
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Переходячи в останньому iнтегралi до повторного, одержуємо
k∫

−k

|u(s+ cosϕ)− u(s)|2ds ≤ cosϕ ·
k∫

−k

τ∫
τ−cosϕ

|u′(τ)|2|dτds =

= cos2 ϕ ·
k∫

−k

|u′(τ)|2|dτ = cos2 ϕ · ‖u′‖2
L2(−k,k).

Тепер нехай cosϕ ≤ 0, тодi − cosϕ ≥ 0 i, мiркуючи аналогiчно, одержуємо
k∫

−k

|u(s+ cosϕ)− u(s)|2ds ≤ − cosϕ ·
k∫

−k

τ−cosϕ∫
τ

|u′(τ)|2|dτds =

= cos2 ϕ ·
k∫

−k

|u′(τ)|2|dτ = cos2 ϕ · ‖u′‖2
L2(−k,k).

Таким чином, в обох випадках
k∫

−k

|u(s+ cosϕ)− u(s)|2ds ≤ cos2 ϕ · ‖u′‖2
L2(−k,k).

Добуваючи корiнь квадратний вiд обох частин нерiвностi, отримуємо першу

з нерiвностей (4.10). Друга нерiвнiсть доводиться аналогiчно.

Для доведення третьої нерiвностi з нерiвностей (4.10) використаємо пе-

ретворення Фур’є:

û(ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s)ds.

Тодi, використовуючи формулу iнтегрування частинами, маємо

û′(ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu′(s)ds =
1√
2π

+∞∫
−∞

iξe−iξsu(s)ds = iξû(ξ),

звiдси

|û′(ξ)|2 = ξ2|û(ξ)|2.

Далi

Âu(ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsAu(s)ds =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s+ cosϕ)ds− 1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s)ds =
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=
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξ(s−cosϕ)u(s)ds− 1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s)ds =

=
(
eiξ cosϕ − 1

)
û(ξ).

Тодi

|Âu(ξ)|2 = |2− 2 cos(ξ cosϕ)| · |û(ξ)|2 = 4 sin2

(
ξ cosϕ

2

)
|û(ξ)|2 ≤

≤ ξ2 cos2 ϕ|û(ξ)|2 = cos2 ϕ|û′(ξ)|2.

Звiдси, використовуючи рiвнiсть Парсеваля:
+∞∫
−∞

|û(ξ)|2dξ =

+∞∫
−∞

|u(s)|2ds,

одержуємо
+∞∫
−∞

|Au(s)|2ds ≤ cos2 ϕ

+∞∫
−∞

|u′(s)|2ds,

або

‖Au‖L2(R) ≤ | cosϕ| · ‖u′‖L2(R)

Аналогiчно одержуємо четверту нерiвнiсть

‖Bu‖L2(R) ≤ | sinϕ| · ‖u′‖L2(R).

Зауважимо, що першi двi нерiвностi з нерiвностей (4.10) можна аналогiчно

довести за допомогою рядiв Фур’є замiсть перевторення Фур’є.

Доведемо першу з нерiвностей (4.11). Нехай 2k = 1 i cosϕ ≥ 0, тодi

аналогiчно, як i вище,

|Au(s)| =

∣∣∣∣∣∣
s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
s+cosϕ∫
s

|u′(τ)|dτ ≤

≤ √cosϕ

 s+cosϕ∫
s

|u′(τ)|2dτ


1
2

=

=
√

cosϕ

cosϕ

1∫
0

|u′(τ)|2dτ


1
2

= cosϕ · ‖u′‖L2(− 1
2 ,

1
2 ).

Якщо ж cosϕ ≤ 0, то |Au(s)| ≤ − cosϕ · ‖u′‖L2(− 1
2 ,

1
2 ).

Нехай тепер 0 < 2k 6= 1 i cosϕ ≥ 0. Позначимо через ω =
[

1
2k

]
cosϕ,
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тодi 2kω ≤ cosϕ < 2k(ω + cosϕ), звiдки маємо

|Au(s)| ≤ √cosϕ

 s+cosϕ∫
s

|u′(τ)|2dτ


1
2

≤

≤ √cosϕ

 s+2k(ω+cosϕ)∫
s

|u′(τ)|2dτ


1
2

=

=
√

cosϕ

(ω + cosϕ)

2k∫
0

|u′(τ)|2dτ


1
2

≤

≤ √cosϕ
√
ω + cosϕ‖u′‖L2(−k,k) =

√
cosϕ

√[
1

2k

]
+ 1‖u′‖L2(−k,k).

Аналогiчно мiркуємо у випадку cosϕ ≤ 0 i першу з нерiвностей (4.11) дове-

дено. Всi iншi нерiвностi (4.11) доводяться аналогiчно. Лему доведено.

Лема 4.2. Нехай виконується умова (h4). Тодi функцiонали Jk i J нале-

жать класу C1, а їх похiднi визначаються формулами

〈J ′k(u), h〉 =

k∫
−k

[c2u′(s)h′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))h(s)+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))h(s) + au(s)h(s)− V ′(u(s))h(s)]ds,

〈J ′(u), h〉 =

+∞∫
−∞

[c2u′(s)h′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))h(s)+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))h(s) + au(s)h(s)− V ′(u(s))h(s)]ds,

для будь-яких u, h ∈ Ek та u, h ∈ E вiдповiдно.

Доведення. Крок 1. Розглянемо функцiонал Jk i подамо його у виглядi

Jk(u) = c2Ψ
(1)
k (u)− c1Ψ

(2)
k (u)− c2Ψ

(3)
k (u) + aΨ

(4)
k (u)− Sk(u),

де

Ψ
(1)
k (u) =

1

2

k∫
−k

(u′(s))2ds =
1

2
‖u′‖2

L2(−k,k),

Ψ
(2)
k (u) =

1

2

k∫
−k

(Au(s))2ds =
1

2

k∫
−k

(u(s+ cosϕ)− u(s))2ds,
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Ψ
(3)
k (u) =

1

2

k∫
−k

(Bu(s))2ds =
1

2

k∫
−k

(u(s+ sinϕ)− u(s))2ds,

Ψ
(4)
k (u) =

1

2

k∫
−k

(u(s))2ds,

Sk(u) =
1

2

k∫
−k

V (u(s))ds.

Легко бачити, що Ψ
(i)
k ∈ C1, i = 1, 4. При цьому для похiдних маємо

〈Ψ(1)′

k (u), h〉 =

k∫
−k

u′(s)h′(s)ds,

〈Ψ(2)′

k (u), h〉 =

k∫
−k

(u(s+ cosϕ)− u(s))(h(s+ cosϕ)− h(s))ds,

〈Ψ(3)′

k (u), h〉 =

k∫
−k

(u(s+ sinϕ)− u(s))(h(s+ sinϕ)− h(s))ds,

〈Ψ(4)′

k (u), h〉 =

k∫
−k

u(s)h(s)ds.

Далi маємо

〈Ψ(2)′

k (u), h〉 =

k∫
−k

u(s+ cosϕ)h(s+ cosϕ)ds+

k∫
−k

u(s)h(s)ds−

−
k∫

−k

u(s+ cosϕ)h(s)ds−
k∫

−k

u(s)h(s+ cosϕ)ds.

Враховуючи 2k-перiодичнiсть та роблячи замiну τ = s+ cosϕ одержуємо

〈Ψ(2)′

k (u), h〉 =

k+cosϕ∫
−k+cosϕ

u(τ)h(τ)dτ +

k∫
−k

u(s)h(s)ds−

−
k∫

−k

u(s+ cosϕ)h(s)ds−
k+cosϕ∫

−k+cosϕ

u(τ − cosϕ)h(τ)dτ =
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= 2

k∫
−k

u(s)h(s)ds−
k∫

−k

u(s+ cosϕ)h(s)ds−
k∫

−k

u(s− cosϕ)h(s)ds =

= −
k∫

−k

(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))h(s)ds.

Аналогiчно

〈Ψ(3)′

k (u), h〉 = −
k∫

−k

(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))h(s)ds.

Знайдемо тепер похiдну Гато функцiоналу Sk. Нехай u, h ∈ Ek, тодi за

формулою Лагранжа для будь-якого s ∈ [−k, k] iснує таке θ = θ(s) ∈ (0, 1),

що

1

λ
(Sk(u+ λh)− Sk(u)) =

k∫
−k

V ′ (u(s) + λθh(s))h(s)ds =

=

k∫
−k

V ′ (u(s))h(s)ds+

k∫
−k

[V ′ (u(s) + λθh(s))− V ′(u(s))]h(s)ds.

Тут останнiй iнтеграл прямує до нуля при λ → 0. Справдi, згiдно теореми

вкладення, u, h ∈ C([−k, k]), причому iснує таке R > 0, що при |λ| ≤ 1 маємо

‖u‖C([−k,k]) ≤ R i ‖u+ λθh‖C([−k,k]) ≤ R.

Оскiльки функцiя V ′(r) неперервна i, отже, рiвномiрно неперервна на [−R,R],

а λθh→ 0 рiвномiрно на [−k, k], то

V ′ (u(s) + λθh(s))− V ′(u(s))→ 0

рiвномiрно на [−k, k]. Звiдси випливає, що
k∫

−k

[V ′ (u(s) + λθh(s))− V ′(u(s))]h(s)ds→ 0

при λ→ 0. Отже,

〈S ′k(u), h〉 =

k∫
−k

V ′(u(s))h(s)ds.

Крок 2.Доведемо тепер, що Sk(u) належить класу C1. Для цього достат-

ньо показати, що вiн належить класу C1 на кожнiй вiдкритiй кулi простору
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Ek з центром у нулi. Нехай Br0 — така куля радiуса r0 > 0. За теоремою

вкладення, Br0 ⊂ B̃r1, де B̃r1 — вiдкрита куля деякого радiуса r1 у просторi

C([−k, k]). Зафiксуємо довiльну неперервно диференцiйовну функцiю Ṽ (r)

таку, що Ṽ (r) = V (r) при |r| < r2 i Ṽ (r) = r при |r| ≥ r2, де r2 > r1

достатньо велике.

Розглянемо функцiонал

S̃k =

k∫
−k

Ṽ (u(s))ds.

За побудовою, S̃k збiгається з Sk на кулi Br0. В силу класичних результа-

тiв (див. [183, 190], S̃k є C1-функцiоналом на просторi L2(−k, k) i, отже, на

неперервно вкладеному в нього просторi Ek.

Доведення у випадку функцiоналу J аналогiчне. Лему доведено.

Наступна лема показує, що рiвняння (4.4), у деякому розумiннi, є рiв-

нянням Ейлера-Лагранжа для функцiоналiв дiї (4.8) та (4.9) у вiдповiдних

просторах.

Лема 4.3. Нехай виконується умова (h4). Тодi критичнi точки функцiо-

налiв Jk та J є розв’язками рiвняння (4.4), якi задовольняють умови (4.5)

та (4.6) вiдповiдно.

Доведення. Розглянемо функцiонал J . Оскiльки за теоремою вкладе-

ння кожний елемент u ∈ E задовольняє умови (4.6), то достатньо тiльки

перевiрити, що критичнi точки функцiоналу J є розв’язками рiвняння (4.4).

Нехай u ∈ E — критична точка функцiоналу J . Тодi 〈J ′(u), h〉 = 0 для

будь-якого h ∈ E. Виберемо h = g ∈ C∞0 (R) довiльно i використаємо лему 4.2.

Тодi
+∞∫
−∞

[c2u′(s)g′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))g(s)+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))g(s) + au(s)g(s)− V ′(u(s))g(s)]ds = 0.

Iнтегруючи перший доданок пiд знаком iнтеграла частинами i враховуючи
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умови (4.6), одержуємо
+∞∫
−∞

[−c2u′′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s)) + au(s)− V ′(u(s))]g(s)ds = 0.

Це означає, що u задовольняє рiвняння (4.4) в сенсi узагальнених функцiй,

тобто u — слабкий розв’язок рiвняння (4.4). Але тодi, також в сенсi узагаль-

нених функцiй, правильна рiвнiсть

c2u′′(s) = c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s)) + au(s)− V ′(u(s)). (4.12)

За теоремою вкладення u ∈ Cb(R). Тому права частина (4.12) — неперервна

функцiя. Звiдки u′′(s) також неперервна функцiя i, отже, u ∈ C2(R;R) —

розв’язок рiвняння (4.4) в звичайному сенсi.

Доведення у випадку функцiоналу Jk аналогiчне. Лему доведено.

Подамо функцiонали Jk та J у виглядi

Jk(u) =
1

2
Ψk(u)− Sk(u),

J(u) =
1

2
Ψ(u)− S(u),

де

Ψk(u) =

k∫
−k

[
c2|u′(s)|2 − c1|Au(s)|2 − c2|Bu(s)|2 + a|u(s)|2

]
ds,

Sk(u) =

k∫
−k

V (u(s))ds,

Ψ(u) =

+∞∫
−∞

[
c2|u′(s)|2 − c1|Au(s)|2 − c2|Bu(s)|2 + a|u(s)|2

]
ds,

S(u) =

+∞∫
−∞

V (u(s))ds.

Далi знадобиться наступна лема, яка дає певнi оцiнки для функцiоналiв

Ψk та Ψ.
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Лема 4.4. Для будь-яких a > 0 i c > c0 iснують додатнi сталi λ0 та λ1,

якi залежать вiд a i c, i такi, що

λ0‖u‖2
k ≤ Ψk(u) ≤ λ1‖u‖2

k, λ0‖u‖2 ≤ Ψ(u) ≤ λ1‖u‖2. (4.13)

Доведення. Розглянемо випадок функцiоналу J . Для доведення леми

використаємо перетворення Фур’є

û(ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s)ds.

Тодi, використовуючи формулу iнтегрування частинами, маємо

û′(ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu′(s)ds =
1√
2π

+∞∫
−∞

iξe−iξsu(s)ds = iξû(ξ),

звiдси

|û′(ξ)|2 = ξ2|û(ξ)|2.

Далi

Âu(ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsAu(s)ds =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s+ cosϕ)ds− 1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s)ds =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξ(s−cosϕ)u(s)ds− 1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s)ds =

=
(
eiξ cosϕ − 1

)
û(ξ),

звiдки

|Âu(ξ)|2 = |2− 2 cos(ξ cosϕ)| · |û(ξ)|2 = 4 sin2

(
ξ cosϕ

2

)
|û(ξ)|2.

Аналогiчно

B̂u(ξ) =
(
e−iξ sinϕ − 1

)
û(ξ),

|B̂u(ξ)|2 = 4 sin2

(
ξ sinϕ

2

)
|û(ξ)|2.

Тодi, використовуючи рiвнiсть Парсеваля:
+∞∫
−∞

|û(ξ)|2dξ =

+∞∫
−∞

|u(s)|2ds,
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одержуємо, що

‖u‖2 =

+∞∫
−∞

(|u(s)|2 + |u′(s)|2)ds =

+∞∫
−∞

(|û(ξ)|2 + |û′(ξ)|2)dξ =

= ‖û‖2 =

+∞∫
−∞

(1 + ξ2)|û(ξ)|2dξ.

Таким чином, маємо

Ψ(u) =

+∞∫
−∞

[
c2|u′(s)|2 − c1|Au(s)|2 − c2|Bu(s)|2 + a|u(s)|2

]
ds =

=

+∞∫
−∞

[
c2|û′(ξ)|2 − c1|Âu(ξ)|2 − c2|B̂u(ξ)|2 + a|û(ξ)|2

]
dξ =

=

+∞∫
−∞

(
c2ξ2 − 4c1 sin2

(
ξ cosϕ

2

)
− 4c2 sin2

(
ξ sinϕ

2

)
+ a

)
|û(ξ)|2dξ =

=

+∞∫
−∞

σ(ξ)

1 + ξ2
(1 + ξ2)|û(ξ)|2dξ,

де

σ(ξ) = c2ξ2 − 4c1 sin2

(
ξ cosϕ

2

)
− 4c2 sin2

(
ξ sinϕ

2

)
+ a.

Звiдси одержуємо

λ0‖u‖2 = λ0‖û‖2 ≤ Ψ(u) ≤ λ1‖û‖2 = λ1‖u‖2,

де

λ0 = inf
ξ∈R

σ(ξ)

1 + ξ2
, λ1 = sup

ξ∈R

σ(ξ)

1 + ξ2
.

У випадку функцiоналу Jk доведення аналогiчне (тiльки замiсть пере-

творення Фур’є потрiбно використати ряд Фур’є). Лему доведено.

Лема 4.5. Нехай виконується умова (h4), a > 0 i c > c0. Тодi iснують такi

ε0 > 0 i γ > 0, якi не залежать вiд k, що для нетривiальних критичних

точок функцiоналiв Jk та J правильнi вiдповiдно нерiвностi

ε0 ≤ ‖u‖2
k ≤ γJk(u), ε0 ≤ ‖u‖2 ≤ γJ(u). (4.14)

Доведення. Доведемо першу з подвiйних нерiвностей (4.14). Нехай u ∈
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Ek — критична точка функцiоналу Jk. Тодi J ′k(u) = 0 i, враховуючи умову

(h4), одержуємо

Jk(u) = Jk(u)− 1

µ
〈J ′k(u), u〉 =

=

(
1

2
− 1

µ

) k∫
−k

[
c2|u′(s)|2 − c1|Au(s)|2 − c2|Bu(s)|2 + a|u(s)|2

]
ds−

−
k∫

−k

[
V (u(s))− 1

µ
V ′(u(s))u(s)

]
ds ≥ µ− 2

2µ
Ψk(u).

Використовуючи лему 4.4, отримуємо, що

Jk(u) ≥ µ− 2

2µ
λ0‖u‖2

k.

Звiдси випливає права нерiвнiсть.

Доведемо лiву нерiвнiсть. Для критичної точки u ∈ Ek маємо 〈J ′k(u), u〉 =

0, тобто
k∫

−k

[
c2|u′(s)|2 − c1|Au(s)|2 − c2|Bu(s)|2 + a|u(s)|2

]
ds =

k∫
−k

V ′(u(s))ds.

Звiдси, як i вище, маємо

λ0‖u‖2
k ≤

k∫
−k

V ′(u(s))ds. (4.15)

Згiдно леми 3.2,

V ′(r)r ≤ σ(|r|)r2,

де σ(r) — деяка монотонно зростаюча неперервна функцiя вiд r ≥ 0 i σ(0) =

0. Тодi iз (4.15) випливає, що

λ0‖u‖2
k ≤ σ

(
‖u‖C([−k,k])

) k∫
−k

|u(s)|2ds.

За теоремою вкладення, ‖u‖C([−k,k]) ≤ C · ‖u‖k зi сталою C, яка не залежить

вiд k. Таким чином,

λ0‖u‖2
k ≤ σ (C · ‖u‖k) ‖u‖2

k.

Оскiльки u 6= 0, то

σ (C · ‖u‖k) ≥ λ0,
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звiдки випливає лiва нерiвнiсть з

ε
1
2
0 = C−1 · σ−1(λ0).

Друга подвiйна нерiвнiсть (4.14) доводиться аналогiчно, з тими ж ста-

лими ε0 та γ. Лему доведено.

4.1.3. Iснування надзвукових перiодичних бiжучих хвиль в

системах лiнiйно зв’язаних осциляторiв

За допомогою теореми про гiрський перевал (теорема В.1) встановимо

iснування нетривiальних бiжучих хвиль з перiодичним профiлем. Для цього,

згiдно леми 4.3, достатньо встановити iснування нетривiальних критичних то-

чок функцiоналу Jk. Зауважимо, що u = 0 завжди є тривiальною критичною

точкою та дає тривiальну бiжучу хвилю, яка тотожно рiвна нулю.

Наступна теорема є основним результатом даного пункту.

Теорема 4.1. Нехай виконується умова (h4) i a > 0. Тодi для будь-яких

k > 0 i c > c0 рiвняння (4.4) має нетривiальний розв’язок u, що задовольняє

умову (4.5). Крiм того, iснують такi додатнi сталi ε0, C0, ε i C, якi не

залежать вiд k, що

ε0 ≤ ‖u‖2
k ≤ C0, (4.16)

ε ≤ Jk(u) ≤ C. (4.17)

Бiльше того, цей розв’язок не сталий при достатньо великих значеннях k.

Для функцiоналу Jk перевiримо виконання умов теореми про гiрський

перевал. Почнемо з умови Пале–Смейла.

Лема 4.6. За виконання умов теореми 4.1 функцiонал Jk задовольняє умову

Пале–Смейла.

Доведення. Нехай {un} — послiдовнiсть Пале-Смейла функцiоналу Jk

на деякому рiвнi b. Тодi, для достатньо великого n, ‖J ′k(un)‖k,∗ ≤ 1 i |Jk(un)| ≤

b+ 1. Тобто для достатньо великих n маємо

b+ 1 +
1

µ
‖un‖k ≥ Jk(un)−

1

µ
〈J ′k(un), un〉 =
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=

(
1

2
− 1

µ

) k∫
−k

[
c2(u′n(s))

2 − c1(Aun(s))
2 − c2(Bun(s))

2 + a(un(s))
2
]
ds+

+

k∫
−k

[
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

]
ds =

=

(
1

2
− 1

µ

)
Ψk(u) +

k∫
−k

[
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

]
ds ≥

≥
(

1

2
− 1

µ

)
λ0‖un‖2

k.

Остання нерiвнiсть доводить обмеженiсть послiдовностi {un} .

Оскiльки простiр Ek гiльбертiв, то можна вважати (переходячи до пiд-

послiдовностi з тим самим позначенням), що un → u слабко в Ek. Згiдно

компактностi вкладення Ek ⊂ C([−k, k]) остання збiжнiсть є сильною в

C([−k, k]).

Тодi за лемою 4.2 для будь-яких натуральних n i m маємо

〈J ′k(un)− J ′k(um), un − um〉 =

= Ψ(un − um)−
k∫

−k

[V ′(un(s))− V ′(um(s))]ds.

Звiдси, використовуючи нерiвностi (4.14), одержуємо

〈J ′k(un)− J ′k(um), un − um〉 ≥ λ0‖un − um‖2
k −

k∫
−k

[V ′(un(s))− V ′(um(s))]ds,

або

λ0‖un−um‖2
k ≤ 〈J ′k(un)−J ′k(um), un−um〉+

k∫
−k

[V ′(un(s))−V ′(um(s))]ds. (4.18)

Оскiльки un−um → 0 слабко в Ek (послiдовнiсть {un} обмежена), а J ′k(un)→

0 сильно в спряженому просторi E∗k (при n,m → ∞), то перший доданок

в правiй частинi (4.18) прямує до нуля. Крiм того, un → u в C([−k, k]).

Звiдси випливає, що пiдiнтегральний вираз в (4.18) прямує до нуля рiвномiрно

на [−k, k] при n,m → ∞. Таким чином, другий доданок в правiй частинi

(4.18) також прямує до нуля. Тодi i лiва частина цiєї нерiвностi прямує до
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нуля, звiдки ‖un − um‖k → 0 при n,m → ∞, тобто {un} — фундаментальна

послiдовнiсть в гiльбертовому просторi Ek i, отже, un → u сильно в Ek. Лему

доведено.

В наступних двох лемах перевiряється геометрiя гiрського перевалу.

Лема 4.7. За виконання умов теореми 4.1 iснують такi r0 > 0 та α0 > 0,

якi не залежать вiд k, що

inf
‖u‖k=r0

Jk(u) > α0.

Доведення. За лемою 3.2, враховуючи умову (h4), маємо

V (r) ≤ µ−1σ(|r|)r2.

Тодi

Jk(u) =
1

2
Ψ(u)−

k∫
−k

V (u(s))ds ≥

≥ λ0

2
‖u‖2

k −
1

µ

k∫
−k

σ(|u(s)|)(u(s))2ds ≥

≥ λ0

2
‖u‖2

k −
1

µ
σ
(
‖u‖C([−k,k])

)
‖u‖2

L2(−k,k) ≥

≥ λ0

2
‖u‖2

k −
1

µ
σ
(
‖u‖C([−k,k])

)
‖u‖2

k.

Але за теоремою вкладення, ‖u‖C([−k,k]) ≤ C‖u‖k. Тому

Jk(u) ≥
(
λ0

2
− 1

µ
σ(C‖u‖k)

)
‖u‖2

k.

Тепер виберемо r0 > 0 таким, що 1
µσ(Cr0) = λ0

4 . Це очевидно можливо в силу

властивостей функцiї σ(r). Тодi при ‖u‖k = r0 маємо

Jk(u) ≥ λ0r
2
0

4
,

i лему доведено.

Лема 4.8. За виконання умов теореми 4.1 iснує елемент e ∈ Ek з нормою

‖u‖k > r0 такий, що Jk(e) ≤ 0.

Доведення. За лемою 3.1, для всiх r

V (r) ≥ d|r|µ − d0.
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Нехай u ∈ Ek \ {0} та r > 0. Тодi маємо

Jk(ru) =
1

2

k∫
−k

[
c2r2(u′(s))2 − c1r

2(Au(s))2 − c2r
2(Bu(s))2 + ar2(u(s))2

]
ds−

−
k∫

−k

V (ru(s))ds ≤

≤ r2

2

k∫
−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2 + a(u(s))2

]
ds−

−drµ
k∫

−k

|u(s)|µ + 2kd0.

Оскiльки µ > 2, то Jk(ru) → −∞ при r → +∞, а отже, iснує таке r0 =

r0(u) > 0, що Jk(ru) ≤ 0 для всiх r > r0. Лему доведено.

Доведення теореми 4.1. Згiдно лем 4.6–4.8, для функцiоналу Jk вико-

нуються всi умови теореми про гiрський перевал. Таким чином, Jk має нетри-

вiальну критичну точку u ∈ Ek, яка за лемою 4.3 є розв’язком задачi (4.4),

(4.5). Оцiнки знизу для ‖u‖k i Jk(u) випливають iз леми 4.5. За теоремою

про гiрський перевал, Jk(u) ≤ sup
τ≥0

Jk(τe) = C i тепер верхня оцiнка для ‖u‖k
випливає iз леми 4.5.

Покажемо, що цей розв’язок не сталий для достатньо великих k. Справ-

дi, нехай u(s) = α > 0 сталий розв’язок рiвняння (4.4) (випадок α < 0 анало-

гiчний). Тодi з рiвняння (4.4) маємо, що aα−V ′(α) ≡ 0. Оскiльки V ′(r) = o(r)

при r → 0, то iснує таке α0 > 0, що ar − V ′(r) > 0 при 0 < r < α0. Заува-

жимо, що за умовою (h4): V ′(r) → +∞ при r → +∞, а отже, за теоремою

про промiжне значення сталий розв’язок iснує. Таким чином, α ≥ α0. Тодi

‖u‖k = (2k)
1
2 |α| ≥ (2k)

1
2 |α0| → +∞ при k → +∞, а це суперечить верхнiй

оцiнцi для ‖u‖k в (4.16). Теорему доведено.

Зауважимо, що оскiльки серед встановлених умов iснування бiжучих

хвиль є умова c > c0, то c0 будемо називати швидкiстю звуку в данiй системi
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(як це зроблено, наприклад, в [95]). Тодi теорема 4.1 встановлює iснування

надзвукових перiодичних бiжучих хвиль.

4.1.4. Iснування надзвукових вiдокремлених бiжучих хвиль

в системах лiнiйно зв’язаних осциляторiв

Доведемо тепер iснування вiдокремлених бiжучих хвиль. Бiжучi хвилi

в даному випадку знаходяться як критичнi точки функцiоналу J , для якого

виконуються твердження, аналогiчнi лемам 4.7 та 4.8. Таким чином, функ-

цiонал J задовольняє частинi умов теореми про гiрський перевал. Однак

умова Пале–Смейла для цього функцiоналу не виконується. Тому критичнi

точки в даному випадку будуються за допомогою переходу до границi в кри-

тичних точках функцiоналу Jk при k → ∞, як це було зроблено у випадку

T -перiодичних розв’язкiв у роздiлi 3.

Для доведення основного результату нам знадобиться частковий випа-

док леми 4.1 з [94], який доведено в [143] (Лема 3.5.2):

Лема 4.9. Нехай un ∈ Ekn, де kn → ∞, i {‖un‖kn} обмежена. Тодi, якщо

для деякого r > 0

sup
y∈R

y+r∫
y−r

(un(s))
2ds→ 0, (4.19)

то ‖un‖Lp(−kn,kn) → 0 для будь-якого p > 2.

Наступна теорема є основним результатом даного пункту.

Теорема 4.2. Нехай виконується умова (h4) i a > 0. Тодi для будь-якого

c > c0 рiвняння (4.4) має несталий розв’язок u, який задовольняє умови

(4.6), а отже, iснують двi несталi вiдокремленi бiжучi хвилi з профiлем u

та швидкостями ±c.

Доведення. Крок 1. Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть kn → ∞ i позна-

чимо через un ∈ Ekn розв’язок рiвняння (4.4) з умовою (4.5), побудований в

теоремi 4.1 при k = kn.
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Спочатку покажемо, що переходячи до пiдпослiдовностi (з тим самим

позначенням), можна вважати, що iснують такi δ > 0, r > 0 i послiдовнiсть

{yn} ⊂ R, що
yn+r∫
yn−r

(un(s))
2ds ≥ δ. (4.20)

Справдi, нехай це не так. Тодi для будь-якого r > 0

lim
n→∞

sup
y∈R

y+r∫
y−r

(un(s))
2ds = 0.

Крiм того, в силу нерiвностi (4.16), послiдовнiсть {‖un‖kn} обмежена. Тодi за

лемою 4.9 маємо, що

‖un‖Lp(−kn,kn) → 0. (4.21)

Оскiльки J ′kn(un) = 0, то

〈J ′kn(un), un〉 =

=

kn∫
−kn

[
c2(u′n(s))

2 − c1(Aun(s))
2 − c2(Bun(s))

2 + a(un(s))
2
]
ds−

−
kn∫

−kn

V ′(un(s))un(s)ds = 0,

тобто
kn∫

−kn

[
c2(u′n(s))

2 − c1(Aun(s))
2 − c2(Bun(s))

2 + a(un(s))
2
]
ds =

=

kn∫
−kn

V ′(un(s))un(s)ds.

Звiдки, згiдно (4.13), одержуємо

λ0‖un‖2
kn
≤

kn∫
−kn

V ′(un(s))un(s)ds. (4.22)

За теоремою вкладення, функцiї un(s) неперервнi i рiвномiрно по n обмеженi,

тобто iснує таке R > 0, що |un(s)| ≤ R для всiх n. Зафiксуємо довiльне p > 2.

Тодi, згiдно умови (h4), для будь-якого ε > 0 iснує таке C = C(ε) > 0, що
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при |r| ≤ R

|V ′(r)| ≤ ε|r|+ C|r|p−1.

Застосовуючи останню нерiвнiсть до нерiвностi (4.22), маємо

λ0‖un‖2
kn
≤ ε

kn∫
−kn

|un(s)|2ds+ C

kn∫
−kn

|un(s)|pds =

= ε‖un‖2
L2(−kn,kn) + C‖un‖pLp(−kn,kn) ≤

≤ ε‖un‖2
kn

+ C‖un‖pLp(−kn,kn).

Тодi для ε = λ0
2 маємо

λ0

2
‖un‖2

kn
≤ C‖un‖pLp(−kn,kn).

Але, згiдно (4.21), ‖un‖kn → 0, що суперечить першiй нерiвностi в (4.16).

Одержана суперечнiсть й доводить (4.20).

Зауважимо, що рiвняння (4.4) iнварiантне вiдносно зсувiв. Тому, якщо

u(s) його розв’язок, то u(s+y) також розв’язок для будь-якого y ∈ R. Таким

чином, замiнюючи un(s) на un(s+yn), можна вважати, що (4.20) виконується

з yn = 0.

Тепер оскiльки {‖un‖kn} обмежена, то, переходячи до пiдпослiдовностi

(з тим самим позначенням), можна вважати, що un → u слабко в H1
loc(R),

тобто слабко в H1(a, b) для будь-якого скiнченого iнтервалу (a, b). За теоре-

мою вкладення, un → u рiвномiрно на будь-якому скiнченому iнтервалi. Тому

в нерiвностi (4.20) (з yn = 0) можна перейти до границi та отримати, що
r∫

−r

|un(s)|2ds ≥ δ.

А це означає, що u 6= 0.

Крок 2. Покажемо тепер, що u ∈ E. Для цього вiзьмемо довiльне b > 0

i, в силу обмеженостi {‖un‖kn}, при достатньо великих n маємо
b∫

−b

[
(u′n(s))

2 + (un(s))
2
]
ds ≤

kn∫
−kn

[
(u′n(s))

2 + (un(s))
2
]
ds ≤ C.
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Оскiльки un → u слабко в H1(−b, b), то
b∫

−b

[
(u′(s))2 + (u(s))2

]
ds ≤ lim inf

n→∞

b∫
−b

[
(u′n(s))

2 + (un(s))
2
]
ds ≤ C.

Звiдси, в силу довiльностi b, випливає, що

‖u‖2 =

+∞∫
−∞

[
(u′(s))2 + (u(s))2

]
ds ≤ C < +∞,

i отже, u ∈ E.

Крок 3. I нарештi залишається показати, що u — розв’язок рiвняння

(4.4). Нехай g(s) — довiльна нескiнченно диференцiйовна функцiя з компакт-

ним носiєм supp g(s) ⊂ (−b, b). Тодi для достатньо великого n iнтервал (−kn, kn)

мiстить (−b, b) i, отже, коректно визначена функцiя gn ∈ Ekn, яка спiвпадає

з g на (−kn, kn). Оскiльки un — критична точка функцiоналу Jk при k = kn,

то

0 = 〈J ′kn(un), gn〉 =

=

kn∫
−kn

[
c2u′n(s)g

′
n(s) + c1(un(s+ cosϕ) + un(s− cosϕ)− 2un(s))gn(s)+

+c2(un(s+ sinϕ) + un(s− sinϕ)− 2un(s))gn(s) + aun(s)gn(s)−

−V ′(un(s))gn(s)] ds =

=

b∫
−b

[
c2u′n(s)g

′(s) + c1(un(s+ cosϕ) + un(s− cosϕ)− 2un(s))g(s)+

+c2(un(s+ sinϕ) + un(s− sinϕ)− 2un(s))g(s) + aun(s)g(s)−

−V ′(un(s))g(s)] ds.

Оскiльки un → u слабко в H1(−b, b), то в першому iнтегралi правої части-

ни останньої рiвностi можна перейти до границi при n → ∞. За теоремою

вкладення, un → u рiвномiрно на [−b, b], тому i в другому iнтегралi можна

перейти до границi. Таким чином,

0 =

b∫
−b

[
c2u′(s)g′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))g(s)+
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+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))g(s) + au(s)g(s)−

−V ′(u(s))g(s)] ds =

=

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)g′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))g(s)+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))g(s) + au(s)g(s)−

−V ′(u(s))g(s)] ds = 〈J ′(u), g〉.

Звiдси маємо, що J ′(u) = 0, оскiльки g — довiльна нескiнченно диферен-

цiйовна функцiя з компактним носiєм, а множина таких функцiй щiльна в

E. Таким чином, u — критична точка функцiоналу J i, отже, за лемою 4.3,

розв’язок рiвняння (4.4), який задовольняє умови (4.6).

Оскiльки u 6≡ 0, то згiдно умов (4.6), цей розв’язок, очевидно, не сталий.

Теорему доведено.

4.1.5. Експоненцiальна оцiнка профiлю вiдокремленої хвилi

У цьому пунктi за вiдповiдних припущень доводиться експоненцiальна

оцiнка для розв’язку задачi (4.4), (4.6).

Спочатку рiвняння (4.4) запишемо у виглядi

Lu = f(u), (4.23)

де

(Lu)(s) = −c2u′′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s)) + au(s) (4.24)

i f(r) = V ′(r). На функцiю f(r) накладемо бiльш слабшу, нiж (h4), умову:

(h′4) функцiя f(r) неперервна на R, f(0) = 0, f(r) = o(r) при r → 0, i

f(r) 6= 0 при r 6= 0.

Нехай u ∈ E – розв’язок рiвняння (4.23). Тодi покладемо

g(s) =


f(u(s))
u(s) , u(s) 6= 0,

0, u(s) = 0.
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Iз умови (h′4) випливає, що

lim
s→±∞

g(s) = 0.

У цьому випадку рiвняння (4.23) набуде вигляду

(Lu)(s) = g(s)u(s). (4.25)

Застосовуючи до рiвняння (4.25) перетворення Фур’є:

û(ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s)ds,

одержуємо рiвняння

L̂u(ξ) = ĝ · u(ξ). (4.26)

Тодi

L̂u(ξ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξs
[
−c2u′′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s)) + au(s)] ds.

Iнтегруючи перший доданок двiчi частинами, одержуємо

1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξs(−c2u′′(s))ds = c2ξ2 1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s)ds = c2ξ2û(ξ).

Далi, оскiльки для будь-якого t ∈ R

1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξsu(s+ t)ds =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξ(s−t)u(s)ds = eiξtû(ξ),

то

1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξs(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))ds =

=
(
eiξ cosϕ + e−iξ cosϕ − 2

)
û(ξ) =

(
e

1
2 iξ cosϕ − e−

1
2 iξ cosϕ

)2

û(ξ) =

= −4 sin2

(
ξ

2
cosϕ

)
.

Аналогiчно

1√
2π

+∞∫
−∞

e−iξs(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))ds =

= −4 sin2

(
ξ

2
sinϕ

)
.
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Таким чином, рiвняння (4.26) набуває вигляду

σ(ξ)û(ξ) = ĝ · u(ξ), (4.27)

де

σ(ξ) = c2ξ2 − 4c1 sin2

(
ξ

2
cosϕ

)
− 4c2 sin2

(
ξ

2
sinϕ

)
+ a.

Зауважимо, що функцiя σ(ξ), ξ ∈ R, продовжується до цiлої функцiї

σ(ζ) = c2ζ2 − 4c1 sin2

(
ζ

2
cosϕ

)
− 4c2 sin2

(
ζ

2
sinϕ

)
+ a, ζ ∈ C.

Лема 4.10. Нехай a > 0 та c > 0. Тодi iснує таке β0, що функцiя σ(ζ) не

має нулiв у смужцi |Imζ| < β0.

Доведення. Спочатку зауважимо, що σ(ξ) > 0 при всiх ξ ∈ R i, отже,

σ не перетворюється в нуль на дiйснiй прямiй.

Нехай тепер A — довiльне додатне число i нехай |Imζ| < A. Записавши

ζ у виглядi ζ = ξ + iτ , маємо, що |τ | < A та∣∣∣∣sin(ζ2 cosϕ

)∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣e( iζ2 cosϕ) − e(
−iζ
2 cosϕ)

∣∣∣ =

=
1

2

∣∣∣e iξ2 cosϕe−
τ
2 cosϕ − e

−iξ
2 cosϕe

τ
2 cosϕ

∣∣∣ ≤
≤ 1

2

(∣∣∣e iξ2 cosϕe−
τ
2 cosϕ

∣∣∣+
∣∣∣e−iξ2 cosϕe

τ
2 cosϕ

∣∣∣) =
1

2

(
e−

τ
2 cosϕ + e

τ
2 cosϕ

)
≤

≤ e
A
2 | cosϕ|.

Таким чином, ∣∣∣∣c1 sin2

(
ζ

2
cosϕ

)∣∣∣∣ ≤ |c1|eA| cosϕ|.

Аналогiчно ∣∣∣∣c2 sin2

(
ζ

2
sinϕ

)∣∣∣∣ ≤ |c2|eA| sinϕ|.

Тодi

|σ(ξ + iτ)| ≥ c2|ξ + iτ |2 − 4|c1|e
A
2 | cosϕ| − 4|c2|e

A
2 | sinϕ| − a.

А це означає, що якщо значення |ξ| достатньо велике та |τ | < A, то |σ(ξ +

iτ)| > 0 i, отже, σ(ζ) 6= 0 для таких ζ = ξ + iτ . Таким чином, iснує таке

B > 0, що при |τ | < A, |ξ| ≥ B функцiя σ(ζ) не перетворюється в нуль. Крiм

того, аналiтична функцiя σ(ζ) в прямокутнику |τ | < A, |ξ| < B може мати
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не бiльше, нiж скiнченне число нулiв. Тодi можна вказати таке β0 > 0, що в

смужцi |τ | < β0 функцiя σ(ζ) не має нулiв. Лему доведено.

Далi знадобиться наступна лема (див. [95], лема 4.8).

Лема 4.11. Нехай f(s) i g(s) обмеженi невiд’ємнi функцiї на R, причому

lim
s→±∞

g(s) = 0. Нехай також

f(s) ≤
+∞∫
−∞

e−β|s−t|g(t)f(t)dt,

з β > 0. Тодi для всiх α ∈ (0, β) iснує така стала C = C(α), що

f(s) ≤ Ce−α|s|.

Основним результатом даного пункту є наступна теорема.

Теорема 4.3. Нехай виконується умова (h′4), a > 0 та c > c0. Тодi якщо

u ∈ E — розв’язок рiвняння (4.4), то для будь-якого α ∈ (0, β0), де β0 з

леми 4.10, iснує таке Cα > 0, що

|u(s)| ≤ Cαe
−α|s|. (4.28)

Доведення. З рiвняння (4.27) маємо

û(ξ) =
1

σ(ξ)
ĝ · u(ξ).

Покладемо

K(s) =
1√
2π

+∞∫
−∞

eisξ · 1

σ(ξ)
dξ.

Тодi u(s) можна подати у виглядi

u(s) = [K ∗ (g · u)](s) =

+∞∫
−∞

K(s− t)g(t)u(t)dt, (4.29)

де ∗ — операцiя згортки функцiй.

За лемою 4.10 функцiя 1
σ(ζ) аналiтична в смужцi |Imζ| < β0, тому за

теоремою Пелi–Вiнера (див. [207], теорема IХ.14), для K(s) правильна оцiнка

|K(s)| ≤ Cβe
−β|s|



163

для будь-якого β ∈ (0, β0). Тодi з (4.29) маємо

|u(s)| ≤
+∞∫
−∞

e−β|s−t|Cβ|g(t)| · |u(t)|dt.

Звiдси, враховуючи лему 4.11, одержуємо оцiнку (4.28). Теорему доведено.

Враховуючи те, що умова (h4) сильнiша, нiж (h′4), одержуємо наступний

наслiдок.

Наслiдок 4.1. Нехай виконується умова (h4), a > 0 та c > c0. Тодi для

розв’язку u ∈ E рiвняння (4.4) правильна експоненцiальна оцiнка (4.28) для

будь-якого α ∈ (0, β0).

Приклад 4.1. Розглянемо систему (4.1) з потенцiалом

U(r) = −a
2
r2 +

d

p
|r|p,

де a > 0, d > 0, p > 2.

У цьому випадку система (4.1) матиме вигляд

q̈n,m(t) = c1 (qn+1,m(t) + qn−1,m(t)− 2qn,m(t)) + c2 (qn,m+1(t)+

+qn,m−1(t)− 2qn,m(t)) + aqn,m(t)− d|qn,m(t)|p−2qn,m(t), (n,m) ∈ Z2.

Пiдставляючи в це рiвняння розв’язок вигляду qn,m(t) = u(n cosϕ+m sinϕ−

ct), для профiлю u(s) одержуємо рiвняння

c2u′′(s) = c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s)) + au(s)− d|u(s)|p−2u(s). (4.30)

Потенцiал V (r) = d
p |r|

p задовольняє умову (h4), i тому за теоремою 4.1 для

будь-яких k > 0 та c > c0 рiвняння (4.30) має 2k-перiодичний розв’язок u.

Бiльше того, iснують такi сталi ε0 > 0 i C0 > 0, якi не залежать вiд k, що

ε0 ≤ ‖u‖2
k ≤ C0. А за теоремою 4.2 для будь-якого c > c0 рiвняння (4.30)

має несталий розв’язок u ∈ E, тобто iснують двi несталi вiдокремленi бiжучi

хвилi з профiлем u та швидкостями ±c. Крiм того, за теоремою 4.3 для c > c0

профiль u ∈ E має експоненцiальну оцiнку (4.28).
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4.1.6. Iснування дозвукових перiодичних бiжучих хвиль в сис-

темах лiнiйно зв’язаних осциляторiв

У цьому пунктi дослiдимо питання iснування дозвукових перiодичних

бiжучих хвиль. З цiєю метою замiсть теореми про гiрський перевал буде ви-

користана теорема про зачеплення (теорема В.4).

Наступна теорема встановлює iснування нетривiальних перiодичних бi-

жучих хвиль для рiвняння (4.4) для довiльних швидкостей c > 0. Зокрема,

сюди входять хвилi зi швидкостями c > c0 i хвилi зi швидкостями c ∈ (0, c0].

Iснування перших (надзвукових хвиль) було встановлено за допомогою те-

ореми про гiрський перевал, а от iснування дозвукових хвиль залишалося

вiдкритим.

Теорема 4.4. Нехай виконується умова (h4) i a > 0. Тодi для будь-яких

k > 0 i c > 0 рiвняння (4.4) має нетривiальний розв’язок u, що задовольняє

умову (4.5).

Перевiримо виконання умов теореми про зачеплення (теорема В.4) для

функцiоналу Jk. Як i вище, почнемо з умови Пале–Смейла.

Лема 4.12. За виконання умов теореми 4.4 функцiонал Jk задовольняє умо-

ву Пале–Смейла.

Доведення. Нехай {un} ⊂ Ek — послiдовнiсть Пале–Смейла функцiона-

лу Jk на деякому рiвнi b. Виберемо β ∈ (µ−1, 2−1). Тодi для достатньо великих

n маємо

b+ 1 + β‖un‖k ≥ Jk(un)− β〈J ′k(un), un〉 =

=

(
1

2
− β

) k∫
−k

[
c2(u′n(s))

2 − c1(Aun(s))
2 − c2(Bun(s))

2 + a(un(s))
2
]
ds−

−
k∫

−k

[V (un(s))− βV ′(un(s))un(s)] ds.
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Якщо c1 ≤ 0 i c2 ≤ 0, то

Jk(un)− β〈J ′k(un), un〉 ≥
(

1

2
− β

) k∫
−k

[
c2(u′n(s))

2 + a(un(s))
2
]
ds ≥

≥
(

1

2
− β

)
α0‖un‖2

k,

де α0 = min{c2; a}. Отже,

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)
α0‖un‖2

k,

а це i означає, що {un} — обмежена послiдовнiсть в Ek.

Якщо c1 > 0 i c2 ≤ 0, то

Jk(un)− β〈J ′k(un), un〉 ≥

≥
(

1

2
− β

)(
c2‖u′n‖2

L2(−k,k) − c1‖Aun‖2
L2(−k,k) + a‖un‖2

L2(−k,k)

)
+

+C(βµ− 1)‖Aun‖µLµ(−k,k) − C0.

Оскiльки для µ > 2 маємо

‖Aun‖2
L2(−k,k) ≤ C‖Aun‖2

Lµ(−k,k) ≤ K(ε) + ε‖Aun‖µLµ(−k,k),

де K(ε)→∞ при ε→ 0, то

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)
c2‖u′n‖2

L2(−k,k) +

(
1

2
− β

)
a‖un‖2

L2(−k,k)−

−
(

1

2
− β

)
c1ε‖Aun‖µLµ(−k,k) −

(
1

2
− β

)
c1K(ε)+

+C(βµ− 1)‖Aun‖µLµ(−k,k) − C0.

Вибираючи ε достатньо малим, отримаємо

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)(
c2‖u′n‖2

L2(−k,k) + a‖un‖2
L2(−k,k)

)
+

+C1‖Aun‖µLµ(−k,k) − C0 ≥
(

1

2
− β

)
α0‖un‖2

k + C1‖Aun‖µLµ(−k,k) − C0,

де α0 = min{c2; a}. Оскiльки βµ−1 > 0, то C1 = C(βµ−1) > 0, звiдки маємо

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)
α0‖un‖2

k − C0.

Остання нерiвнiсть i доводить обмеженiсть {un}.

Подiбнi мiркування i у випадках, коли c1 ≤ 0, c2 > 0 та c1 > 0, c2 > 0.

Обмеженiсть послiдовностi {un} означає, що переходячи до пiдпослiдов-

ностi (з тим самим позначенням), un → u слабко в Ek, а отже, Aun → Au i
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Bun → Bu слабко в Ek, i сильно в L2(−k, k) i C([−k, k]) (згiдно компактностi

соболєвського вкладення).

Безпосередньо обчислюючи, маємо

c2‖un − u‖2
k =

k∫
−k

[
c2(u′n(s)− u′(s))2 + c2(un(s)− u(s))2

]
ds =

= 〈J ′k(un), un〉+ c1‖Aun − Au‖2
L2(−k,k) + c2‖Bun −Bu‖2

L2(−k,k)−

−a‖un − u‖2
L2(−k,k) +

k∫
−k

[V ′(un(s))− V ′(u(s))] (un(s)− u(s))ds.

Очевидно, що всi доданки в правiй частинi останньої рiвностi збiгаються до

нуля. Перший згiдно слабкої збiжностi, а наступнi — згiдно сильної збiжностi

в L2(−k, k) i C([−k, k]).Таким чином, ‖un−u‖2
k → 0, що i доводить лему.

Лема 4.13. За виконання умов теореми 4.4 функцiонал Jk задовольняє гео-

метрiю зачеплення.

Доведення. Розглянемо оператор

(Lu)(s) := −c2u′′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s)) + au(s)

iз 2k-перiодичними умовами. Оператор L є самоспряженим в L2(−k, k), обме-

женим знизу та має дискретний спектр, який накопичується бiля +∞, тобто

нижче нуля власних чисел є скiнченна кiлькiсть.

Нехай Z — пiдпростiр Ek, утворений власними функцiями з додатними

власними значеннями, а Y — пiдпростiр Ek, утворений власними функцiями

з недодатними власними значеннями. Легко перевiрити, що Y ⊥ Z i Ek =

Y ⊕ Z.

Позначимо через Qk квадратичну частину функцiоналу Jk

Qk(u) =
1

2

k∫
−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2 + a(u(s))2

]
ds.

Легко бачити, що

Qk(y + z) = Qk(y) +Qk(z)
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де y ∈ Y , z ∈ Z.

Зауважимо, що квадратична форма Qk додатно визначена на Z, тобто

Qk(u) ≥ α‖u‖2
k,

з α > 0. З умови (h4) випливає, що для деякого ε > 0 iснує таке r0 > 0, що

|V (r)| ≤ εr2 при |r| ≤ r0. Тодi

Jk(u) ≥ Qk(u)− ε
k∫

−k

(u(s))2ds ≥ Qk(u)− ε‖u‖2
k ≥ δ‖u‖2

k,

де δ > 0. Отже, Jk(u) > 0 на N = {u ∈ Z : ‖u‖k = r} з достатньо малим

r > 0.

Зафiксуємо z ∈ Z, ‖z‖k = 1 та множину

M = {u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖k ≤ ρ, λ ≥ 0}.

Маємо

Jk(y + λz) = Qk(y) + λ2Qk(z)−
k∫

−k

V (y(s) + λz(s))ds.

За лемою 3.1 маємо, що iснують такi сталi d > 0 та d0 ≥ 0, що правильна

нерiвнiсть

V (r) ≥ d|r|µ − d0, µ > 2.

Тодi, враховуючи, що Qk(y) ≤ 0,

Jk(y + λz) ≤ λ2γ0 + 2kd0 − d‖y + λz‖µLµ(−k,k),

де γ0 = Qk(z). Оскiльки

ρ2 = ‖y + λz‖2
k = ‖y‖2

k + λ2,

то λ2 ≤ ρ2. До того ж, у скiнченновимiрних просторах всi норми еквiвалентнi.

Отже,

‖y + λz‖Lµ(−k,k) ≥ c‖y + λ‖k = cρ,

Jk(y + λz) ≤ γ0ρ
2 + 2kd0 − dcµρµ.

Оскiльки µ > 2, то права частина вiд’ємна, якщо ρ— достатньо велике. Отже,

Jk(y + λz) ≤ 0. Якщо u ∈M0, ‖u‖k ≤ ρ i λ = 0, то u = y ∈ Y i, очевидно, що

Jk(u) ≤ 0. Таким чином, функцiонал Jk задовольняє геометрiю зачеплення.
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Лему доведено.

Доведення теореми 4.4. Леми 4.12 i 4.13 показують, що для функцiо-

налу Jk виконуються всi умови теореми про зачеплення (теорема В.4). Отже,

Jk має ненульову критичну точку Jk, яка є розв’язком задачi (4.4), (4.5). Те-

орему доведено.

Зауваження 4.1. На вiдмiну вiд теореми 4.1, теорема 4.4 встановлює

iснування тiльки нетривiальних перiодичних хвиль хоча iз бiльш широким

дiапазоном швидкостей. Довести несталiсть цих розв’язкiв тут не вдас-

ться, оскiльки в надзвуковому випадку є рiвномiрнi по k оцiнки розв’язкiв

(4.16) i це дає несталiсть при великих перiодах, а у дозвуковому випадку

таких оцiнок немає. Якби вони були, то за допомогою методу перiодичних

апроксимацiй можна було б одержати i вiдокремленi хвилi. Теорема 4.4

наведена для iлюстрацiї варiацiйного методу iз використанням теореми

про зачеплення. Оскiльки вiдомi методи у цьому випадку застосувати не

можна, то питання про iснування несталих розв’язкiв залишається вiд-

критим.

Проте, дещо iнакша ситуацiя у випадку, коли a = 0. Наступна теорема

встановлює iснування несталих перiодичних бiжучих хвиль.

Теорема 4.5. Нехай виконується умова (h4) i a = 0. Тодi для будь-яких

k > 0 i c > 0 рiвняння (4.4) має нетривiальний розв’язок u, що задовольняє

умову (4.5). Бiльше того, цей розв’язок не сталий при достатньо великих

значеннях k.

Як i вище, перевiримо виконання умов теореми про зачеплення (теоре-

ма В.4) для функцiоналу Jk.

Лема 4.14. За виконання умов теореми 4.7 функцiонал Jk задовольняє умо-

ву Пале–Смейла.
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Доведення. Подамо функцiонал Jk у виглядi

Jk(u) =
1

2
Ψk(u)−

k∫
−k

V (u(s))ds,

де

Ψk(u) =

k∫
−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2

]
ds.

Нехай {un} ⊂ Ek — послiдовнiсть Пале–Смейла на деякому рiвнi b, тоб-

то Jk(un)→ b i J ′k(un)→ 0 при n→∞. Доведемо методом вiд супротивного,

що вона обмежена. Припустимо, що {un} необмежена. Тодi (можливо пiсля

переходу до пiдпослiдовностi) ‖un‖k →∞ при n→∞.

Нехай E+
k — пiдпростiр Ek, утворений власними функцiями оператора L

з додатними власними значеннями, E−k — пiдпростiр Ek, утворений власними

функцiями з вiд’ємними власними значеннями, а E0
k — пiдпростiр Ek, утво-

рений власними функцiями з нульовим власним значенням. Зауважимо, що

при c > c0 спектр оператора L накопичується бiля +∞ i, отже, невiд’ємних

власних значень є скiнченна кiлькiсть. Причому, при достатньо великих c

недодатних власних значень може взагалi не бути, а тому пiдпростори E0
k та

E−k можуть бути нульовими. Легко перевiрити, що всi вони попарно ортого-

нальнi i Ek = E+
k ⊕E0

k ⊕E−k . Тодi будь-яку функцiю u ∈ Ek можна подати у

виглядi u = u+ + u0 + u− де u+ ∈ E+
k , u

0 ∈ E0
k, u

− ∈ E−k .

Покладемо

vn =
un
‖un‖k

,

тодi ‖vn‖k = 1 i, переходячи до пiдпослiдовностi (з тим самим позначенням),

vn → v ∈ Ek слабко в Ek. Крiм того, vn → v сильно в Lp(−k, k), p > 2, i

майже скрiзь. Припустимо, що v 6= 0. Легко перевiрити, що

Ψk(u
+ + u0 + u−) = Ψk(u

+) + Ψk(u
−),

‖u‖2
k = ‖u+‖2

k + ‖u0‖2
k + ‖u−‖2

k

для u ∈ Ek i ‖u+‖k ≤ ‖u‖k, ‖u−‖k ≤ ‖u‖k.



170

Далi, оскiльки un = ‖un‖kvn, то

Jk(un)

‖un‖k
=

1

2
Ψk(v

+
n ) +

1

2
Ψk(v

−
n )− 1

‖un‖2
k

k∫
−k

V (‖un‖kvn(s))ds. (4.31)

Оскiльки J ′k(un) → 0, то лiва частина цiєї рiвностi збiгається до нуля.

Покажемо, що права частина збiгається до −∞. Справдi, Ψk(v
+
n ) обмежена,

Ψk(v
−
n ) ≤ 0, крiм того, за лемою 3.1, iснують такi сталi d > 0 та d0 ≥ 0, що

правильна нерiвнiсть V (r) ≥ d|r|µ − d0, де µ > 2. Тодi

1

‖un‖2
k

k∫
−k

V (‖un‖kvn(s))ds ≥ d‖un‖µ−2
k

k∫
−k

|vn(s)|µds− d0‖un‖−2
k =

= d‖un‖µ−2
k · ‖un‖µLµ(−k,k) − d0‖un‖−2

k → +∞,

оскiльки ‖vn‖µLµ(−k,k) → ‖v‖
µ
Lµ(−k,k) 6= 0. Таким чином, права частина рiвностi

(4.31) прямує до −∞ при n→∞. Одержали суперечнiсть. Отже, v = 0.

Оскiльки простiр Ek розкладається на ортогональну пряму суму Ek =

E+
k ⊕ E0

k ⊕ E−k , то v+
n → 0, v0

n → 0 i v−n → 0 слабко в Ek. Але простори E0
k та

E−k скiнченновимiрнi, а тому v0
n → 0 i v−n → 0 сильно в Ek.

Припустимо тепер, що v+
n → 0 сильно в Ek. Тодi

1 = ‖vn‖2
k = ‖v+

n ‖2
k + ‖v0

n‖2
k + ‖v−n ‖2

k → 0.

Одержали суперечнiсть. Отже, v+
n 6→ 0 сильно в Ek i ‖v+

n ‖k ≥ ε > 0 для

деякого ε > 0 (пiсля переходу до пiдпослiдовностi).

Таким чином, маємо

0← Jk(un)

‖un‖2
k

− 1

µ‖un‖2
k

〈J ′k(un), un〉 =

=

(
1

2
− 1

µ

) k∫
−k

[
c2(v′n(s))

2 − c1(Avn(s))
2 − c2(Bvn(s))

2
]
ds−

− 1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
V (un(s))−

1

µ
V ′(un(s))un(s)

]
ds =

=

(
1

2
− 1

µ

)
Ψk(vn) +

1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

]
ds =
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=

(
1

2
− 1

µ

)(
Ψk(v

+
n ) + Ψk(v

−
n )
)

+

+
1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

]
ds.

Але, в силу умови (h4), iнтеграл в правiй частинi останньої рiвностi не-

вiд’ємний. Крiм того, Ψk(v
−
n ) → 0 i на просторi E+

k квадратична частина

Ψk додатно визначена, тобто Ψk(v
+
n ) ≥ ε0 > 0, оскiльки ‖v+

n ‖k ≥ ε. Тобто(
1

2
− 1

µ

)
Ψk(v

+
n ) +

1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

]
ds ≥

≥
(

1

2
− 1

µ

)
ε0 > 0.

Але лiва частина збiгається до нуля. Одержали суперечнiсть. Отже, послiдов-

нiсть {un} обмежена. А це означає (див. доведення леми 4.12), пiсля переходу

до пiдпослiдовностi, що ‖un − u‖k → 0. Лему доведено.

Наступна лема доводиться аналогiчно до леми 4.13.

Лема 4.15. За виконання умов теореми 4.7 функцiонал Jk задовольняє гео-

метрiю зачеплення.

Доведення теореми 4.5. Леми 4.14 i 4.15 показують, що для функцiо-

налу Jk виконуються всi умови теореми про зачеплення (теорема В.4). Отже,

Jk має ненульову критичну точку u ∈ Ek, яка є розв’язком задачi (4.4), (4.5).

Покажемо, що u 6= Const. Справдi, нехай u(s) = α 6= 0 сталий розв’язок

рiвняння (4.4). Тодi з рiвняння (4.4) при a = 0 маємо, що V ′(α) = 0, але це

суперечить умовi (h4). Теорему доведено.

Таким чином, у пiдроздiлi 4.1 одержано результати про iснування пе-

рiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль, якi поширюють результати стат-

тi [138] на випадок двовимiрної ґратки. Бiльше того, тут вдалося розширити

промiжки для значень перiодiв i швидкостей, визначити бiльш точно «швид-

кiсть звуку». Зазначимо, що у згаданiй статтi перiод k ≥ 1, а швидкiсть хвилi
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c задовольняла нерiвнiсть c2 > max{0, a}. Вiдзначимо ще одну статтю [61],

в якiй Г. Йосс (G. Iooss) та К. Кiршгаснер (K. Kirschgässner) за допомогою

методiв теорiї бiфуркацiй встановили iснування бiжучих хвиль для лiнiйно

зв’язаних ланцюгiв зi слабким зв’язком. А для двовимiрних ґраток є лише

одна стаття [41] з подiбними результатами, в якiй М. Фецкан (M. Fečkan) та

В. Ротос (V. Rothos) за допомогою топологiчних i варiацiйних методiв вста-

новили iснування перiодичних бiжучих хвиль для системи вигляду:

q̈n,m = ∆qn,m − f(qn,m), (n,m) ∈ Z2,

де (∆q)n,m = qn+1,m + qn−1,m + qn,m+1 + qn,m−1 − 4qn,m — двовимiрний дис-

кретний оператор Лапласа, з припущенням, що нелiнiйнiсть f — непарна i

2π-перiодична.

4.2. Бiжучi хвилi в системах нелiнiйно зв’язаних осциляторiв

У цьому пiдроздiлi вивчаються рiвняння, якi описують динамiку нескiн-

ченної системи нелiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй

ґратцi:

q̈n,m(t) = W ′
1(qn+1,m(t)− qn,m(t))−W ′

1(qn,m(t)− qn−1,m(t)) +W ′
2(qn,m+1(t)−

−qn,m(t))−W ′
2(qn,m(t)− qn,m−1(t))− U ′(qn,m(t)), (n,m) ∈ Z2, (4.32)

де W1,W2, U ∈ C1(R) — потенцiали взаємодiї та зовнiшнiй потенцiал вiдпо-

вiдно.

Пiдставляючи (4.3) в (4.32), одержуємо рiвняння для профiлю u(s) бi-

жучої хвилi

c2u′′(s) = W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))− U ′(u(s)). (4.33)

Як i вище, пiд розв’язком рiвняння (4.33) розумiється функцiя u ∈

C2(R;R), яка задовольняє це рiвняння.

4.2.1. Основнi припущення. Варiацiйне формулювання зада-

чi

Всюди далi в цьому пiдроздiлi розглядаються потенцiали вигляду:
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(i4) W1(r) = c1
2 r

2 + f1(r), W2(r) = c2
2 r

2 + f2(r), U(r) = −a
2r

2 + V (r), де

c1, c2 ∈ R.

Також припускається, що неквадратична частина h ∈ {f1; f2;V } кож-

ного з цих потенцiалiв задовольняє умови:

(ii4) h(0) = h′(0) = 0 i h′(r) = o(r) при r → 0;

(iii4) iснує µ > 2 таке, що

0 < µh′(r) ≤ rh′(r), r 6= 0.

Неважко переконатися в тому (див. лему 3.1), що з цих умов випливає

iснування сталих d > 0 i d0 ≥ 0 таких, що

h(r) ≥ d|r|µ − d0.

Крiм того, виконується нерiвнiсть (3.6)

h(r) ≤ σ(|r|)r2

леми 3.2.

Розглянемо функцiонали

Jk(u) =

k∫
−k

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))− U(u(s))

]
ds,

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))− U(u(s))

]
ds,

визначенi на просторах Ek та E вiдповiдно.

Безпосереднiм обчисленням одержуються наступнi два твердження.

Лема 4.16. Нехай виконуються умови (i4)—(iii4). Тодi функцiонали Jk та

J належать класу C1, а їх похiднi визначаються формулами

〈J ′k(u), v〉 =

k∫
−k

[
c2u′(s)v′(s)−W ′

1(Au(s))Av(s)−W ′
2(Bu(s))Bv(s)−

−U ′(u(s))v(s)] ds, u, v ∈ Ek,

〈J ′(u), v〉 =

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)v′(s)−W ′

1(Au(s))Av(s)−W ′
2(Bu(s))Bv(s)−
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−U ′(u(s))v(s)] ds, u, v ∈ E.

Доведення. Розглянемо функцiонал Jk (доведення у випадку J анало-

гiчне). Подамо його у виглядi

Jk(u) = Ψk(u)− Sk(u)− Φk(u),

де

Ψk(u) = c2Ψ
(1)
k (u)− c1Ψ

(2)
k (u)−Ψ

(3)
k (u) + aΨ

(4)
k (u),

Ψ
(1)
k (u) =

1

2

k∫
−k

(u′(s))2ds =
1

2
‖u‖2

L2(−k,k),

Ψ
(2)
k (u) =

1

2

k∫
−k

(Au(s))2ds =
1

2

k∫
−k

(u(s+ cosϕ)− u(s))2ds,

Ψ
(3)
k (u) =

1

2

k∫
−k

(Bu(s))2ds =
1

2

k∫
−k

(u(s+ sinϕ)− u(s))2ds,

Ψ
(4)
k (u) =

1

2

k∫
−k

(u(s))2ds,

Sk(u) =
1

2

k∫
−k

V (u(s))ds,

Φk(u) =
1

2

k∫
−k

{f1(Au(s)) + f2(Bu(s))} ds.

Таким чином, враховуючи лему 4.2, достатньо розглянути тiльки функцiонал

Φk.

Оскiльки для будь-якого u ∈ Ek функцiїAu iBu неперервнi, то Φk <∞.

Безпосереднiм обчисленням неважко показати (див. лему 4.2), що похiдна

функцiоналу Φk iснує i обчислюється за формулою

〈Φ′k(u), v〉 =

k∫
−k

{f ′1(Au(s))Av(s) + f ′2(Bu(s))Bv(s)} ds.

Перевiримо неперервнiсть цiєї похiдної.

Нехай ‖v‖k ≤ 1 i un → u в Ek. Тодi Aun → Au i Bun → Bu рiвномiрно
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на [−k, k] i

|〈Φ′k(un)− Φ′k(u), v〉| ≤

≤ ‖Av‖L1(−k,k) · ‖f ′1(Aun)− f ′1(Au)‖L∞(−k,k)+

+‖Bv‖L1(−k,k) · ‖f ′2(Bun)− f ′2(Bu)‖L∞(−k,k) ≤

≤ (2k)
1
2‖Av‖L2(−k,k) · ‖f ′1(Aun)− f ′1(Au)‖L∞(−k,k)+

+(2k)
1
2‖Bv‖L2(−k,k) · ‖f ′2(Bun)− f ′2(Bu)‖L∞(−k,k) ≤

≤ (2k)
1
2

[
‖f ′1(Aun)− f ′1(Au)‖L∞(−k,k) + ‖f ′2(Bun)− f ′2(Bu)‖L∞(−k,k)

]
.

Тут перехiд вiд L1-норми до L2-норми здiйснено за допомогою нерiвностi

Гельдера. Оскiльки f ′1(Aun) → f ′1(Au), f ′2(Bun) → f ′2(Bu) рiвномiрно на

[−k, k], то лему доведено.

Лема 4.17. Нехай виконуються умови (i4)—(iii4). Тодi критичнi точки

функцiоналiв Jk та J є розв’язками рiвняння (4.33), якi задовольняють умо-

ви (4.5) та (4.6) вiдповiдно.

Доведення. Розглянемо функцiонал J (доведення у випадку Jk аналогiч-

не). Нехай u є критичною точкою функцiоналу J . Тодi, вибравши довiльно

v(s) = w(s) ∈ C∞0 (R), матимемо

0 = 〈J ′(u), w〉 =

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)w′(s)−W ′

1(Au(s))Aw(s)−

−W ′
2(Bu(s))Bw(s)− U ′(u(s))w(s)] ds =

=

+∞∫
−∞

[
−c2u′′(s)w(s)−W ′

1(Au(s))Aw(s)−W ′
2(Bu(s))Bw(s)−

−U ′(u(s))w(s)] ds =

=

+∞∫
−∞

[
−c2u′′(s)w(s)−W ′

1(u(s+ cosϕ)− u(s))(w(s+ cosϕ)− w(s))−

−W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))(w(s+ sinϕ)− w(s))− U ′(u(s))w(s)] ds =

=

+∞∫
−∞

[
−c2u′′(s)w(s)−W ′

1(u(s+ cosϕ)− u(s))w(s+ cosϕ)+
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+W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))w(s)−W ′

2(u(s+ sinϕ)− u(s))w(s+ sinϕ)+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))w(s)− U ′(u(s))w(s)] ds =

=

+∞∫
−∞

[
−c2u′′(s)w(s)−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))w(s)+

+W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))w(s)−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))w(s)+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))w(s)− U ′(u(s))w(s)] ds =

=

+∞∫
−∞

[
−c2u′′(s) +W ′

1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′
1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))− U ′(u(s))]w(s)ds.

Це означає, що u задовольняє рiвняння (4.33) в смислi узагальнених функцiй,

тобто u — слабкий розв’язок цього рiвняння. Оскiльки, за теоремою вкладен-

ня, u ∈ Cb(R), причому W ′
1(r), W ′

2(r) i U ′(r) неперервнi функцiї, то права

частина рiвняння (4.33) є неперервною. Звiдси отримуємо, що u′′(s) — непе-

рервна, тобто u — розв’язок рiвняння (4.33) у звичайному розумiннi. Лему

доведено.

Аналогiчно, як i вище, введемо в розгляд множину

Ω(c1, c2, a) =

{
c > 0 : min

ξ∈R
σ(ξ) ≥ 0

}
,

де

σ(ξ) = c2ξ2 − 4c1 sin2

(
ξ

2
cosϕ

)
− 4c2 sin2

(
ξ

2
sinϕ

)
+ a,

i величину

c0 = c0(c1, c2, a) := inf
c>0

Ω(c1, c2, a),

яку теж будемо називати швидкiстю звуку.

Подамо функцiонали Jk та J у виглядi

Jk(u) =
1

2
Ψk(u)− Sk(u),

J(u) =
1

2
Ψ(u)− S(u),
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де

Ψk(u) =

k∫
−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2 + a(u(s))2

]
ds,

Sk(u) =

k∫
−k

[f1(Au(s)) + f2(Bu(s)) + V (u(s))] ds,

Ψ(u) =

+∞∫
−∞

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2 + a(u(s))2

]
ds,

S(u) =

+∞∫
−∞

[f1(Au(s)) + f2(Bu(s)) + V (u(s))] ds.

Лема 4.18. Нехай виконуються умови (i4)—(iii4), a > 0 i c > c0. Тодi

iснують такi ε0 > 0 i γ > 0 якi не залежать вiд k, що для нетривiальних

критичних точок функцiоналiв Jk та J правильнi вiдповiдно нерiвностi

ε0 ≤ ‖u‖2
k ≤ γJk(u), (4.34)

ε0 ≤ ‖u‖2 ≤ γJ(u). (4.35)

Доведення. Нехай u — критична точка функцiоналу Jk. Тодi J ′k(u) = 0

i

Jk(u) = Jk(u)− 1

µ
〈J ′k(u), u〉 =

=

(
1

2
− 1

µ

)
Ψk(u)−

k∫
−k

[
f1(Au(s))− 1

µ
f ′1(Au(s))Au(s))

]
ds−

−
k∫

−k

[
f2(Bu(s))− 1

µ
f ′2(Bu(s))Bu(s))

]
ds−

−
k∫

−k

[
V (u(s))− 1

µ
V ′(u(s))u(s))

]
ds ≥ µ− 2

2µ
Ψk(u).

Використовуючи лему 4.4, отримуємо, що

Jk(u) ≥ µ− 2

2µ
λ0‖u‖2

k.

Звiдси випливає права нерiвнiсть з нерiвностей (4.34).
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Доведемо тепер лiву нерiвнiсть з нерiвностей (4.34). Для критичної точ-

ки u ∈ Ek функцiоналу Jk маємо, що 〈J ′k(u), u〉 = 0 тобто
k∫

−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2 + a(u(s))2

]
ds =

=

k∫
−k

[f ′1(Au(s))Au(s) + f ′2(Bu(s))Bu(s) + V ′(u(s))u(s)] ds.

Звiдси, як i вище, маємо

λ0‖u‖2
k ≤

k∫
−k

[f ′1(Au(s))Au(s) + f ′2(Bu(s))Bu(s) + V ′(u(s))u(s)] ds. (4.36)

Застосовуючи лему 3.2 до (4.36), одержуємо

λ0‖u‖2
k ≤ σ̃

(
‖u‖C([−k,k])

) k∫
−k

(u(s))2ds,

де σ̃(r) — монотонно зростаюча неперервна функцiя вiд r ≥ 0, σ̃(0) = 0 i

lim
r→+∞

σ̃(r) = +∞.

Оскiльки за теоремою вкладення ‖u‖C([−k,k]) ≤ C‖u‖k зi сталою C, що

не залежить вiд k, то

λ0‖u‖2
k ≤ σ̃(C‖u‖k)‖u‖2

k.

Але u 6= 0, тому

σ̃(C‖u‖k) ≥ λ0,

звiдки випливає перша з нерiвностей (4.34) з ε
1
2
0 = C−1σ̃−1(λ0).

Нерiвностi (4.35) доводяться аналогiчно, з тими ж сталими. Лему дове-

дено.

4.2.2. Iснування надзвукових перiодичних бiжучих хвиль в

системах нелiнiйно зв’язаних осциляторiв

Як i у пiдроздiлi 4.1.3, встановимо iснування нетривiальних перiодичних

бiжучих хвиль за допомогою теореми про гiрський перевал (теорема В.1).

Для цього, згiдно леми 4.17, достатньо встановити iснування нетривiальних

критичних точок функцiоналу Jk.
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Наступна теорема є основним результатом даного пункту.

Теорема 4.6. Нехай виконуються умови (i4)—(iii4) i a > 0. Тодi для будь-

яких k > 0 i c > c0 рiвняння (4.33) має нетривiальний розв’язок u, що

задовольняє умову (4.5). Крiм того, iснують такi додатнi сталi ε0, C0, ε i

C, якi не залежать вiд k, що

ε0 ≤ ‖u‖2
k ≤ C0, (4.37)

ε ≤ Jk(u) ≤ C. (4.38)

Бiльше того, цей розв’язок не сталий при достатньо великих значеннях k.

Перевiримо виконання умов теореми про гiрський перевал для функцiо-

налу Jk.

Лема 4.19. За виконання умов теореми 4.6 функцiонал Jk задовольняє умо-

ву Пале–Смейла.

Доведення. Нехай {un} — послiдовнiсть Пале-Смейла на деякому рiвнi

b. Тодi для достатньо великих n маємо

b+ 1 +
1

µ
‖un‖k ≥ Jk(un)−

1

µ
〈J ′k(un), un〉 =

=

(
1

2
− 1

µ

)
Ψk(u)+

+

k∫
−k

[
1

µ
f ′1(Aun(s))Aun(s)− f1(Aun(s))

]
ds+

+

k∫
−k

[
1

µ
f ′2(Bun(s))Bun(s)− f2(Bun(s))

]
ds+

+

k∫
−k

[
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

]
ds ≥

≥
(

1

2
− 1

µ

)
λ0‖un‖2

k.

Звiдси послiдовнiсть {un} обмежена.

Оскiльки простiр Ek гiльбертiв, то переходячи до пiдпослiдовностi з

тим самим позначенням, un → u слабко в Ek i сильно в L2(−k, k), як i в
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C([−k, k]) (згiдно компактностi соболєвського вкладення). А отже, Aun →

Au i Bun → Bu сильно в L2(−k, k) i C([−k, k]).

Безпосередньо обчислюючи, маємо

‖un − u‖2
k =

k∫
−k

(
c2(u′n(s)− u′(s))2 + c2(un(s)− u(s))2

)
ds =

= 〈J ′k(un)− J ′k(u), un − u〉+ c1‖Aun − Au‖2
L2(−k,k) + c2‖Bun −Bu‖2

L2(−k,k)+

+a‖un − u‖2
L2(−k,k) +

k∫
−k

(f ′1(Aun(s))− f ′1(Au(s))) (Aun(s)− Au(s)) ds+

+

k∫
−k

(f ′2(Bun(s))− f ′2(Bu(s))) (Bun(s)−Bu(s)) ds+

+

k∫
−k

(V ′(un(s))− V ′(u(s))) (un(s)− u(s)) ds.

Всi члени в правiй частинi збiгаються до нуля. Перший згiдно слабкої збiж-

ностi, а наступнi — згiдно сильної збiжностi в L2(−k, k) i C([−k, k]). Таким

чином, ‖un − u‖k → 0 при n→∞, що i доводить лему.

Лема 4.20. За виконання умов теореми 4.6 iснують такi r0 > 0 i α0 > 0,

якi не залежать вiд k, що inf
‖u‖k=r0

Jk(u) > α0.

Доведення. Оскiльки Jk(u) = 1
2Ψk(u)− Sk(u), то за лемою 4.4 маємо

Jk(u) + Sk(u) =
1

2
Ψk(u) ≥ λ0

2
‖u‖2

k.

Покажемо, що Sk(u) = o(‖u‖2
k). Згiдно умови (ii4), для будь-якого ε > 0 iснує

таке δ > 0, що при |r| ≤ δ

max{f1(r), f2(r), V (r)} ≤ εr2

2
.

Покладемо

r0 =
δ

max{l1(k), l2(k), Cs}
де l1(k), l2(k) з леми 4.1, Cs — стала з соболєвського вкладенняEk ⊂ C([−k, k]).

I вiзьмемо u ∈ Ek з нормою ‖u‖k = r0. Тодi, враховуючи лему 4.1, для майже



181

всiх s маємо

|u(s)| ≤ ‖u‖L∞(−k,k) ≤ Cs‖u‖k ≤ δ,

|Au(s)| ≤ ‖Au‖L∞(−k,k) ≤ l1(k)‖u′‖k ≤ δ,

|Bu(s)| ≤ ‖Bu‖L∞(−k,k) ≤ l2(k)‖u′‖k ≤ δ.

Таким чином,

Sk(u) ≤ ε

2

k∫
−k

[
(u(s))2 + (Au(s))2 + (Bu(s))2

]
ds ≤ ε

2
‖u‖2

k.

В силу довiльностi ε, маємо

Sk(u) = o(‖u‖2
k).

Зокрема, якщо вибрати ε так, щоб 0 < ε < λ0, то за лемою 4.4, одержимо

Jk(u) ≥ (λ0 − ε)
r2

0

2
> 0.

Лему доведено.

Лема 4.21. За виконання умов теореми 4.6 iснує елемент e ∈ Ek з нормою

‖e‖k > r0 такий, що Jk(e) ≤ 0.

Доведення. За лемою 3.1, для всiх r

min{f1(r), f2(r), V (r)} ≥ d|r|µ − d0.

Нехай u ∈ Ek \ {0} та r > 0. Тодi маємо

Jk(ru) =
1

2

k∫
−k

[
c2r2(u′(s))2 − c1r

2(Au(s))2 − c2r
2(Bu(s))2 + ar2(u(s))2

]
ds−

−
k∫

−k

[f1(A(ru(s))) + f2(B(ru(s))) + V (ru(s))] ds ≤

≤ r2

2
Ψk(u)− drµ

k∫
−k

[|u(s)|µ + |Au(s)|µ + |Bu(s)|µ] ds+ 6kd0.

Оскiльки µ > 2, то Jk(ru) → −∞ при r → +∞, а отже, iснує таке r0 =

r0(u) > 0, що Jk(ru) ≤ 0 для всiх r > r0. Лему доведено.

Доведення теореми 4.6. Леми 4.19 — 4.21 показують, що для функцiо-

налу Jk виконуються всi умови теореми про гiрський перевал, а отже, вiн має
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ненульову критичну точку u ∈ Ek. За лемою 4.19, u — розв’язок задачi (4.33),

(4.5). Оцiнки (4.37), (4.38) випливають iз леми 4.18 i теореми про гiрський пе-

ревал. Несталiсть розв’язку доводиться аналогiчно до того, як це зроблено у

доведеннi теореми 4.1. Теорему доведено.

4.2.3. Iснування надзвукових вiдокремлених бiжучих хвиль

в системах нелiнiйно зв’язаних осциляторiв

Тепер доведемо iснування вiдокремлених бiжучих хвиль з тими ж сами-

ми припущеннями, з якими встановлено iснування перiодичних хвиль. Бiжучi

хвилi в даному випадку знаходяться як критичнi точки функцiоналу J , якi

будуються за допомогою переходу до границi в критичних точках функцiо-

налу Jk при k →∞.

Основним результатом цього пункту є наступна теорема.

Теорема 4.7. Нехай виконуються умови (i4)—(iii4) i a > 0. Тодi для будь-

якого c > c0 рiвняння (4.33) має несталий розв’язок u, який задовольняє

умови (4.6), а отже, iснують двi несталi вiдокремленi бiжучi хвилi з про-

фiлем u та швидкостями ±c.

Доведення. Крок 1. Виберемо довiльну послiдовнiсть {kn}, kn → ∞.

Позначимо через un ∈ Ekn 2k-перiодичний розв’язок рiвняння (4.33), побудо-

ваний в теоремi 4.6 при k = kn.

Переходячи до пiдпослiдовностi, можна вважати, що iснують такi δ > 0,

r > 0 i послiдовнiсть {yn} ⊂ R, що
yn+r∫
yn−r

(un(s))
2ds ≥ δ. (4.39)

Припустимо протилежне, тодi для будь-якого r > 0

lim
n→∞

sup
y∈R

y+r∫
y−r

(un(s))
2ds = 0.

Крiм того, в силу нерiвностi (4.37), послiдовнiсть {‖un‖kn} обмежена. Тому
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за лемою 4.9,

‖un‖Lp(−kn,kn) → 0. (4.40)

Так як J ′kn(un) = 0, то як i у доведеннi теореми 4.2,
kn∫

−kn

[
c2(u′n(s))

2 − c1(Aun(s))
2 − c2(Bun(s))

2 + a(un(s))
2
]
ds =

=

kn∫
−kn

[f ′1(Aun(s))Aun(s) + f ′2(Bun(s))Bun(s) + V ′(un(s))un(s)] ds,

звiдки

λ0‖un‖2
kn
≤

kn∫
−kn

[f ′1(Aun(s))Aun(s) + f ′2(Bun(s))Bun(s)

+V ′(un(s))un(s)] ds. (4.41)

В силу теореми вкладення, функцiї un(s) неперервнi i рiвномiрно по n обме-

женi, тобто iснує таке R > 0, що |un(s)| ≤ R для всiх n. Зафiксуємо довiльне

p > 2. Тодi, згiдно умови (iii4), для будь-якого ε > 0 iснує таке C = C(ε) > 0,

що при |r| ≤ R

|h′(r)| ≤ ε|r|+ C|r|p−1, h ∈ {f1; f2;V }.

Тодi, згiдно нерiвностi (4.41), маємо

λ0‖un‖2
kn
≤ ε

kn∫
−kn

|un(s)|2ds+ C

kn∫
−kn

|un(s)|pds ≤

≤ ε‖un‖2
kn

+ C‖un‖pLp(−kn,kn).

Зокрема, при ε = λ0
2 , одержуємо

λ0

2
‖un‖2

kn
≤ C‖un‖pLp(−kn,kn).

Враховуючи (4.40), ‖un‖kn → 0. Але це суперечить першiй нерiвностi в (4.37),

що й доводить (4.39).

В силу iнварiантностi рiвняння (4.33) вiдносно зсувiв, замiнюючи un(s)

на un(s+ yn), можна вважати, що (4.39) виконується з yn = 0.

Тодi оскiльки {‖un‖kn} обмежена, то, переходячи до пiдпослiдовностi,

un → u слабко в H1
loc(R). I за теоремою вкладення, un → u рiвномiрно на
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будь-якому скiнченому iнтервалi. Тому в нерiвностi (4.39) (з yn = 0) можна

перейти до границi:
r∫

−r

|un(s)|2ds ≥ δ.

Звiдси u 6= 0.

Крок 2. Доведемо, що u ∈ E. Для цього вiзьмемо довiльне b > 0. Тодi

при достатньо великих n,
b∫

−b

[
(u′n(s))

2 + (un(s))
2
]
ds ≤

kn∫
−kn

[
(u′n(s))

2 + (un(s))
2
]
ds ≤ C

в силу обмеженостi {‖un‖kn}. Оскiльки un → u слабко в H1(−b, b), то
b∫

−b

[
(u′(s))2 + (u(s))2

]
ds ≤ lim inf

n→∞

b∫
−b

[
(u′n(s))

2 + (un(s))
2
]
ds ≤ C.

Далi, оскiльки b довiльне, то

‖u‖2 =

+∞∫
−∞

[
(u′(s))2 + (u(s))2

]
ds ≤ C < +∞.

А це означає, u ∈ E.

Крок 3. Покажемо тепер, що u — розв’язок рiвняння (4.33). Нехай

g(s) — довiльна нескiнченно диференцiйовна функцiя з компактним носi-

єм supp g(s) ⊂ (−b, b). Для достатньо великого n iнтервал (−kn, kn) мiстить

(−b, b) i, отже, коректно визначена функцiя gn ∈ Ekn, яка збiгається з g на

(−kn, kn). Оскiльки J ′kn(un) = 0, то

0 = 〈J ′kn(un), gn〉 =

=

kn∫
−kn

[
c2u′n(s)g

′
n(s) + c1(un(s+ cosϕ) + un(s− cosϕ)− 2un(s))gn(s)+

+c2(un(s+ sinϕ) + un(s− sinϕ)− 2un(s))gn(s) + aun(s)gn(s)]ds−

−
kn∫

−kn

[f ′1(Aun(s))Agn(s) + f ′2(Bun(s))Bgn(s) + V ′(un(s))gn(s)] ds =

=

b∫
−b

[
c2u′n(s)g

′
n(s) + c1(un(s+ cosϕ) + un(s− cosϕ)− 2un(s))gn(s)+
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+c2(un(s+ sinϕ) + un(s− sinϕ)− 2un(s))gn(s) + aun(s)gn(s)]ds−

−
b∫

−b

[f ′1(Aun(s))Agn(s) + f ′2(Bun(s))Bgn(s) + V ′(un(s))gn(s)] ds.

У першому iнтегралi правої частини цiєї рiвностi можна перейти до границi

при n → ∞, оскiльки un → u слабко в H1(−b, b). За теоремою вкладення,

un → n рiвномiрно на [−b, b], тому i в другому iнтегралi можна перейти до

границi. Отже,

0 =

b∫
−b

[
c2u′(s)g′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))g(s)+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))g(s) + au(s)g(s)]ds−

−
b∫

−b

[f ′1(Au(s))Ag(s) + f ′2(Bu(s))Bg(s) + V ′(u(s))g(s)] ds =

=

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)g′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))g(s)+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))g(s) + au(s)g(s)]ds−

−
+∞∫
−∞

[f ′1(Au(s))Ag(s) + f ′2(Bu(s))Bg(s) + V ′(u(s))g(s)] ds =

= 〈J ′(u), g〉.

Тодi оскiльки g — довiльна нескiнченно диференцiйовна функцiя з компакт-

ним носiєм, а множина таких функцiй щiльна в E, то J ′(u) = 0. Таким чином,

u — критична точка функцiоналу J i, отже, розв’язок задачi (4.33), (4.6). В

силу крайових умов (4.6) цей розв’язок не сталий. Теорему доведено.

Зауважимо, що мiркуючи аналогiчно, як у пiдроздiлi 4.2.6, для профi-

лю вiдокремленої хвилi неважко одержати експоненцiальну оцiнку вигляду

(4.28).
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4.2.4. Iснування дозвукових перiодичних бiжучих хвиль в сис-

темах нелiнiйно зв’язаних осциляторiв

За допомогою теореми про зачеплення (теорема В.4), аналогiчно як i ви-

ще, можна встановити iснування нетривiальних перiодичних бiжучих хвиль

з будь-якою швидкiстю c > 0. Однак довести несталiсть цих розв’язкiв при

a > 0 тут також не вдасться, оскiльки в надзвуковому випадку є рiвномiрнi

по k оцiнки розв’язкiв i це дає несталiсть при великих перiодах, а у дозвуко-

вому випадку таких оцiнок немає. Проте це можна зробити у випадку, коли

a = 0.

Наступна теорема встановлює iснування несталих перiодичних бiжучих

хвиль з довiльною швидкiстю, зокрема, дозвукових хвиль.

Теорема 4.8. Нехай виконуються умови (i4)—(iii4) i a = 0. Тодi для будь-

яких k > 0 i c > 0 рiвняння (4.33) має нетривiальний розв’язок u, що задо-

вольняє умову (4.5). Бiльше того, цей розв’язок не сталий при достатньо

великих значеннях k.

Перевiримо для функцiоналу Jk виконання умов теореми про зачеплен-

ня (теорема В.4). Почнемо з умови Пале–Смейла.

Лема 4.22. За виконання умов теореми 4.8 функцiонал Jk задовольняє умо-

ву Пале–Смейла.

Доведення. Подамо функцiонал Jk у виглядi

Jk(u) =
1

2
Ψk(u)−

k∫
−k

[f1(Au(s)) + f2(Bu(s)) + V (u(s))] ds,

де

Ψk(u) =

k∫
−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2

]
ds.

Нехай {un} — послiдовнiсть Пале–Смейла на деякому рiвнi b. Доведемо

методом вiд супротивного, що вона обмежена. Припустимо, що {un} необме-

жена. Тодi (можливо пiсля переходу до пiдпослiдовностi) ‖un‖k → ∞ при
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n→∞.

Розглянемо оператор

(Lu)(s) := −c2u′′(s) + c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))

iз 2k-перiодичними умовами. Як i в доведеннi леми 4.14, позначимо через E+
k

— пiдпростiр Ek, утворений власними функцiями оператора L з додатними

власними значеннями, через E−k — пiдпростiр, утворений власними функцiя-

ми з вiд’ємними власними значеннями, а через E0
k пiдпростiр, утворений вла-

сними функцiями з нульовим власним значенням. Тодi Ek = E+
k ⊕ E0

k ⊕ E−k
i будь-яку функцiю u ∈ Ek можна подати у виглядi u = u+ + u0 + u−, де

u+ ∈ E+
k , u

0 ∈ E0
k i u+ ∈ E−k .

Позначимо через

vn =
un
‖un‖k

.

Очевидно, що ‖vn‖ = 1. Тодi, переходячи до пiдпослiдовностi, vn → v слабко

в Ek i сильно в Lp(−k, k), p ≥ 2, i майже скрiзь. Покажемо методом вiд

супротивного, що v = 0. Припустимо протилежне. Легко бачити, що

Ψk(u
+ + u0 + u−) = Ψk(u

+) + Ψk(u
−),

‖u‖2
k = ‖u+‖2

k + ‖u0‖2
k + ‖u−‖2

k

для u ∈ Ek i ‖u+‖k ≤ ‖u‖k, ‖u−‖k ≤ ‖u‖k.

Тодi

0← Jk(un)

‖un‖k
=

1

2
Ψk(v

+
n ) +

1

2
Ψk(v

−
n )− 1

‖un‖2
k

k∫
−k

[f1 (‖Aun‖kAvn(s)) +

+f2 (‖Bun‖kBvn(s)) + V (‖un‖kvn(s))] ds. (4.42)

Покажемо, що права частина рiвностi (4.42) збiгається до−∞. Дiйсно, Ψk(v
+
n )

обмежена, Ψk(v
−
n ) ≤ 0. Крiм того, iснують такi сталi d > 0 та d0 ≥ 0, що

h(r) ≥ d|r|µ − d0, де h ∈ {f1, f2, V }, µ > 2. Тодi, враховуючи (iii4), маємо

1

‖un‖2
k

k∫
−k

[f1 (‖Aun‖kAvn(s)) + f2 (‖Bun‖kBvn(s)) + V (‖un‖kvn(s))] ds ≥
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≥ 1

‖un‖2
k

k∫
−k

V (‖un‖kvn(s)) ds ≥ d‖un‖µ−2
k

k∫
−k

|vn(s)|µds− d0‖un‖−2
k =

= d‖un‖µ−2
k · ‖vn|µLµ(−k,k) − d0‖un‖−2

k → +∞,

оскiльки ‖vn|µLµ(−k,k) → ‖v|
µ
Lµ(−k,k), тобто права частина рiвностi (4.42) прямує

до −∞ при n→∞. Одержана суперечнiсть доводить, що v = 0.

Оскiльки простiр Ek розкладається на ортогональну пряму суму, то

v+
n → 0, v0

n → 0 i v−n → 0 слабко в Ek. Але простори E0
k та E−k скiнченнови-

мiрнi, а тому v0
n → 0 i v−n → 0 сильно в Ek. Якщо v+

n → 0 сильно в Ek, то

1 = ‖v+
n ‖2

k = ‖βn‖2
k + ‖v+

n ‖2
k → 0, що неможливо. Це означає, v+

n 6→ 0 сильно

в Ek i ‖v+
n ‖k ≥ ε > 0 для деякого ε > 0 (пiсля переходу до пiдпослiдовностi).

Таким чином, маємо

0← Jk(un)

‖un‖2
k

− 1

µ‖un‖2
k

〈J ′k(un), un〉 =

=

(
1

2
− 1

µ

) k∫
−k

[
c2(v′n(s))

2 − c1(Avn(s))
2 − c2(Bvn(s))

2
]
ds−

− 1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
f1(Aun(s))−

1

µ
f ′1(Aun(s))Aun(s)

]
ds−

− 1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
f2(Bun(s))−

1

µ
f ′2(Bun(s))Bun(s)

]
ds−

− 1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
V (un(s))−

1

µ
V ′(un(s))un(s)

]
ds =

=

(
1

2
− 1

µ

)
Ψk(vn) +

1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
1

µ
f ′1(Aun(s))Aun(s)− f1(Aun(s))

]
ds+

+
1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
1

µ
f ′2(Bun(s))Bun(s)− f2(Bun(s))

]
ds+

+
1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

]
ds =
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=

(
1

2
− 1

µ

)(
Ψk(v

+
n ) + Ψk(v

−
n )
)

+

+
1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
1

µ
f ′1(Aun(s))Aun(s)− f1(Aun(s))

]
ds+

+
1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
1

µ
f ′2(Bun(s))Bun(s)− f2(Bun(s))

]
ds+

+
1

‖un‖2
k

k∫
−k

[
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

]
ds.

Але, в силу умови (iii4), iнтеграли в правiй частинi останньої рiвностi не-

вiд’ємнi. Крiм того, Ψk(v
−
n ) → 0 i на просторi E+

k квадратична частина Ψk

додатно визначена, тобто Ψk(v
+
n ) ≥ ε0 > 0, оскiльки ‖v+

n ‖k ≥ ε. Тобто права

частина останньої рiвностi ≥
(

1
2 −

1
µ

)
ε0 > 0. Але лiва частина збiгається до

нуля. Одержали суперечнiсть. Таким чином, послiдовнiсть {un} обмежена.

Як i вище, з обмеженостi послiдовностi {un}, переходячи до пiдпослi-

довностi, одержуємо, що un → u слабко в Ek, а отже, Aun → Au i Bun → Bu

слабко в Ek, i сильно в L2(−k, k) та C([−k, k]).

Тодi

c2‖un − u‖2
k =

k∫
−k

[
c2(u′n(s)− u′(s))2 + c2(un(s)− u(s))2

]
ds =

= 〈J ′k(un), un〉+ c1‖Aun − Au‖2
L2(−k,k) + c2‖Bun −Bu‖2

L2(−k,k)+

+

k∫
−k

[f ′1(Aun(s))− f ′1(Au(s))] (Aun(s)− Au(s))ds+

+

k∫
−k

[f ′2(Bun(s))− f ′2(Bu(s))] (Bun(s)−Bu(s))ds+

+

k∫
−k

[V ′(un(s))− V ′(u(s))] (un(s)− u(s))ds.

Легко бачити, що всi члени в правiй частинi останньої рiвностi збiгаються до

нуля, а отже, ‖un − u‖2
k → 0. Лему доведено.
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Лема 4.23. За виконання умов теореми 4.8 функцiонал Jk задовольняє гео-

метрiю зачеплення.

Доведення. Як у доведеннi леми 4.13, позначимо через Z — пiдпростiр

Ek, утворений власними функцiями оператора L з додатними власними зна-

ченнями, а через Y — пiдпростiр, утворений власними функцiями з недодат-

ними власними значеннями. Тодi Y ⊥ Z i Ek = Y ⊕ Z.

Покладемо

Qk(u) =
1

2

k∫
−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2

]
ds.

Тодi Qk(y+z) = Qk(y)+Qk(z), де y ∈ Y , z ∈ Z. Зауважимо, що квадратична

форма Qk додатно визначена на Z, тобто Qk(u) ≥ α‖u‖2
k, де α > 0.

З умов (i4)—(iii4) випливає, що для деякого ε > 0 знайдеться таке

r0 > 0, що max{|f1(r)|, |f2(r)|, |V (r)|} ≤ εr2 при |r| ≤ r0. Тодi

Jk(u) ≥ Qk(u)− ε
k∫

−k

(u(s))2ds ≥ Qk(u)− ε‖u‖2
k ≥ δ‖u‖2

k,

де δ > 0. Таким чином, на N = {u ∈ Z : ‖u‖k = r},

Jk(u) > 0

з достатньо малим r > 0.

Тепер зафiксуємо z ∈ Z, ‖z‖k = 1 та множину

M = {u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖k ≤ ρ, λ ≥ 0}

i доведемо, що Jk(u) ≤ 0 на M0 = ∂M за умови, що ρ достатньо велике.

Нагадаємо, що

M0 = {u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖k = ρ i λ ≥ 0, або ‖u‖k ≤ ρ i λ = 0}.

Оскiльки iснують такi сталi d > 0, d0 ≥ 0, що правильнi нерiвностi

min{f1(r), f2(r), V (r)} ≥ d|r|µ − d0, µ > 2,

то, враховуючи, що Qk(y) ≤ 0

Jk(y + λz) ≤ λ2γ0 + 6kd0−

−d
(
‖A(y + λz)‖µLµ(−k,k) + ‖B(y + λz)‖µLµ(−k,k) + ‖y + λz‖µLµ(−k,k)

)
≤
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≤ λ2γ0 + 6kd0 − C‖y + λz‖µLµ(−k,k),

де γ0 = Qk(z), C > 0. Оскiльки

ρ2 = ‖y + λz‖2
k = ‖y‖2

k + λ2,

то λ2 ≤ ρ2. Крiм того, у скiнченновимiрних просторах всi норми еквiвалентнi.

Отже,

‖y + λz‖Lµ(−k,k) ≥ c‖y + λz‖k = cρ,

Jk(y + λz) ≤ γ0ρ
2 + 6kd0 − Ccµρµ.

Оскiльки µ > 2, то при достатньо великих ρ права частина цiєї нерiвностi

вiд’ємна. Таким чином, Jk(y + λz) ≤ 0.

Тепер якщо u ∈ M0, ‖u‖k ≤ ρ i λ = 0, то u = y ∈ Y i Jk(u) ≤ 0. Отже,

функцiонал Jk задовольняє геометрiю зачеплення. Лему доведено.

Доведення теореми 4.8. Згiдно лем 4.22 i 4.23, функцiонал Jk задоволь-

няє всi умови теореми про зачеплення (теорема В.4), а отже, вiн має нетри-

вiальну критичну точку u ∈ Ek, яка є 2k-перiодичним розв’язком рiвняння

(4.33). Доведемо, що цей розв’язок не сталий. Дiйсно, нехай u(s) = β ста-

лий розв’язок рiвняння (4.33). Тодi з цього рiвняння при a = 0 маємо, що

V ′(β) = 0, але це суперечить умовi (iii4). Теорему доведено.

Таким чином, у пiдроздiлi 4.2 одержано результати про iснування пе-

рiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль для систем нелiнiйно зв’язаних

осциляторiв, якi поширюють результати статтi [82] на випадок систем на

двовимiрних ґратках з рiзними потенцiалами взаємодiї вiдносно просторових

координатних осей n i m. Бiльше того, тут вдалося розширити промiжок для

значень швидкостей перiодичних хвиль, який включає дозвуковий випадок.

Зазначимо, що у згаданiй статтi доведено iснування несталих надзвукових

перiодичних хвиль при a = 0, а також нетривiальних надзвукових перiодич-

них i вiдокремлених хвиль при a > 0. Зауважимо, що для систем нелiнiйно

зв’язаних осциляторiв на двовимiрних ґратках подiбних результатiв немає.
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Висновки до роздiлу 4

Четвертий роздiл дисертацiї присвячений питанню iснування бiжучих

хвиль в нескiнченних системах зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiр-

нiй ґратцi. Вiн складається з двох пiдроздiлiв, якi в свою чергу складаються

з шести та п’яти пунктiв вiдповiдно.

Розглядаються бiжучi хвилi двох типiв: перiодичнi та вiдокремленi.

Профiль перiодичної бiжучої хвилi є перiодичною функцiєю з перiодом 2k, а

профiль вiдокремленої хвилi перетворюється в нуль на нескiнченностi.

Перший пiдроздiл присвячений питанню iснування нетривiальних перi-

одичних i вiдокремлених бiжучих хвиль в системах лiнiйно зв’язаних осциля-

торiв. У перших двох пунктах цього пiдроздiлу розглядається формулювання

задачi про бiжучi хвилi та варiацiйне формулювання задачi. Залежно вiд ти-

пу бiжучої хвилi розглядаються функцiонали Jk та J . Показано, що критичнi

точки цих функцiоналiв є розв’язками вiдповiдних задач. У третьому та чет-

вертому пунктах встановлено iснування несталих надзвукових перiодичних

та вiдокремлених бiжучих хвиль. Тут також, як i в попередньому роздiлi, ви-

користано теорему про гiрський перевал для перiодичних бiжучих хвиль та

метод перiодичних апроксимацiй для вiдокремлених бiжучих хвиль. Доведе-

но також, що профiль вiдокремленої бiжучої хвилi експоненцiально спадає на

нескiнченностi (п’ятий пункт). Наведено приклад, в якому встановленi вище

результати застосовуються до дискретного рiвняння типу Клейна–Ґордона.

У шостому пунктi одержано результати про iснування перiодичних бiжучих

хвиль з довiльною швидкiстю c > 0, зокрема, дозвукових хвиль. Для цьо-

го використано теорему про зачеплення, яка вимагає, крiм виконання умови

Пале–Смейла, щоб функцiонал задовольняв геометрiю зачеплення. Тут до-

ведено iснування нетривiальних хвиль при a > 0, i несталих хвиль при a = 0.

Другий пiдроздiл присвячений питанню iснування нетривiальних пе-

рiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль в системах нелiнiйно зв’язаних
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осциляторiв. У першому пунктi цього пiдроздiлу розглядається варiацiйне

формулювання задачi. У другому пунктi за допомогою методу критичних

точок i теореми про гiрський перевал встановлено iснування несталих над-

звукових перiодичних бiжучих хвиль. Аналогiчно, як i в першому пiдроздiлi,

за допомогою методу перiодичних апроксимацiй, також одержано iснуван-

ня надзвукових вiдокремлених хвиль (третiй пункт). У четвертому пунктi

за допомогою теореми про зачеплення у випадку a = 0 доведено iснування

несталих дозвукових перiодичних бiжучих хвиль.

Результати даного роздiлу опублiковано в працях [144, 147–149, 158] i

додатково висвiтлено в [19,159,163,165,167,171].



194

РОЗДIЛ 5

БIЖУЧI ХВИЛI В ДИСКРЕТНИХ РIВНЯННЯХ

ТИПУ СИНУС-ҐОРДОНА НА ДВОВИМIРНIЙ

ҐРАТЦI

У цьому роздiлi вивчаються дискретнi рiвняння типу синус–Ґордона

на двовимiрнiй ґратцi:

q̈n,m(t) = W ′
1(qn+1,m(t)− qn,m(t))−W ′

1(qn,m(t)− qn−1,m(t)) +W ′
2(qn,m+1(t)−

−qn,m(t))−W ′
2(qn,m(t)− qn,m−1(t))−K sin qn,m(t), (n,m) ∈ Z2, (5.1)

де W1,W2 ∈ C1(R), K > 0.

Система (5.1) фактично є системою (4.32) iз зовнiшнiм потенцiалом ви-

гляду U(r) = K(1− cos r), який не задовольняє умови роздiлу 4 (пiсля видi-

лення квадратичної частини не виконується умова Амброзеттi-Рабiновiца).

5.1. Формулювання задачi про бiжучi хвилi

Пiдставляючи (4.3) в (5.1), одержуємо рiвняння для профiлю u(s) бi-

жучої хвилi

c2u′′(s) = W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))−K sinu(s), (5.2)

де s = n cosϕ+m sinϕ− ct.

Всюди далi пiд розв’язком рiвняння (5.2) розумiється функцiя u ∈

C2(R;R), яка задовольняє це рiвняння.

Тут будемо вивчати три види бiжучих хвиль: перiодичнi, гомоклiнiчнi

та гетероклiнiчнi. У випадку перiодичних бiжучих хвиль для знаходження
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профiлю хвилi достатньо знайти розв’язок рiвняння (5.2) з умовою перiодич-

ностi

u(s+ 2k) = u(s), s ∈ R, (5.3)

де k > 0 — деяке число. Профiль гомоклiнiчної бiжучої хвилi є розв’язком

рiвняння (5.2) з крайовими умовами на нескiнченностi

lim
s→±∞

u(s) = u(±∞) = π. (5.4)

А профiль гетероклiнiчної хвилi задовольняє такi крайовi умови

lim
s→+∞

u(s) = π, lim
s→−∞

u(s) = −π. (5.5)

Зауважимо, що за допомогою замiни

u(s) = v(s) + π,

рiвняння (5.2) зводиться до рiвняння

c2v′′(s) = W ′
1(v(s+ cosϕ)− v(s))−W ′

1(v(s)− v(s− cosϕ))+

+W ′
2(v(s+ sinϕ)− v(s))−W ′

2(v(s)− v(s− sinϕ)) +K sin v(s), (5.2’)

розв’язки якого вiдрiзняються на π вiд розв’язкiв рiвняння (5.2). Бiльше того,

крайовi умови (5.4) зводяться до умов

lim
s→±∞

v(s) = v(±∞) = 0,

якi накладалися на профiль вiдокремлених бiжучих хвиль, що вивчалися у

попередньому роздiлi. А умова перiодичностi для v залишається тiєю ж, що й

для u. Тому для встановлення iснування перiодичних i гомоклiнiчних хвиль

ми будемо розглядати рiвняння (5.2’) з u замiсть v, а для гетероклiнiчних —

(5.2).

5.2. Iснування перiодичних бiжучих хвиль в дискретних рiв-

няннях типу синус–Ґордона

Розглянемо рiвняння

c2u′′(s) = W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ)) +K sinu(s). (5.6)
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З рiвнянням (5.6) та умовою (5.3) пов’язується функцiонал

Jk(u) =

k∫
−k

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))+

+K(1− cosu(s))
]
ds, (5.7)

де

(Au(s)) := u(s+ cosϕ)− u(s) =

s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ,

(Bu(s)) := u(s+ sinϕ)− u(s) =

s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ.

Функцiонал (5.7) визначений на просторi Ek = {u ∈ H1
loc(R) : u(s + 2k) =

u(s)} з нормою

‖u‖k =
(
‖u‖2

L2(−k,k) + ‖u‖2
L2(−k,k)

) 1
2

=

 k∫
−k

[(u(s))2 + (u′(s))2]ds


1
2

.

Надалi передбачається, що потенцiали задовольняють умову:

(h5) Wi(r) = c2i
2 r

2 + fi(r), i = 1, 2, де fi ∈ C1(R), причому fi(0) = f ′i(0) = 0 i

f ′i(r) = o(r) при r → 0, та iснує таке µ > 2, що

0 < µfi(r) ≤ f ′i(r)r, r 6= 0.

Неважко переконатися в тому, що якщо виконується умова (h5), то iсну-

ють такi сталi d > 0 i d0 ≥ 0, що fi(r) ≥ d|r|µ − d0 (див. лему 3.2). Бiльше

того, iснує таке d̃ > 0, що fi(r) ≥ d̃(|r|µ − |r|2) (див. [95, с. 83]).

Далi, використовуючи пiдхiд, реалiзований в [73], введемо в розгляд

допомiжний функцiонал

J̃k(u) =

k∫
−k

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))+

+K[1− cosu(s) + f(u(s))]
]
ds,

де

f(r) =
1

2

(
max

{
0; |r| − π

2

})2

.
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Очевидно, що Jk(u) ≤ J̃k(u) та Jk(u) = J̃k(u) для всiх u з ‖u‖L∞([−k,k]) ≤ π
2 .

Бiльше того, f є неперервно диференцiйовною функцiєю, 1−cos r+f(r) ≤ r2

2

та iснує таке ω = ω(µ) > 0, що для всiх r ∈ R

ωr2 ≤ 1− cos r + f(r)− 1

µ
r sin r − 1

µ
rf ′(r). (5.8)

Далi нам знадобляться такi величини:

c2
0 = c2

0(ϕ) := c2
1 cos2 ϕ+ c2

2 sin2 ϕ

та

α = min

{
µ− 2

2µ
(c2 − c2

0), ωK

}
.

Безпосереднiм обчисленням одержуються наступнi двi леми (див. попе-

реднiй роздiл).

Лема 5.1. Нехай виконується умова (h5). Тодi функцiонали Jk та J̃k нале-

жать класу C1, а їхнi похiднi визначаються формулами

〈J ′k(u), u〉 =

k∫
−k

[
c2u′(s)h′(s)−W ′

1(Au(s))Ah(s)−W ′
2(Bu(s))Bh(s)−

+K sin(u(s))h(s)] ds,

〈J̃ ′k(u), u〉 =

k∫
−k

[
c2u′(s)h′(s)−W ′

1(Au(s))Ah(s)−W ′
2(Bu(s))Bh(s)−

+K(sinu(s) + f ′(u(s)))h(s)] ds,

для u, h ∈ Ek.

Лема 5.2. Критичнi точки функцiоналу Jk є розв’язками рiвняння (5.6),

якi задовольняють умову (5.3).

В наступних двох лемах для функцiоналу Jk перевiряються умови тео-

реми про гiрський перевал.

Лема 5.3. Нехай виконується умова (h5) i c2 > c2
0. Тодi iснують такi e ∈ Ek

i r > 0, що ‖e‖k > r i β := inf
‖u‖k=r

Jk(u) > 0 = Jk(0) ≥ Jk(e).

Доведення. Вiзьмемо ε > 0 таке, що c2−c2
0−2ε > 0 i виберемо достатньо

мале r ∈
(
0, π2
)
таке, що |fi(x)| ≤ εx2 для всiх x ≤ r. Тодi, використовуючи
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лему 4.1 i нерiвнiсть 1− cos r ≥ r2

4 при |r| < π
2 , для кожного u з ‖u‖L2(−k,k) ≤

‖u‖k < π
2 маємо

Jk(u) ≥
k∫

−k

[
c2

2
(u′(s))2 − c2

1

2
(Au(s))2 − c2

2

2
(Bu(s))2 − ε(Au(s))2 − ε(Bu(s))2+

+K(1− cosu(s))
]
ds ≥

≥ 1

2
(c2 − c2

0 − 2ε)‖u′‖2
L2(−k,k) +

K

4
‖u‖2

L2(−k,k) ≥ α0‖u‖2
k,

де α0 = min
{

1
2(c2 − c2

0 − 2ε), K4
}
> 0. Отже, для ‖u‖k = r,

Jk(u) ≥ α0r
2 > 0.

Для того, щоб знайти e ∈ Ek таке, що ‖e‖k > r i Jk(e) ≤ Jk(0), зафiк-

суємо u0 ∈ Ek \ {0}. Тодi для всiх λ ≥ 0, згiдно нерiвностi 1 − cos r ≤ r2

2 ,

маємо

Jk(λu0) ≤
c2

2
λ2‖u′0‖2

L2(−k,k) − dλµ‖Au0‖µLµ(−k,k) − dλ
µ‖Bu0‖µLµ(−k,k)+

+4kd0 +
K

2
λ2‖u0‖2

L2(−k,k).

Звiдси, враховуючи, що µ > 2, d > 0, d0 ≥ 0, маємо

lim
λ→+∞

Jk(λu0) = −∞,

а отже, iснує таке λ0 > 0, що Jk(λu0) ≤ 0 для всiх λ > λ0. Лему доведено.

Зафiксуємо u0 ∈ Ek i покладемо

M := sup
τ≥0

J̃k(τu0).

Припустимо, що заданi величини, задовольняють нерiвнiсть
1

αµ
+

√
M + 1

α
<
π

2
. (5.9)

Лема 5.4. Нехай виконується умова (h5), нерiвнiсть (5.9) i c2 > c2
0. Тодi

функцiонал Jk задовольняє умову Пале–Смейла.

Доведення. Розглянемо спочатку функцiонал J̃k. Нехай {un} ⊂ Ek —

послiдовнiсть Пале–Смейла функцiоналу J̃k. Тодi для достатньо великих n,

враховуючи лему 4.1 i нерiвнiсть (5.8), маємо

M + 1 +
1

µ
‖un‖k ≥ Jk(un)−

1

µ
〈J̃ ′(un), un〉 =
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=

(
1

2
− 1

µ

) k∫
−k

[
c2(u′n(s))

2 − c2
1(Aun(s))

2 − c2
2(Bun(s))

2
]
ds+

+

k∫
−k

[
1

µ
(f ′1(Aun(s))Aun(s) + f ′2(Bun(s))Bun(s))− f1(Aun(s))−

− f2(Bun(s))
]
ds+K

k∫
−k

{
1− cosun(s) + f(un(s))−

1

µ
un(s) sinun(s)−

−1

µ
un(s)f

′(un(s))

}
ds ≥

(
1

2
− 1

µ

)
c2‖u′n‖2

k−

−
(

1

2
− 1

µ

)(
c2

1‖Aun‖2
L2(−k,k) + c2

2‖Bun‖2
L2(−k,k)

)
+

+K

k∫
−k

{
1− cosun(s) + f(un(s))−

1

µ
un(s) sinun(s)−

−1

µ
un(s)f

′(un(s))

}
ds ≥

≥ µ− 2

2µ
(c2 − c2

0)‖u′n‖2
L2(−k,k) + ωK‖un‖2

L2(−k,k) ≥ α‖un‖2
k,

де α =
{
µ−2
2µ (c2 − c2

0), ωK
}
. Таким чином, маємо нерiвнiсть

M + 1 +
1

µ
‖um‖k − α‖un‖2

k ≥ 0,

звiдки, враховуючи (5.9), одержуємо

‖un‖k ≤
1
µ +

√
1
µ2 + 4α(M + 1)

2α
≤ 1

αµ
+

√
M + 1

α
<
π

2
.

Отже, послiдовнiсть {un} обмежена.

Оскiльки

‖un‖L∞(−k,k) ≤ ‖un‖k ≤
1

αµ
+

√
M + 1

α
<
π

2
,

та Jk(u) = J̃k(u) для всiх u ∈ Ek з ‖u‖L∞(−k,k) ≤ π
2 , то послiдовнiсть {un} є

також послiдовнiстю Пале–Смейла i для функцiоналу Jk. А її обмеженiсть

означає, що переходячи до пiдпослiдовностi (з тим самим позначенням), un →

u слабко вEk, а отже,Aun → Au iBun → Bu слабко вEk, i сильно в L2(−k, k)

i C([−k, k]) (згiдно компактностi соболєвського вкладення).
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Тодi, безпосереднiм обчисленням, одержуємо

c2‖un − u‖2
k =

k∫
−k

[
c2(u′n(s)− u′(s))2 + c2(un(s)− u(s))2

]
ds =

= 〈J ′k(un),−J ′k(u), un − u〉+ c2
1‖Aun − Au‖2

L2(−k,k) + c2
2‖Bun −Bu‖2

L2(−k,k)+

+

k∫
−k

[f ′1(Aun(s))− f ′1(Au(s))](Aun(s)− Au(s))ds+

+

k∫
−k

[f ′2(Bun(s))− f ′2(Bu(s))](Bun(s)−Bu(s))ds−

−K
k∫

−k

[sinun(s)− sinu(s)](un(s)− u(s))ds.

Очевидно, що всi доданки в правiй частинi цiєї рiвностi збiгаються до нуля.

Перший згiдно слабкої збiжностi, а наступнi — згiдно сильної збiжностi в

L2(−k, k) i C([−k, k]). Таким чином, ‖un − u‖k → 0 при n → ∞, i лему

доведено.

Наступна теорема є основним результатом даного пiдроздiлу.

Теорема 5.1. Нехай виконується умова (h5), нерiвнiсть (5.9), c2 > c2
0, k >

0 i M < 4kK. Тодi рiвняння (5.6) має несталий розв’язок u ∈ Ek, а отже,

iснують двi несталi 2k-перiодичнi бiжучi хвилi з профiлем u i швидкостями

±c.

Доведення. Леми 5.3 i 5.4 показують, що для функцiоналу Jk викону-

ються всi умови теореми про гiрський перевал (теорема В.1). Отже, Jk має

нетривiальну критичну точку u0 ∈ Ek:

Jk(u0) := b ≤M < 4kK.

Покажемо, що цей розв’язок несталий. Справдi, сталий розв’язок u = α

рiвняння (5.6) обов’язково задовольняє тотожнiсть sinα ≡ 0, а отже, α = πn,

n ∈ Z. Якщо n — парне, то Jk(πn) = 0, але b > 0. Якщо ж n — непарне, то

Jk(πn) = 4kK, але b < 4kK. Теорему доведено.
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Доведена теорема поширює результат про iснування перiодичних бiжу-

чих хвиль, одержаний в статтi [73], на випадок систем на двовимiрних ґратках

з рiзними потенцiалами взаємодiї вiдносно просторових координатних осей n

im. Бiльше того, умови iснування було послаблено, оскiльки у згаданiй статтi

серед умов iснування були парнiсть потенцiалiв взаємодiї i значення перiоду

хвилi T = 2k > 3. Зауважимо, що в статтi [41] вивчались системи вигляду:

q̈n,m = ∆qn,m − f(qn,m), (n,m) ∈ Z2,

де (∆q)n,m = qn+1,m + qn−1,m + qn,m+1 + qn,m−1 − 4qn,m — двовимiрний дис-

кретний оператор Лапласа, з припущенням, що нелiнiйнiсть f — непарна i

2π-перiодична. Зокрема, до таких систем належать дискретнi рiвняння типу

синус-Ґордона на двовимiрнiй ґратцi з лiнiйним зв’язком. У цiй статтi за до-

помогою топологiчних i варiацiйних методiв встановлено iснування нетривi-

альних перiодичних бiжучих хвиль за певних обмежень на перiод i швидкiсть

хвилi.

5.3. Iснування гомоклiнiчних бiжучих хвиль в дискретних

рiвняннях типу синус–Ґордона

Розглянемо рiвняння (5.6) з крайовими умовами

lim
s→±∞

u(s) = u(±∞) = 0, (5.4’)

для якого побудуємо функцiонал

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))+

+K(1− cosu(s))
]
ds,

визначений на просторi E = H1(R) зi стандартною соболєвською нормою:

‖u‖ =

 +∞∫
−∞

[(u(s))2 + (u′(s))2]ds

 1
2

.

Як i вище, припускається, що потенцiали задовольняють умову (h5).

Зауважимо, що оскiльки для перiодичних хвиль немає рiвномiрних оцi-

нок типу (4.37), то одержати гомоклiнiчнi хвилi за допомогою методу перiо-
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дичних апроксимацiй не вдасться. Тому гомоклiнiчнi хвилi буде побудовано

за допомогою iншого пiдходу. Для цього, як i вище, побудуємо допомiжний

функцiонал

J̃(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))+

+K(1− cosu(s) + f(u(s)))
]
ds,

де

f(r) =
1

2

(
max

{
0; |r| − π

2

})2

.

Легко бачити, що J(u) ≤ J̃(u) та J(u) = J̃(u) для всiх u з ‖u‖L∞(R) ≤ π
2 .

Крiм того, f є неперервно диференцiйовною функцiєю, 1− cos r + f(r) ≤ r2

2

та iснує таке ω = ω(µ) > 0, що для всiх r ∈ R виконується нерiвнiсть (5.8).

Як i вище, покладемо

α = min

{
µ− 2

2µ
(c2 − c2

0), ωK

}
.

Безпосереднiм обчисленням одержуються наступнi двi леми.

Лема 5.5. Нехай виконується умова (h5). Тодi функцiонали J та J̃ нале-

жать класу C1, а їхнi похiднi визначаються формулами

〈J ′(u), u〉 =

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)h′(s)−W ′

1(Au(s))Ah(s)−W ′
2(Bu(s))Bh(s)−

+K sin(u(s))h(s)] ds,

〈J̃ ′(u), u〉 =

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)h′(s)−W ′

1(Au(s))Ah(s)−W ′
2(Bu(s))Bh(s)−

+K(sinu(s) + f ′(u(s)))h(s)] ds,

для u, h ∈ E.

Лема 5.6. Критичнi точки функцiоналу J є розв’язками рiвняння (5.6),

якi задовольняють умови (5.4’).

Лема 5.7. Нехай виконується умова (h5) i c2 > c2
0. Тодi iснують такi e ∈ E

i r > 0, що ‖e‖ > r i β := inf
‖u‖=r

J̃(u) > 0 = J̃(0) ≥ J̃(e).
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Доведення. Аналогiчно, як у доведеннi леми 5.3, вiзьмемо ε > 0 таке,

що c2− c2
0−2ε > 0 i виберемо достатньо мале r ∈

(
0, π2
)
таке, що |fi(x)| ≤ εx2

для всiх x ≤ r. Тодi, враховуючи невiд’ємнiсть функцiї f(r),для кожного u з

‖u‖L2(R) ≤ ‖u‖ < π
2 ,

J̃(u) ≥
+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 − c2

1

2
(Au(s))2 − c2

2

2
(Bu(s))2 − ε(Au(s))2 − ε(Bu(s))2+

+K(1− cosu(s))
]
ds ≥

≥ 1

2
(c2 − c2

0 − 2ε)‖u′‖2
L2(R) +

K

4
‖u‖2

L2(R) ≥ α0‖u‖2,

де α0 = min
{

1
2(c2 − c2

0 − 2ε), K4
}
> 0. Таким чином, для ‖u‖ = r: J̃(u) ≥

α0r
2 > 0.

Тепер, щоб знайти e ∈ E з вiдповiдними властивостями, зафiксуємо

u0 ∈ E \ {0}. Тодi, враховуючи, що 1− cos r + f(r) ≤ r2

2 , для всiх λ ≥ 0,

J̃(λu0) ≤
c2

2
λ2‖u′0‖2

L2(R) − dλµ‖Au0‖µLµ(R) − dλ
µ‖Bu0‖µLµ(R)+

+4kd0 +
K

2
λ2‖u0‖2

L2(R).

Оскiльки µ > 2, d > 0, d0 ≥ 0, то lim
λ→+∞

J̃(λu0) = −∞, що й дає необхiдне.

Лему доведено.

Зауваження 5.1. Оскiльки J(u) ≤ J̃(u) та J(u) = J̃(u) для всiх u з

‖u‖L∞(R) ≤ π
2 , то твердження леми є справедливим i для функцiоналу J

з тим самим β.

Зафiксуємо u0 ∈ E i покладемо

M := sup
τ≥0

J̃(τu0).

Припустимо, що заданi величини, задовольняють нерiвнiсть (5.9).

З леми 5.7 i теореми про гiрський перевал (див. [129], Теорема 1.15, а

також теорему В.3) випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 5.1. За виконання умов леми 5.7 iснує послiдовнiсть Пале-Смейла

функцiоналу J̃ , тобто послiдовнiсть {un} ⊂ E така, що при n→∞

J̃(un)→ b та J̃ ′(un)→ 0
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для деякого b ∈ [β,M ].

Лема 5.8. Нехай виконується умова (h4), нерiвнiсть (5.9) i c2 > c2
0. Тодi

послiдовнiсть Пале–Смейла {un} ⊂ E функцiоналу J̃ , одержана в наслiд-

ку 5.1, є обмеженою, та

‖un‖L∞(R) <
π

2

для достатньо великих n. Крiм того, послiдовнiсть {un} не збiгається до

нуля за мiрою.

Доведення. Нехай {un} ⊂ E послiдовнiсть Пале–Смейла функцiоналу

J̃ . Її обмеженiсть доводиться аналогiчно, як у лемi 5.4.

Зауважимо, що оскiльки J(u) = J̃(u) для всiх u з ‖u‖L∞(R) ≤ π
2 , то

послiдовнiсть {un} є послiдовнiстю Пале-Смейла i для функцiоналу J .

Доведемо, що вона не збiгається до нуля за мiрою.

Справдi, оскiльки {un} обмежена в E, то послiдовностi {Aun} та {Bun}

також обмеженi в E. Бiльше того, оскiльки

max
{
‖Au‖L2(R), ‖Au‖L∞(R)

}
≤ ‖u′‖L2(R),

max
{
‖Bu‖L2(R), ‖Bu‖L∞(R)

}
≤ ‖u′‖L2(R),

то iснує таке достатньо мале ε0 > 0, що

max
{
‖Au‖L2(R), ‖Au‖L∞(R)

}
≤ sup

n
‖un‖ ≤ C1 :=

π

2
− ε0,

max
{
‖Bu‖L2(R), ‖Bu‖L∞(R)

}
≤ sup

n
‖un‖ ≤ C1 :=

π

2
− ε0.

За умовою (h5),

r−2

(
1

2
f ′i(r)r − fi(r)

)
→ 0 при r → 0.

Також

r−2

(
1− cos r − 1

2
r sin r

)
→ 0 при r → 0.

Отже, iснує така стала C2 > 0, що

sup
|r|≤C1

1
2f
′
i(r)r − fi(r)

r2
≤ C2,

sup
|r|≤C1

1− cos r − 1
2r sin r

r2
≤ C2.
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Тодi для будь-якого ε > 0 iснує таке δ > 0, що для всiх |r| < δ виконуються

нерiвностi ∣∣∣∣12f ′i(r)r − fi(r)
∣∣∣∣ ≤ εr2,∣∣∣∣1− cos r − 1

2
r sin r

∣∣∣∣ ≤ εr2.

Звiдси, враховуючи, що 1
2f
′
i(r)r − fi(r) ≥ 0, маємо

0 ≤
+∞∫
−∞

(
1

2
f ′1(Aun(s))Aun(s)− f1(Aun(s))

)
ds ≤

≤ |{s ∈ R : |Aun(s)| > δ}|C2‖Aun‖2
L∞(R) + ε‖Aun‖2

L2(R) ≤

≤ C2
1 (|{s ∈ R : |Aun(s)| > δ}|C2 + ε) ,

0 ≤
+∞∫
−∞

(
1

2
f ′2(Bun(s))Bun(s)− f2(Bun(s))

)
ds ≤

≤ |{s ∈ R : |Bun(s)| > δ}|C2‖Bun‖2
L∞(R) + ε‖Bun‖2

L2(R) ≤

≤ C2
1 (|{s ∈ R : |Bun(s)| > δ}|C2 + ε) .

Також, оскiльки ‖un‖L∞(R <
π
2 , то

0 ≤
+∞∫
−∞

(
1− cosun(s)−

1

2
un(s) sinun(s)

)
ds ≤

≤ |{s ∈ R : |un(s)| > δ}|C2‖un‖2
L∞(R) + ε‖un‖2

L2(R) ≤

≤ C2
1 (|{s ∈ R : |un(s)| > δ}|C2 + ε) .

Оскiльки J(un)→ b ∈ [β,M ] та J ′(un)→ 0 при n→∞, то для достат-

ньо великих n,

|〈J ′(un), un〉| <
β

4
та J(un) >

3

4
β.

Тодi для достатньо малих ε > 0 маємо

0 <
β

2
≤ J(un)−

1

2
〈J ′(un), un〉 =

=

+∞∫
−∞

[
1

2
f ′1(Aun(s))Aun(s)− f1(Aun(s))

]
ds+
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+

+∞∫
−∞

[
1

2
f ′2(Bun(s))Bun(s)− f2(Bun(s))

]
ds+

+K

+∞∫
−∞

[
1− cosun(s)−

1

2
un(s) sinun(s)

]
ds ≤

≤ C2
1 [(|{s ∈ R : |Aun(s)| > δ}|+ |{s ∈ R : |Bun(s)| > δ}|)C2 + ε] +

+KC2
1 (|{s ∈ R : |un(s)| > δ}|C2 + ε) =

= C2
1C2 [|{s ∈ R : |Aun(s)| > δ}|+ |{s ∈ R : |Bun(s)| > δ}|+

+K |{s ∈ R : |un(s)| > δ}|] + (1 +K)εC2
1 .

Таким чином, якщо un → 0 за мiрою, то Aun → 0 i Bun → 0 за мi-

рою. Тодi для достатньо великих n права частина останньої нерiвностi може

бути як завгодно малою, зокрема, меншою β
2 . Одержали суперечнiсть, яка й

доводить лему.

Основним результатом даного пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 5.2. Нехай виконується умова (h5), нерiвнiсть (5.9) i c2 > c2
0. Тодi

рiвняння (5.6) має несталий розв’язок u, який задовольняє умови (5.4’),

а отже, iснують двi несталi гомоклiнiчнi (вiдокремленi) бiжучi хвилi з

профiлем u i швидкостями ±c.

Доведення. Нехай {un} ⊂ E послiдовнiсть Пале–Смейла функцiоналу

J , одержана вище. Оскiльки за лемою 5.8 вона обмежена i не збiгається до

нуля за мiрою, то iснує її пiдпослiдовнiсть (для якої збережемо теж саме

позначення) та послiдовнiсть {ηn} ⊂ R такi, що wn := un(s + ηn) → u 6= 0

слабко в E (див. [76], лема 6).

Нехай g ∈ C∞0 (R), тодi

〈J ′(wn), g〉 =

+∞∫
−∞

[c2w′n(s)g
′(s)−W ′

1(Awn(s))Ag(s)−W ′
2(Bwn(s))Bg(s)+

+K sin(wn(s))g(s)]ds.

Cлабка збiжнiсть wn → u в E означає слабку збiжнiсть в L2(R), а отже,
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перший доданок
+∞∫
−∞

c2w′n(s)g
′(s)ds→

+∞∫
−∞

c2u′(s)g′(s)ds.

Оскiльки збiжнiсть Awn → Au та Bwn → Bu є сильною в C0(supp(Ag))

та C0(supp(Bg)) вiдповiдно, а функцiї W ′
1 та W ′

2 рiвномiрно неперервнi на[
−π

2 ,
π
2

]
, то другий i третiй доданки також збiгаються, тобто

lim
n→∞

+∞∫
−∞

W ′
1(Awn(s))Ag(s)ds = lim

n→∞

∫
supp(Ag)

W ′
1(Awn(s))Ag(s)ds =

=

∫
supp(Ag)

W ′
1(Au(s))Ag(s)ds =

+∞∫
−∞

W ′
1(Au(s))Ag(s)ds,

lim
n→∞

+∞∫
−∞

W ′
2(Bwn(s))Bg(s)ds = lim

n→∞

∫
supp(Bg)

W ′
2(Bwn(s))Bg(s)ds =

=

∫
supp(Bg)

W ′
2(Bu(s))Bg(s)ds =

+∞∫
−∞

W ′
2(Bu(s))Bg(s)ds.

Аналогiчно

lim
n→∞

+∞∫
−∞

sin(wn(s))g(s)ds =

+∞∫
−∞

sin(u(s))g(s)ds.

Таким чином, для всiх g ∈ C∞0 (R),

〈J ′(wn), g〉 → 〈J ′(u), g〉, n→∞.

Тодi

|〈J ′(u), g〉| = lim
n→∞
|〈J ′(wn), g〉| = lim

n→∞
|〈J ′(un(·+ ηn)), g〉| =

= lim
n→∞
|〈J ′(un), g(· − ηn)〉| ≤ lim

n→∞
‖J ′(un)‖ · ‖g‖ = 0.

А це означає, що 〈J ′(u), g〉 = 0 для всiх g ∈ C∞0 (R), тобто u ∈ E критична

точка функцiоналу J : 0 < J(u) := b < +∞. За лемою 5.6 ця критична

точка є розв’язком рiвняння (5.6), який задовольняє умови (5.4’). Зауважимо,

що оскiльки простiр E не мiстить сталих, вiдмiнних вiд нуля функцiй, то

побудований розв’язок u ∈ E не сталий. Теорему доведено.
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Доведена теорема поширює результат про iснування гомоклiнiчних бi-

жучих хвиль, одержаний в статтi [73], на випадок систем на двовимiрних

ґратках з рiзними потенцiалами взаємодiї вiдносно просторових координат

n i m. Бiльше того, тут вдалося розширити клас потенцiалiв взаємодiї зi

степеневих (див. згадану статтю) до потенцiалiв, якi задовольняють умову

Амброзеттi–Рабiновiца.

5.4. Iснування гетероклiнiчних бiжучих хвиль в дискретних

рiвняннях типу синус–Ґордона

У цьому пiдроздiлi будемо розглядати рiвняння (5.2) з гетероклiнiчни-

ми крайовими умовами (5.5). Спочатку розглянемо випадок квадратичних

потенцiалiв взаємодiї

W1(r) =
c2

1

2
r2, W2(r) =

c2
2

2
r2,

де c2
1, c

2
2 > 0. У цьому випадку рiвняння (5.2) набуде вигляду

c2u′′(s) = c2
1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2
2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))−K sinu(s). (5.10)

Як i вище, позначимо через

c2
0 = c2

0(ϕ) := c2
1 cos2 ϕ+ c2

2 sin2 ϕ.

З рiвнянням (5.10) пов’язується функцiонал

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 − c2

1

2
(u(s+ cosϕ)− u(s))2−

−c
2
2

2
(u(s+ sinϕ)− u(s))2 +K(1 + cosu(s))

]
ds, (5.11)

визначений на гiльбертовому просторi

X = {u ∈ H1
loc(R) : u′ ∈ L2(R)}

зi скалярним добутком

(u, v) = u(0)v(0) +

+∞∫
−∞

u′(s)v′(s)ds.

Далi, використовуючи пiдхiд, реалiзований в [72], позначимо через

M−π,π = {u ∈ X : u(−∞) = −π, u(+∞) = π}.
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Нехай v0 : R→ [−π, π] — монотонна функцiя в C∞(R) така, що v0(s) =

−π для s < −1 i v0(s) = π для s > 1. Тодi означимо функцiонал Ψ : H1(R)→

R

Ψ(v) := J(v0 + v).

Неважко переконатися, що Ψ(v) <∞ для всiх v ∈ H1(R) i точку мiнiмуму u

функцiоналу J наM−π,π можна записати у виглядi u = v0 +v для деякого v ∈

H1(R) (див. [70]). Бiльше того, функцiонал Ψ є неперервно диференцiйовним

на H1(R).

Лема 5.9. Нехай v є критичною точкою функцiоналу Ψ i u = v0+v ∈M−π,π.

Тодi u є розв’язком рiвняння (5.10), який задовольняє умови (5.5).

Доведення. Нехай v ∈ H1(R) — критична точка функцiоналу Ψ. Тодi

〈Ψ′(v), h〉 = 0 для будь-якого h ∈ H1(R), тобто

0 = 〈Ψ′(v), h〉 = 〈J ′(u), h〉 =

=

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)h′(s) + c2

1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))h(s)+

+c2
2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))h(s)−K sin(u(s))h(s)

]
ds.

Це означає, що u задовольняє рiвняння (5.10) в смислi узагальнених функцiй

(слабкий розв’язок). Нагадаємо, що за теоремою вкладення u ∈ Cb(R), а

отже, права частина рiвняння (5.10) — неперервна функцiя. Звiдси маємо,

що u′′(s) — неперервна функцiя i, отже, u ∈ C2(R;R) — розв’язок рiвняння

(5.10) в звичайному сенсi. Лему доведено.

Нагадаємо, що за лемою 4.1,
+∞∫
−∞

(Au(s))2ds ≤ cos2 ϕ

+∞∫
−∞

(u′(s))2ds,

+∞∫
−∞

(Bu(s))2ds ≤ sin2 ϕ

+∞∫
−∞

(u′(s))2ds. (5.12)
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Тому
+∞∫
−∞

[
c2 − c2

0

2
(u′(s))2 +K(1 + cosu(s))

]
ds ≤ J(u) ≤

≤
+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 +K(1 + cosu(s))

]
ds

для всiх u ∈ X. Зауважимо, що оскiльки 1 + cos r ≥ 0, то
c2 − c2

0

2
‖u′‖2

L2(R) ≤ J(u). (5.13)

Позначимо через

Iγ(u) =

+∞∫
−∞

[
γ(u′(s))2 +K(1 + cosu(s))

]
ds,

де γ > 0. Легко бачити, що функцiонал Iγ досягає мiнiмуму на M−π,π, при-

чому

min
u∈M−π,π

Iγ(u) = 2
√
γK

π∫
−π

√
1 + cos xdx = 8

√
2γK. (5.14)

Бiльше того,

inf
T>0

inf
u∈H1(−T,T )

{Iγ(u) : u(−T ) = −π, u(T ) = π} = 8
√

2γK. (5.15)

Звiдси, враховуючи, що

I c2−c20
2

(u) ≤ J(u) ≤ I c2
2

(u)

для всiх u ∈ X, одержуємо

8
√

(c2 − c2
0)K ≤ inf

u∈M−π,π
J(u) ≤ 8c

√
K. (5.16)

Легко бачити, що (5.14)—(5.16) залишаються справедливими з крайови-

ми умовами u(−∞) = π, u(+∞) = −π (для цього достатньо зробити замiну s

на −s). Бiльше того, оскiльки, в силу перiодичностi cosu, значення функцiо-

налу Iγ не змiнюється при замiнi u на u+2πν, то (5.14)—(5.16) правильнi i при

u(−∞) = −π+2πν, u(+∞) = π+2πν та u(−∞) = π+2πν, u(+∞) = −π+2πν

для будь-якого ν ∈ Z.

Лема 5.10. Нехай c2 > c2
0. Тодi точка глобального мiнiмуму u0 функцiоналу
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J на M−π,π задовольняє нерiвнiсть

‖u0‖L∞(R < (2k + 3)π,

де k = max
{
j ∈ N0 : (2j + 1) ≤

√
c2

c2−c20

}
.

Доведення. Покладемо T0 = −∞ i побудуємо Ti iндуктивно. Нехай Ti

вже знайдено таким чином, що u0(Ti) = νπ з непарним ν. Тодi в якостi Ti+1

вiзьмемо перше значення s > Ti, для якого u0(s) дорiвнює або (ν + 2)π, або

(ν−2)π. Тодi пiсля непарного числа 2j+1 крокiв ми отримаємо T2j+1 = +∞.

Звiдси (j + 1)2π ≤ |{u0(s) : s ∈ R}| < (j + 2)2π, де |{u0(s) : s ∈ R}| — мiра

множини {u0(s) : s ∈ R}.

Тепер маємо

J(u0) ≥ I 1
2 (c2−c20)(u0) =

+∞∫
−∞

[
c2 − c2

0

2
(u′(s))2 +K(1 + cosu(s))

]
ds =

=

2j∑
i=0

Ti+1∫
Ti

[
c2 − c2

0

2
(u′(s))2 +K(1 + cosu(s))

]
ds.

З нерiвностi (5.15) випливає, що лiва нерiвнiсть в (5.16) виконується при за-

мiнi середнього члена на будь-який з iнтегралiв в останнiй сумi, тобто

8
√

(c2 − c2
0)K ≤

Ti+1∫
Ti

[
c2 − c2

0

2
(u′(s))2 +K(1 + cosu(s))

]
ds.

Звiдси, враховуючи (5.16), одержуємо

8(2j + 1)
√

(c2 − c2
0)K ≤ J(u0) ≤ 8c

√
K

i

j ≤ k = max

{
j ∈ N0 : (2j + 1) ≤

√
c2

c2 − c2
0

}
.

Отже, |{u0(s) : s ∈ R}| < (k + 2)2π. Оскiльки (−π, π) ⊆ {u0(s) : s ∈

R}, то sup
s∈R
|u0(s)| < (k + 2)2π − π = (2k + 3)π. Лему доведено.

Для параметрiв T > 1 i η ∈ R введемо скорочену (зрiзану) версiю



212

функцiоналу J

JT (u; η) =

1
2∫

− 1
2

η+T− 1
2+τ∫

η−T+ 1
2+τ

c2

2
(u′(s))2dsdτ−

−

η+T− 1
2∫

η−T+ 1
2

c2
1

2

[
u

(
s+ cosϕ− 1

2

)
− u

(
s− 1

2

)]2

ds−

−

η+T− 1
2∫

η−T+ 1
2

c2
2

2

[
u

(
s+ sinϕ− 1

2

)
− u

(
s− 1

2

)]2

ds+

+

η+T− 1
2∫

η−T+ 1
2

K [1 + cosu(s)] ds.

Для одержання основного результату нам знадобиться наступний варi-

ант принципу концентрованої компактностi (див. [72], Лема 4.1; також Дода-

ток В).

Лема 5.11. Нехай c2 > c2
0, inf

u∈M−π,π
J(u) ≤ θ < ∞ i послiдовнiсть {un} ⊂

M−π,π така, що

lim
n→∞

J(un) = θ. (5.17)

Тодi iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {un} (як i ранiше позначається

{un}), для якої виконується одна з таких трьох можливостей:

(i) (концентрацiя) iснує така послiдовнiсть {ηn} ∈ R, що для будь-якого

достатньо малого ε > 0 знайдеться таке T > 0, що для всiх T > T0

J(un)− JT (un; ηn) < ε для всiх n ∈ N;

(ii) (розпливання) для всiх T > 0

lim
n→∞

sup
η∈R

JT (un; η) = 0; (5.18)

(iii) (розщеплення) знайдеться ε1 > 0 таке, що для кожного ε ∈ (0, ε1)

iснують fn, gn ∈ X такi, що

dist [supp{f ′n}, supp{g′n}]→∞, при n→∞,
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|un − (fn + gn − π)| ≤ ε,

|J(un)− (J(fn)− J(gn))| ≤ ε,

lim
n→∞

J(fn) = α, lim
n→∞

J(gn) = β

для деяких 0 < α, β < θ (π необхiдне в першiй нерiвностi, щоб забезпе-

чити умови J(fn) < +∞ та J(gn) < +∞).

Доведення. Крок 1. Нехай послiдовнiсть {un} ⊂ M−π,π задовольняє

(5.17). Для цiєї послiдовностi i параметра η ∈ R означимо послiдовнiсть функ-

цiй Pn : (0,+∞)→ R,

Pn(T ; η) := JT+ 1
2
(un; η). (5.19)

Зазначимо, що для всiх фiксованих n ∈ N i η ∈ R функцiя Pn(T ; η) неспадна

за змiнною T . Справдi, для всiх ε > 0 i η ∈ R, враховуючи, що c > c0, маємо
η+T+ε∫
η+T

c2
1

2

[
u

(
s+ cosϕ− 1

2

)
− u

(
s− 1

2

)]2

ds+

+

η+T+ε∫
η+T

c2
2

2

[
u

(
s+ sinϕ− 1

2

)
− u

(
s− 1

2

)]2

ds =

=
c2

1

2
‖Aun‖2

L2(η+T− 1
2 ,η+T− 1

2+ε) +
c2

2

2
‖Bun‖2

L2(η+T− 1
2 ,η+T− 1

2+ε) ≤

≤ c2
0

2

1∫
0

η+T− 1
2+ε∫

η+T− 1
2

(u′(s))2dsdτ ≤ c2

2

1∫
0

η+T− 1
2+ε+τ∫

η+T− 1
2+τ

(u′(s))2dsdτ =

=
c2

2

1
2∫

− 1
2

η+T+ε+τ∫
η+T+τ

(u′(s))2dsdτ.

Аналогiчно на [η − T − ε, η − T ]. Оскiльки 1 + cos r ≥ 0, то останнє означає,

що для будь-яких T, ε > 0 i η ∈ R

Pn(T + ε; η) ≥ Pn(T ; η).

Тепер для кожного натурального n введемо функцiю концентрацiї

Qn(T ) := sup
η∈R

Pn(T ; η). (5.20)
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Оскiльки lim
T→+∞

Qn(T ) = J(un) для кожного n ∈ N, то Qn(T ) обмежена на

(0,+∞). Згiдно (5.18), J(un) → θ, а отже, послiдовнiсть {J(un)} обмежена

на R. Таким чином, {J(un)} обмежена зверху в L∞(0,∞). Отже, за лемою

Хеллi-Брея (див. [130, с. 183]) її пiдпослiдовнiсть (для якої збережемо те ж

саме позначення) збiгається поточково майже скрiзь до монотонно неспадної

функцiї Q : (0,+∞)→ R i

lim
T→+∞

Q(T ) =: l ∈ [0, θ]. (5.21)

Очевидно мають мiсце (i) при l = θ та (ii) при l = 0. Тому випадок l ∈ (0, θ)

вiдповiдає (iii).

Крок 2. Нехай ε > 0. За означенням l iснує T0 ∈ R таке, що Q(T0) ≥

l − ε
3 . Оскiльки Qn(T ) → Q(T ) при n → ∞ для майже всiх T , то можна

вважати, можливо пiсля збiльшення T0, що Qn(T0) → Q(T0). Таким чином,

Qn(T0) ≥ l − 2ε
3 для досить великих n. Рiвнiсть (5.20) означає, що можна

знайти ηn ∈ R таке, що для всiх досить великих n: Pn(T0; η) ≥ l − ε. Також

iснує послiдовнiсть {Tn}, Tn → ∞ при n → ∞ (i, зокрема, Tn � T0 для всiх

n ∈ N) така, що Qn(T0) ≤ l + ε. Це випливає з того, що Qn(T ) → Q(T ) при

n → ∞ для майже всiх T i T → +∞. Оскiльки в (5.20) Qn(T ) означено як

супремум, то послiдовнiсть {Tn} задовольняє нерiвнiсть Pn(T ; ηn) ≤ l + ε. В

силу монотонностi Pn по T для всiх натуральних n маємо

|Pn(T ; ηn)− l| ≤ ε для всiх T ∈ [T0, Tn]. (5.22)

Тепер проаналiзуємо поведiнку un(s) при |s− ηn| ∈ [T0, Tn]. Покажемо,

що iснують k±n ∈ Z такi, що

|un(s)− (2k+
n )π| ≤ δ(ε) при s ∈

[
ηn + T0 +

1

2
, ηn + Tn −

1

2

]
,

|un(s)− (2k−n )π| ≤ δ(ε) при s ∈
[
ηn − Tn +

1

2
, ηn − T0 −

1

2

]
. (5.23)

Справдi, враховуючи (5.22) i розглядаючи спочатку тiльки вiдрiзок [ηn +

T0, ηn + Tn], одержуємо

2ε ≥ Pn(Tn; ηn)− Pn(T0; ηn) ≥
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≥ c2 − c2
0

2

1
2∫

− 1
2

ηn+Tn+τ∫
ηn+T0+τ

(u′n(s))
2dsdτ +K

ηn+Tn∫
ηn+T0

(1 + cosun(s))ds ≥

≥

ηn+Tn− 1
2∫

ηn+T0+ 1
2

[
c2 − c2

0

2
(u′n(s))

2 +K(1 + cosun(s))

]
ds ≥ (5.24)

[
∀T ′, T ′′ ∈ R : T0 +

1

2
≤ T ′ ≤ T ′′ ≤ Tn −

1

2
маємо

]

≥
ηn+T ′′∫
ηn+T ′

[
c2 − c2

0

2
(u′n(s))

2 +K(1 + cosun(s))

]
ds ≥

[
x2 + y2 ≥ 2xy

]
≥

ηn+T ′′∫
ηn+T ′

[√
c2 − c2

0

2
|u′n(s)| ·

√
K(1 + cosun(s))

]
ds =

[
z = un(s)

]
=
√

2K(c2 − c2
0)

∣∣∣∣∣∣∣
un(ηn+T ′′)∫
un(ηn+T ′)

√
1 + cos zdz

∣∣∣∣∣∣∣ .
Останнє означає, що |un(ηn + T ′)− un(ηn + T ′′)| ≤ δ1, де δ1 = δ1(ε) визначає-

ться спiввiдношенням
π+

δ1
2∫

π− δ12

√
1 + cos tdt =

2ε√
2K(c2 − c2

0)
.

Вiдзначимо, що (5.24) означає також, що

2ε ≥ K(Tn − T0 − 1) · min
s∈[ηn+T0+ 1

2 ,ηn+Tn− 1
2 ]

(1 + cosun(s)).

Нехай цей мiнiмум досягається при s = s0,n. Тодi
2ε

K(Tn − T0 − 1)
≥ 1 + cosun(s0,n).

Оскiльки можна прийняти, що ε� 1 та Tn � T0, то знайдеться таке k+
n , що

|un(s0,n)− (2k+
n + 1)π| ≤ π − arccos

(
2ε

K(Tn − T0 − 1)
− 1

)
=: δ2.

Отже, при δ = δ1 + δ2 для всiх s ∈
[
ηn + T0 + 1

2 , ηn + Tn − 1
2

]
:

|un(s)− (2k+
n + 1)π| ≤ δ



216

i δ → 0 при ε→ 0. Аналогiчно одержується (5.23) для k−n .

Крок 3. Виберемо тепер fn(s). Нехай

fn(s) =


(2k−n + 1)π, s < −T0 − 2,

un(ηn + s), s ∈ [−T0 − 1, T0 + 1],

(2k+
n + 1)π, s > T0 + 2,

(5.25)

i fn(s) лiнiйна на [−T0 − 2,−T0 − 1] та [T0 + 1, T0 + 2]. За аналогiєю до Pn,

замiнюючи в (5.19) un на fn, введемо

P̃n(T ) :=
c2

2

1
2∫

− 1
2

T+τ∫
−T+τ

(f ′n(s))
2ds−

−
T∫

−T

c2
1

2

[
fn

(
s+ cosϕ− 1

2

)
− fn

(
s− 1

2

)]2

ds−

−
T∫

−T

c2
2

2

[
fn

(
s+ sinϕ− 1

2

)
− fn

(
s− 1

2

)]2

ds+

+

T∫
−T

K [1 + cos fn(s)] ds. (5.26)

При |s| > T0 + 5
2 кожна пiдiнтегральна функцiя перетворюється на нуль,

оскiльки згiдно (5.25) fn(s) стала при |s| > T0 + 2. Тому

P̃n

(
T0 +

5

2

)
= P̃n(T ) = P̃n(∞) = J(fn) (5.27)

для всiх T > T0 + 5
2 .

Покажемо, що переходячи до пiдпослiдовностi, J(fn) → α ∈ (0, θ) при

n→∞. Справдi, подамо модуль рiзницi у виглядi∣∣∣P̃n(Tn)− l∣∣∣ =
∣∣∣(P̃n(Tn)− Pn(Tn; ηn))+ (Pn(Tn; ηn)− l)

∣∣∣ .
Зауважимо, що Pn

(
T0 + 1

2 ; ηn
)

= P̃
(
T0 + 1

2

)
, оскiльки за означенням fn(s) =

un(ηn+s) для всiх |s| ≤ T0+1. Звiдси, використовуючи нерiвнiсть трикутника,

одержуємо ∣∣∣Pn(Tn; ηn)− P̃n(Tn)∣∣∣ ≤
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≤
∣∣∣∣Pn(Tn; ηn)− Pn(T0 +

1

2
; ηn

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣P̃n(T0 +
1

2

)
− P̃n(Tn)

∣∣∣∣ . (5.28)

Застосовуючи (5.22) до першого доданка правої частини (5.28), маємо∣∣∣∣Pn(Tn; ηn)− Pn(T0 +
1

2
; ηn

)∣∣∣∣ ≤ 2ε. (5.29)

Для другого доданка (аналогiчно як в [72], Лема 4.1), одержуємо оцiнку∣∣∣∣P̃n(T0 +
1

2

)
− P̃n(Tn)

∣∣∣∣ ≤ c2

(
4ε

c2 − c2
0

+ δ2

)
+ 3K(1− cos δ). (5.30)

З нерiвностей (5.28), (5.29) i (5.30), враховуючи, що P̃n(Tn) = J(fn) (з (5.27)),

маємо

|Pn(Tn; ηn)− J(fn)| =
∣∣∣Pn(Tn; ηn)− P̃n(Tn)∣∣∣ ≤

≤ 2ε+ c2

(
4ε

c2 − c2
0

+ δ2

)
+ 3K(1− cos δ) =: ε̃. (5.31)

Таким чином, враховуючи (5.22), одержуємо

|J(fn)− l| ≤ |Pn(Tn; ηn)− J(fn)|+ |Pn(Tn; ηn)− l| ≤ ε̃+ ε.

Виберемо тепер ε0 > 0 таке, що

l + 2(ε̃+ ε) < θ i l − 2(ε̃+ ε) > 0 (5.32)

для всiх ε < ε0. Останнє можливо, оскiльки δ = δ(ε) → 0 при ε → 0 i

l ∈ (0, θ). Тодi iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {fn} (для якої збережемо

те ж саме позначення) така, що iснує границя

lim
n→∞

J(fn) = α

для деякого α ∈ R з |l − α| ≤ ε̃, i, згiдно вибору ε0, 0 < α < θ.

Покладемо тепер

gn(s) =


un(ηn + s)− 2k−n π, s < −Tn + 1,

π, s ∈ [−Tn + 2, Tn − 2],

un(ηn + s)− 2k+
n π, s > Tn − 1,

(5.33)

i gn(s) лiнiйна на [−Tn + 1,−Tn + 2] та [Tn − 2, Tn − 1]. Легко бачити, що

lim
n→∞

dist [supp{f ′n}, supp{g′n}] ≥ lim
n→∞

(Tn − T0 − 4) =∞.

Мiркуючи аналогiчно, як i вище, одержуємо

|J(un)− J(fn)− J(gn)| ≤
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≤ |J(un)− J(gn)− Pn(Tn − 1; ηn)|+ 2ε+ ε̃, (5.34)

|J(un)− Pn(T0; ηn)− J(gn)| ≤

≤ c2

(
4ε

c2 − c2
0

+ δ2

)
+ 3K(1− cos δ) = ε̃− 2ε. (5.35)

З (5.34) i (5.35) випливає

|J(un)− J(fn)− J(gn)| ≤ 2ε̃.

Таким чином, для достатньо великих n

|J(un)− (θ − α)| ≤ 2ε̃+ ε.

Переходячи до пiдпослiдовностi, якщо необхiдно, маємо, що iснує границя

lim
n→∞

J(gn) = β

i, згiдно вибору ε0 в (5.32), β ∈ (0, θ). Лему доведено.

Наступнi двi леми виключають можливiсть розпливання i розщеплення

мiнiмiзуючої послiдовностi функцiоналу J .

Лема 5.12. Нехай c2 > c2
0 i {un} ⊂ M−π,π мiнiмiзуюча послiдовнiсть функ-

цiоналу J . Тодi (ii) не виконується.

Доведення. Доведемо лему методом вiд супротивного. Припустимо, що

(5.18) виконується. Зафiксуємо T � 1, ε > 0 i вiзьмемо n0 ∈ N таке, що для

всiх un при n > n0:

sup
η∈R

 η+T∫
η−T

c2

2
(u′n(s))

2ds−
η+T∫
η−T

(
c2

1

2
(Aun(s))

2 +
c2

2

2
(Bun(s))

2

)
ds+

+

η+T∫
η−T

K(1 + cosun(s))ds

 ≤ ε

T
.

Зауважимо, що оскiльки c2 > c2
0, то величина в лiвiй частинi завжди не-

вiд’ємна. Зокрема,
c2 − c2

0

2
|u′‖2

L2(−T,T ) ≤
c2

2
‖u′‖2

L2(−T,T ) −
c2

1

2
‖Au‖2

L2(−T,T ) −
c2

2

2
‖Bu‖2

L2(−T,T ) ≤
ε

T
,
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звiдки ‖u′‖L2(−T,T ) ≤
√

2ε
T (c2−c20)

. Останнє означає, зокрема, що

|u(T )− u(−T )| =

∣∣∣∣∣∣
T∫

−T

u′(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
T∫

−T

|u′(s)|ds ≤

≤

 T∫
−T

ds


1
2
 T∫
−T

(u′(s))2ds


1
2

=
√

2T‖u′‖L2(−T,T ) ≤

√
4ε

c2 − c2
0

=: ε1.

Оскiльки функцiонал J iнварiантний вiдносно перетворення s 7→ s+ s0

для будь-якого s0 ∈ R, то без обмеження загальностi приймемо, що un(0) = 0

для всiх n ∈ N. Тодi
T∫

−T

K(1 + cosun(s))ds ≥ 2TK(1 + cos ε1),

а це суперечить тому, що для достатньо малих ε,

sup
η∈R

η+T∫
η−T

K(1 + cosun(s))ds < ε.

Лему доведено.

Лема 5.13. Нехай c2 > 9
8c

2
0 i {un} ⊂M−π,π мiнiмiзуюча послiдовнiсть функ-

цiоналу J . Тодi (iii) не виконується.

Доведення. Спочатку зауважимо, що умова c2 > 9
8c

2
0 забезпечує виконан-

ня нерiвностi
√

c2

c2−c20
< 3 i отже, k ∈ {0, 1} в лемi 5.10. Таким чином, точка

мiнiмуму u0 функцiоналу J на M−π,π задовольняє нерiвнiсть ‖u0‖L∞(R) < 3π.

Доведемо лему також методом вiд супротивного. Припустимо, що для

мiнiмiзуючої послiдовностi {un} ⊂ M−π,π (iii) виконується. Нехай ε > 0 i

виберемо, як у доведеннi леми 5.11, fn i gn такi, що |un − (fn + gn − π)| <

ε. Тодi оцiнка ‖u0‖L∞(R) < 3π означає, що k±n ∈ {0,−1} (див. (5.23)). Для

даних k+
n i k−n , можна визначити значення fn(+∞) − fn(−∞) i gn(+∞) −

gn(−∞) вiдповiдно з (5.25) i (5.26). Нагадаємо, що un(+∞)− un(−∞) = 2π.

Безпосереднiм обчисленням одержуємо

fn(+∞)− fn(−∞) = 0, gn(+∞)− gn(−∞) = 2π

при k+
n = k−n ∈ {0, 1};
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fn(+∞)− fn(−∞) = 2π, gn(+∞)− gn(−∞) = 0

при k+
n = 0, k−n = −1;

fn(+∞)− fn(−∞) = −2π, gn(+∞)− gn(−∞) = 4π

при k+
n = −1, k−n = 0.

Позначимо через f̃n(s) := fn(−s). Тодi для кожного n ∈ N одна з трьох функ-

цiй fn, gn або f̃n належить M−π,π. Позначимо цю функцiю через ũn. Оскiльки

lim
n→∞

J(fn) < inf
u∈M−π,π

J(u), lim
n→∞

J(gn) < inf
u∈M−π,π

J(u), то iснує пiдпослiдовнiсть

послiдовностi {ũn} (з тим самим позначенням) така, що

lim
n→∞

J(ũ) < inf
u∈M−π,π

J(u) = lim
n→∞

J(un).

Останнє суперечить тому, що послiдовнiсть {un} мiнiмiзуюча. Лему доведено.

Першим результатом цього пiдроздiлу є наступна теорема:

Теорема 5.3. Нехай c2 > 9
8c

2
0. Тодi рiвняння (5.10) має розв’язок u ∈ X,

який задовольняє крайовi умови (5.5), а отже, iснують двi гетероклiнiчнi

бiжучi хвилi з профiлем u i швидкостями ±c.

Доведення. Нерiвностi (5.16) означають, що функцiонал J є обмеженим

знизу на X. Нехай {un} ⊂ M−π,π мiнiмiзуюча послiдовнiсть функцiоналу J .

За лемою 5.11 для {un} виконується одна з трьох можливостей (i)—(iii). З

лем 5.12 i 5.13 випливає, що має мiсце (i) (концентрацiя). Отже, для фiксо-

ваного ε > 0 можна вибрати послiдовнiсть {ηn} ⊂ R i T0 > 0 такi, що

J(un)− JT (un; ηn) < ε

для всiх n ∈ N. Позначимо через vn(s) := un(ηn + s). Послiдовнiсть {vn} є

обмеженою в просторi X, оскiльки

‖v′n‖L2(R) = ‖u′n‖L2(R) ≤
2

c2 − c2
0

J(un)

i

|v(0)| < 3π



221

згiдно (5.13) i леми 5.10. Оскiльки X гiльбертiв простiр, то iснує пiдпослi-

довнiсть (як i ранiше позначається {vn}), яка збiгається слабко. На вiдрiз-

ку [−T0, T0] слабка збiжнiсть {vn} означає сильну збiжнiсть в L2(−T0, T0) i

C0([−T0, T0]) до деякої границi u. Отже, для всiх n > n0 з достатньо великим

n0: ∣∣∣∣∣∣
T0−1∫
−T0

[
(Avn(s))

2 − (Aun(s))
2
]
ds

∣∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣∣
T0−1∫
−T0

[
(Bvn(s))

2 − (Bun(s))
2
]
ds

∣∣∣∣∣∣ < ε

i ∣∣∣∣∣∣
T0∫

−T0

[cos vn(s)− cosun(s)] ds

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Оскiльки слабка збiжнiсть означає, що

‖u′‖2
L2(−T0,T0) ≤ lim inf

n→∞
‖v′‖2

L2(−T0,T0),

то

JT0(u; 0) ≤ lim inf
n→∞

JT0(vn; 0).

Розширимо тепер область визначення u до R. Вiзьмемо довiльну мо-

нотонну послiдовнiсть Tk з k ∈ N0 i припустимо, що u вже визначено як

рiвномiрну границю послiдовностi {vn} на вiдрiзку [−Tk, Tk]. Оскiльки {vn}

все ще обмежена в X, то ми можемо знову вибрати пiдпослiдовнiсть (з тим

самим позначенням), яка збiгається рiвномiрно в C0([−Tk+1, Tk+1]) до деякої

границi ũ, яка за побудовою спiвпадає з u на C0([−Tk, Tk]). Звiдси слiдує, що

функцiя u на R задовольняє умови (5.5) i

J(u) = lim
T→∞

JT (u; 0) ≤ lim
T→∞

lim inf
n→∞

JT (vn; 0) ≤

≤ lim
n→∞

J(vn) + Cε = lim
n→∞

J(un) + Cε

зi сталою C = C(c, c0, K), причому u′ ∈ L2(R). Таким чином, u ∈ M−π,π. В

силу довiльностi ε, з останньої нерiвностi випливає, що

J(u) ≤ lim inf
n→∞

J(un).
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А це означає, що u є точкою мiнiмуму функцiоналу J наM−π,π. За лемою 5.9

ця точка мiнiмуму i є розв’язком рiвняння (5.10), який задовольняє умови

(5.5). Теорему доведено.

Далi в цьому пiдроздiлi поширимо одержаний вище результат на ви-

падок суперквадратичних потенцiалiв (якi ростуть на нескiнченностi вище

другого степеня). Розглянемо рiвняння (5.2) з гетероклiнiчними крайовими

умовами (5.5), для якого побудуємо функцiонал

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))+

+K(1 + cosu(s))
]
ds. (5.36)

Надалi припускаємо, що виконуються такi умови:

(i5) Wi ∈ C1(R), Wi(0) = 0 та Wi(r) ≥ 0 для всiх r ∈ R (i = 1, 2);

(ii5) lim
r→±∞

Wi(r) = +∞;

(iii5) iснує скiнченна границя lim
r→0

Wi(r)
r2 .

Нехай v0 : R2 → [−π, π] є монотонною функцiєю на C∞(R) такою, що

v0(s) = −π при s < −1 та v0(s) = π при s > 1. Означимо функцiонал

Ψ : H1(R)→ R

Ψ(v) := J(v0 + v).

Далi нам знадобиться наступна лема, яка одержується безпосереднiм обчис-

ленням (див. [73], Лема 2.3).

Лема 5.14. За зроблених припущень виконуються такi твердження:

(a) Ψ(v) < ∞ для всiх v ∈ H1(R) (еквiвалентно, J(u) < ∞ для всiх u

вигляду u = v0 + v для деякого v ∈ H1(R));

(b) J(u) =∞ для всiх u ∈M−π,π, якi не мають вигляд u = v0+v для деякого

v ∈ H1(R). Зокрема, точка мiнiмуму u функцiоналу J на M−π,π може

бути записана у виглядi u = v0 + v для деякого v ∈ H1(R);
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(c) Ψ ∈ C1 на H1(R);

(d) якщо v ∈ H1(R) критична точка функцiоналу Ψ i u = v0 + v, то u, v ∈

C2(R;R) i u є розв’язком рiвняння (5.2), що задовольняє умови (5.5).

Використовуючи пiдхiд, реалiзований в [73], розглянемо невiд’ємну функ-

цiю F в C∞(R) таку, що
F (r) = 0, |r| ≤ 5π

2 ,

F (r) ≥ 4

(∣∣∣∣2r∫
0

|W ′
1(x)|dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣2r∫
0

|W ′
2(x)|dx

∣∣∣∣) i F (r) ≥ 2K, |r| ≥ 3π,

1
2 ≤ 1 + cos r + 1

2KF (r), |r| ∈
(

5π
2 , 3π

)
.

(5.37)

Очевидно, що для всiх λ > 0, 1 + cos r + λF (r) = 0 тодi i тiльки тодi, коли

|r| = π.

Тепер означимо модифiкований функцiонал J̃ : X → R ∪ {∞}

J̃(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))+

+K(1 + cosu(s)) + F (u(s))
]
ds. (5.38)

Зауваження 5.2. Очевидно, що J̃(u) = J(u) для всiх u ∈ X з ‖u‖L∞(R) ≤ 5π
2 .

Далi позначимо модифiкованi потенцiали взаємодiї

W̃1(r) :=

∣∣∣∣∣∣
r∫

0

|W ′
1(x)|dx

∣∣∣∣∣∣ , W̃2(r) :=

∣∣∣∣∣∣
r∫

0

|W ′
2(x)|dx

∣∣∣∣∣∣ .
Тодi з (5.37) випливає, що для всiх |r| ≥ 3π

W1(2r) +W2(2r) ≤ W̃1(2r) + W̃2(2r) ≤
1

4
F (r) (5.39)

i, отже, за умовою (ii5), F (r)→ +∞ при r → ±∞.

Наступну лему можна знати в [73] (Лема 2.5).

Лема 5.15. Нехай I(u) :=
+∞∫
−∞

[
(u′(s))2 +W (u(s))

]
ds, де W ∈ C1(R) така

функцiя, щоW (±π) = 0 таW (r) > 0 при |r| < π. Тодi мiнiмум функцiоналу
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I на M−π,π досягається, причому

min
u∈M−π,π

I(u) = ν := 2

π∫
−π

√
W (x)dx.

Крiм того,

inf
T>0

inf
u∈H1(−T,T )


T∫

−T

[
(u′(s))2 +W (u(s))

]
ds : u(−T ) = −π, u(T ) = π

 = ν.

Далi нам знадобиться наступна величина:

c̃2
0 := 2 sup

|r|<6π

∣∣∣∣W1(r)

r2

∣∣∣∣+ 2 sup
|r|<6π

∣∣∣∣W2(r)

r2

∣∣∣∣ .
Лема 5.16. Нехай виконуються умови (i5)—(iii5) i c2 > c̃2

0. Тодi для всiх

u ∈ X

J̃(u) ≥
+∞∫
−∞

[
c2 − c̃2

0

2
(u′(s))2 +K (1 + cosu(s)) +

1

2
F (u(s))

]
ds, (5.40)

i функцiонал J̃ обмежений знизу на M−π,π, причому

b− := 8
√

(c2 − c̃2
0)K < inf

u∈M−π,π
J̃(u) < b+ := 8c

√
K. (5.41)

Доведення. Оскiльки

|Au(s)| ≤ |u(s+ cosϕ)|+ |u(s)| ≤ 2 max{|u(s+ cosϕ)|, |u(s)|},

|Bu(s)| ≤ |u(s+ sinϕ)|+ |u(s)| ≤ 2 max{|u(s+ sinϕ)|, |u(s)|},

то для будь-якого k > 0

{s ∈ R : |Au(s)| > k} ⊆
{
s ∈ R : max{|u(s+ cosϕ)|, |u(s)|} > k

2

}
⊆

⊆
{
s ∈ R : |u(s+ cosϕ)| > k

2

}
∪
{
s ∈ R : |u(s)| > k

2

}
;

{s ∈ R : |Bu(s)| > k} ⊆
{
s ∈ R : max{|u(s+ sinϕ)|, |u(s)|} > k

2

}
⊆

⊆
{
s ∈ R : |u(s+ sinϕ)| > k

2

}
∪
{
s ∈ R : |u(s)| > k

2

}
.

Тому, використовуючи (5.40) i монотоннiсть потенцiалiв W̃1 i W̃2 на промiж-

ках (−∞, 0) i (0,+∞), маємо∫
{s∈R: |Au(s)|>6π

W1(Au(s))ds+

∫
{s∈R: |Bu(s)|>6π

W2(Bu(s))ds ≤
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≤
∫

{s∈R: |Au(s)|>6π

W̃1(Au(s))ds+

∫
{s∈R: |Bu(s)|>6π

W̃2(Bu(s))ds ≤

≤
∫

{s∈R: |Au(s)|>6π

W̃1 (2 max{|u(s+ cosϕ)|, |u(s)|}) ds+

+

∫
{s∈R: |Bu(s)|>6π

W̃2 (2 max{|u(s+ sinϕ)|, |u(s)|}) ds ≤

≤
∫

{s∈R: max{|u(s+cosϕ)|,|u(s+sinϕ)|,|u(s)|}>3π

1

4
F (max{|u(s+ cosϕ)|, |u(s+ sinϕ)|,

|u(s)|})ds ≤ 2

∫
{s∈R: |u(s)|>6π

1

4
F (u(s))ds ≤ 1

2

+∞∫
−∞

F (u(s))ds. (5.42)

За означенням c̃0, маємо∫
{s∈R: |Au(s)|≤6π

W1(Au(s))ds+

∫
{s∈R: |Bu(s)|≤6π

W2(Bu(s))ds ≤

≤
∫

{s∈R: |Au(s)|≤6π

c̃2
0

2
(Au(s))2ds+

∫
{s∈R: |Bu(s)|≤6π

c̃2
0

2
(Bu(s))2ds ≤

≤
+∞∫
−∞

c̃2
0

2

[
(Au(s))2 + (Bu(s))2

]
ds. (5.43)

Таким чином, з (5.42) i (5.43) для всiх u ∈ X

J̃(u) ≥
+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 − c̃2

0

2
(Au(s))2 − c̃2

0

2
(Bu(s))2+

+K(1 + cosu(s)) + F (u(s))] ds−

−
∫

{s∈R: |Au(s)|>6π

W1(Au(s))ds−
∫

{s∈R: |Bu(s)|>6π

W2(Bu(s))ds ≥

≥
+∞∫
−∞

[
c2 − c̃2

0

2
(u′(s))2 +K(1 + cosu(s)) +

1

2
F (u(s))

]
ds,

i нерiвнiсть (5.40) доведено.

Застосовуючи лему 5.15 до функцiоналу

I1(u) =
c2 − c̃2

0

2

+∞∫
−∞

[
(u′(s))2 + V1(u(s))

]
ds,
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де

V1(x) =
2K

c2 − c̃2
0

[
(1 + cos x) +

1

2K
F (x)

]
,

та враховуючи (5.40), одержуємо

inf
u∈M−π,π

J̃(u) ≥ (c2 − c̃2
0)

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

√
V1(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =

=
√

2(c2 − c̃2
0)K

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

√
1 + cos xdx

∣∣∣∣∣∣ = 8
√

(c2 − c̃2
0)K.

З iншого боку, враховуючи, що Wi ≥ 0, маємо

J̃(u) ≤ c2

2

+∞∫
−∞

[
(u′(s))2 +

2

c2
(K(1 + cosu(s)) + F (u(s)))

]
ds.

Далi, застосовуючи лему 5.15 до функцiоналу

I2(u) =
c2

2

+∞∫
−∞

[
(u′(s))2 + V2(u(s))

]
ds,

де

V2(x) =
2K

c2

[
(1 + cos x) +

1

K
F (x)

]
,

отримуємо

inf
u∈M−π,π

J̃(u) ≤ c2

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

√
V2(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < 8c
√
K,

i нерiвнiсть (5.41) також доведено.

Зауважимо, що якщо ũ ∈ M−π,π точка мiнiмуму функцiоналу J̃ на

M−π,π, то величини b+ та b− задовольняють нерiвнiсть (див. [73], доведен-

ня леми 2.7):

b+ − b− ≥ 2
√

(c2 − c̃2
0)K

(
‖ũ‖L∞(R) −

3π

2

)
.

Тодi

‖ũ‖L∞(R) ≤
3π

2
+

b+ − b−

2
√

(c2 − c̃2
0)K

=
3π

2
+ δ,

де

δ :=
b+ − b−

2
√

(c2 − c̃2
0)K

=
8c̃2

0

√
K(

c+
√
c2 − c̃2

0

)
2
√

(c2 − c̃2
0)K

=
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=
4c̃2

0

c2 − c̃2
0 + c

√
c2 − c̃2

0

.

Таким чином, має мiсце лема:

Лема 5.17. Нехай виконуються умови (i5)—(iii5) i c2 > c̃2
0. Тодi, якщо ũ ∈

M−π,π точка мiнiмуму функцiоналу J̃ на M−π,π, то

‖ũ‖L∞(R) ≤
3π

2
+ δ,

де

δ :=
4c̃2

0

c2 − c̃2
0 + c

√
c2 − c̃2

0

. (5.44)

Якщо при цьому швидкiсть c така достатньо велика, що δ < π, то

‖ũ‖L∞(R) <
5π

2
.

Як i вище, для даних параметрiв T > 1 i η ∈ R, введемо скорочену

версiю функцiоналу J̃ :

J̃T (u; η) =

1
2∫

− 1
2

η+T− 1
2+τ∫

η−T+ 1
2+τ

c2

2
(u′(s))2dsdτ −

η+T− 1
2∫

η−T+ 1
2

W1(Au(s))ds−

−

η+T− 1
2∫

η−T+ 1
2

W2(Bu(s))ds+

η+T− 1
2∫

η−T+ 1
2

[K(1 + cosu(s)) + F (u(s))] ds. (5.45)

Наступна лема доводиться аналогiчно до леми 5.11.

Лема 5.18. Нехай виконуються умови (i5)—(iii5) та {un} ⊂M−π,π мiнiмi-

зуюча послiдовнiсть функцiоналу J̃ на M−π,π. I нехай c таке досить велике,

що δ < π. Тодi iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {un} (як i ранiше позна-

чається {un}), для якої виконується одна з таких трьох можливостей:

(i′) (концентрацiя) iснує послiдовнiсть {ηn} ∈ R, що для будь-якого достат-

ньо малого ε > 0 знайдеться таке T > 0, що

|J̃(un)− J̃T (un; ηn)| < ε для всiх n ∈ N;

(ii′) (розпливання) для всiх T > 0

lim
n→∞

sup
η∈R

J̃T (un; ηn) = 0;
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(iii′) (розщеплення) знайдеться ε1 > 0 таке, що для кожного ε ∈ (0, ε1)

iснують fn, gn ∈ X такi, що

dist [supp{f ′n}, supp{g′n}]→∞, при n→∞,

|un − (fn + gn − π)| ≤ ε,

|J̃(un)− (J̃(fn)− J̃(gn))| ≤ ε,

lim
n→∞

J̃(fn) = α, lim
n→∞

J̃(gn) = β

для деяких 0 < α, β < inf
u∈M−π,π

J̃(u) (π необхiдне в першiй нерiвностi,

щоб забезпечити умови J̃(fn) < +∞ та J̃(gn) < +∞).

Лема 5.19. Нехай виконуються умови (i5)—(iii5) i швидкiсть c така достат-

ньо велика, що δ < π для δ з (5.44). Тодi функцiонал J̃ має точку мiнiмуму

на M−π,π.

Доведення. За лемою 5.16 функцiонал J̃ обмежений знизу на M−π,π.

Нехай {un} ⊂ M−π,π мiнiмiзуюча послiдовнiсть функцiоналу J̃ . З леми 5.18

випливає, що для пiдпослiдовностi {un} виконується одна з трьох можливос-

тей (i′)—(iii′).

Покажемо, що розщеплення неможливе. Справдi, якщо fn, gn ∈ X i

J̃(fn), J̃(gn) <∞, то за лемою 5.14 (iз замiною J на J̃), маємо, що fn(±∞) ∈

{±π} i gn(±∞) ∈ {±π}. Оскiльки fn + gn − π ∈ M−π,π, то можливий тiльки

один з двох варiантiв:

fn(−∞) = fn(+∞)

або

gn(−∞) = gn(+∞).

В першому випадку покладемо ũn := gn, а в другому — ũn := fn. Тодi {ũ} ⊂

M−π,π i за умовою (iii′), можливо пiсля переходу до пiдпослiдовностi, маємо

lim
n→∞

J̃(ũn) < inf
u∈M−π,π

J̃(u) = lim
n→∞

J̃(un),

що суперечить тому, що {un} ⊂M−π,π мiнiмiзуюча послiдовнiсть.

Розпливання теж неможливе (див. лему 5.12).
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Таким чином, виконується (i′). Отже, для фiксованого ε > 0, можна

вибрати послiдовнiсть {ηn} ⊂ R i T0 такi, що∣∣∣J̃(un)− J̃T0(un; ηn)
∣∣∣ < ε.

Позначимо через wn(s) = un(ηn + s). Послiдовнiсть {wn} обмежена в

X. Справдi, за нерiвнiстю (5.40)

‖w′n‖L2(R) ≤
2

c2 − c̃2
0

та

|wn(0)| ≤ 3π

2
+ δ

за лемою 5.17. Отже, послiдовнiсть {wn} мiстить пiдпослiдовнiсть, яка слабко

збiгається до деякої границi u ∈ X. Збiжнiсть є рiвномiрною на [−T0, T0] i

‖u′‖L2(−T0,T0) ≤ lim inf
n→∞

‖w′n‖L2(−T0,T0).

Оскiльки W1(r), W2(r), 1 + cos r та F (r) є неперервно диференцiйовними i,

отже, неперервними за Лiпшицем при |r| ≤ 3π
2 + δ, то iснує n0 ∈ N таке, що

для всiх n > n0∣∣∣∣(J̃(u)− c2

2
‖u′‖L2(R)

)
−
(
J̃T0(wn; 0)− c2

2
‖u′‖L2(−T0,T0)

)∣∣∣∣ ≤ ε.

Оскiльки ця нерiвнiсть виконується для всiх T > T0, то за лемою 5.14, u ∈

M−π,π. Крiм того, оскiльки функцiя T 7→ J̃T (wn; 0) неспадна для кожного

n ∈ N, то J̃T (wn; 0) ≤ J̃(wn). Звiдси

J̃(u) = lim
T→∞

J̃T (u; 0) ≤

≤ lim
T→∞

lim inf
n→∞

J̃T (wn; 0) ≤ lim
T→∞

lim
n→∞

J̃(wn) =

= lim
n→∞

J̃(wn) = lim
n→∞

J̃(un).

А це означає, що u точка мiнiмуму функцiоналу J̃ на M−π,π.

Останнiм результатом цього пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 5.4. Нехай виконуються умови (i5)—(iii5). Тодi iснує c0 > 0 таке,

що для всiх c > c0 рiвняння (5.2) має розв’язок u, який задовольняє крайовi

умови (5.5), а отже, iснують двi гетероклiнiчнi бiжучi хвилi з профiлем u

i швидкостями ±c.
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Доведення. Легко бачити, що iснує c0 > 0 таке, що c2
0 > c̃2

0 i для всiх

c > c0 виконується нерiвнiсть

δ :=
4c̃2

0

c2 − c̃2
0 + c

√
c2 − c̃2

0

< π.

За лемою 5.19 модифiкований функцiонал J̃ має точку мiнiмуму u∗ ∈

M−π,π. Покажемо, що u∗ — розв’язок рiвняння (5.2), який задовольняє кра-

йовi умови (5.5). Для цього, означимо для функцiоналу J̃ функцiонал Ψ̃,

аналогiчно до Ψ, як у лемi 5.14. Тодi функцiя v∗ := u∗−v0 є точкою мiнiмуму

функцiоналу Ψ̃ на H1(R). Оскiльки вкладення H1(R) в L∞(R) неперервне i

‖u∗‖L∞(R) = ‖v0 + v∗‖L∞(R) <
5π

2

за лемою 5.17, то

‖v0 + v‖L∞(R) <
5π

2

для всiх v в околi ∆ ⊂ H1(R) точки v∗. Тодi за зауваженням 5.2, для всiх

v ∈ ∆,

Ψ(v) = J(v0 + v) = J̃(v0 + v) = Ψ̃(v),

а тому v∗ є точкою мiнiмуму функцiоналу Ψ, як i функцiоналу Ψ̃ в ∆. Зокре-

ма, v∗ є точкою локального мiнiмуму функцiоналу Ψ на H1(R), тобто v∗

— критична точка функцiоналу Ψ. Отже, за лемою 5.14 (твердження (d)),

u∗ = v0 + v∗ є розв’язком рiвняння (5.2), який задовольняє крайовi умови

(5.5). Теорему доведено.

Результати цього пiдроздiлу поширюють результати про iснування гете-

роклiнiчних бiжучих хвиль, одержанi в статтях [72,73], на випадок систем на

двовимiрних ґратках з рiзними потенцiалами взаємодiї вiдносно просторових

координат n i m.

Висновки до роздiлу 5

П’ятий роздiл дисертацiї присвячений питанню iснування бiжучих хвиль

в дискретних рiвняннях типу синус–Ґордона, якi описують нескiнченнi систе-

ми нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi iз зовнiшнiм потенцiалом

вигляду V (r) = K(1− cos r). Вiн складається з чотирьох пiдроздiлiв.
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У першому пiдроздiлi наводиться формулювання задачi про бiжучi хви-

лi для таких рiвнянь. Розглядаються бiжучi хвилi трьох типiв: перiодичнi,

гомоклiнiчнi та гетероклiнiчнi. Профiль u(s) перiодичної бiжучої хвилi є пе-

рiодичною функцiєю з перiодом 2k, профiль гомоклiнiчної хвилi збiгається

до π на нескiнченностi, а профiль гетероклiнiчної хвилi задовольняє крайовi

умови lim
s→−∞

u(s) = −π та lim
s→−∞

u(s) = −π.

Другий пiдроздiл присвячений питанню iснування несталих перiодич-

них бiжучих хвиль. Для цього, як i в роздiлi 4, використано варiацiйний

метод iз використанням теореми про гiрський перевал. Зокрема, побудовано

функцiонал Jk, критичнi точки якого є перiодичними розв’язками. Проте для

даного функцiоналу, в силу особливостi його нелiнiйної частини, довести умо-

ву Пале–Смейла аналогiчно до того, як це зроблено в роздiлi 4, неможливо.

Тому для цього побудовано спецiальний допомiжний функцiонал J̃k, який збi-

гається з Jk для всiх u при ‖u‖L∞([−k,k]) <
π
2 . За допомогою цього функцiоналу

встановлено обмеженiсть послiдовностi Пале–Смейла функцiоналу Jk.

У третьому пiдроздiлi доведено iснування несталих гомоклiнiчних бiжу-

чих хвиль в дискретних рiвняннях типу синус–Ґордона, що розглядаються.

Тут також побудовано спецiальний функцiонал J , критичнi точки якого є

шуканими розв’язками. Проте, на вiдмiну вiд попереднього пiдроздiлу, до-

вести iснування гомоклiнiчних хвиль аналогiчно до перiодичних не можна,

оскiльки тут немає компактностi соболєвського вкладення. Застосувати ме-

тод перiодичних апроксимацiй також не можна, оскiльки немає рiвномiрних

оцiнок для профiлiв перiодичних хвиль. Тому для одержання основного ре-

зультату було побудовано допомiжний функцiонал J̃ , який спiвпадає з J для

всiх u з нормою ‖u‖L∞(R) <
π
2 . Доведено, що вiн має обмежену послiдовнiсть

Пале–Смейла, яка не збiгається до нуля за мiрою. Границя деякої її пiдпо-

слiдовностi i є гомоклiнiчною хвилею.

Четвертий пiдроздiл присвячений питанню iснування гетероклiнiчних

бiжучих хвиль в таких рiвняннях. В силу особливостi крайових умов для
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профiлю таких хвиль, використати пiдхiд, реалiзований для перiодичних i

гомоклiнiчних хвиль неможливо. Зокрема, тут неможливо використати нi як

теорему про гiрський перевал, так i теорему про зачеплення, що застосову-

валися у попередньому роздiлi. В даному випадку для доведення iснування

розв’язкiв також використано варiацiйний метод, проте замiсть згаданих тео-

рем використано принцип концентрованої компактностi. Зокрема, розглянуто

функцiонали J i Ψ. Точки глобального мiнiмуму з множини M−π,π першо-

го функцiоналу виражаються через критичнi точки другого, i є розв’язками

даного рiвняння з гетероклiнiчними крайовими умовами. Показано, що для

функцiоналу J i вiдповiдної мiнiмiзуючої послiдовностi з M−π,π виконується

можливiсть (i) (концентрацiя) принципу концентрованої компактностi, що

дає обмеженiсть мiнiмiзуючої послiдовностi, а отже, слабку збiжнiсть до де-

якої функцiї. Ця функцiя i є розв’язком вихiдної задачi.

Результати даного роздiлу опублiковано в працях [11, 13, 145, 153] i до-

датково висвiтлено в [16–18,160,173,175].
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РОЗДIЛ 6

БIЖУЧI ХВИЛI В СИСТЕМАХ ТИПУ

ФЕРМI-ПАСТИ-УЛАМА НА ДВОВИМIРНIЙ ҐРАТЦI

У цьому роздiлi вивчається система типу Фермi–Пасти–Улама на дво-

вимiрнiй ґратцi. Нехай qn,m(t) — координата (n,m)-ї частинки в момент часу

t. Передбачається, що кожна частинка нелiнiйно взаємодiє з чотирма свої-

ми найближчими сусiдами. Тодi рiвняння руху системи, що розглядається,

мають вигляд

q̈n,m(t) = W ′
1(qn+1,m(t)− qn,m(t))−W ′

1(qn,m(t)− qn−1,m(t))+

+W ′
2(qn,m+1(t)− qn,m(t))−W ′

2(qn,m(t)− qn,m−1(t)), (n,m) ∈ Z2, (6.1)

де W1,W2 ∈ C1(R).

Зауважимо, що система (6.1) має вигляд системи (4.32) без зовнiшнього

потенцiалу (U(r) ≡ 0).

6.1. Формулювання задачi про бiжучi хвилi

Пiдставляючи (4.3) в систему (6.1), для профiлю u(s) бiжучої хвилi

маємо рiвняння

c2u′′(s) = W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ)), (6.2)

де s = n cosϕ+m sinϕ− ct.

Всюди далi пiд розв’язком рiвняння (6.2) розумiється функцiя u ∈

C2(R;R), яка задовольняє це рiвняння.

Зауважимо, що в системах типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй



234

ґратцi, як i у одновимiрному випадку, мають змiст монотоннi хвилi. Проте

монотоннi хвилi не можуть задовольняти умову перiодичностi (4.5) та кра-

йовi умови (4.6). Тому, як i в четвертому роздiлi, будемо вивчати два види

бiжучих хвиль. Але у першому випадку на профiль хвилi накладемо таку

умову перiодичностi:

u′(s+ 2k) = u′(s), s ∈ R, (6.3)

де k > 0 — деяке число. Зауважимо, що профiль такої хвилi не обов’язково

перiодичний. Проте перiодичними є його профiлi вiдносних змiщень r±i , якi

є аргументами W ′
1 та W ′

2 в рiвняннi (6.2):

r+
1 (s) =

s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ, r+
2 (s) =

s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ,

r−1 (s) =

s∫
s−cosϕ

u′(τ)dτ, r−2 (s) =

s∫
s−sinϕ

u′(τ)dτ.

Тому такi хвилi також називають перiодичними (див. [95]).

А в другому випадку профiль бiжучої хвилi є розв’язком рiвняння (6.2)

з крайовими умовами на нескiнченностi:

lim
s→±∞

u′(s) = u′(±∞) = 0. (6.4)

6.2. Iснування бiжучих хвиль з профiлем, який має перiодич-

ну похiдну

Позначимо через Ek гiльбертiв простiр

Ek =
{
u ∈ H1

loc(R) : u′(s+ 2k) = u′(s), u(0) = 0
}

зi скалярним добутком

(u, v)k =

k∫
−k

u′(s)v′(s)ds

i вiдповiдною нормою ‖u‖k = (u, u)
1
2 . Нагадаємо, що за теоремою вкладення

Ek ⊂ C([−k, k]), де C([−k, k]) — простiр неперервних функцiй на [−k, k].

Через ‖ · ‖k,∗ позначимо норму на просторi E∗k, який є спряженим (дуальним)

до простору Ek. Фактично Ek є 1-ковимiрним пiдпростором гiльбертового
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простору

Ẽk =
{
u ∈ H1

loc(R) : u′(s+ 2k) = u′(s)
}

iз
k∫

−k

u′(s)v′(s)ds+ u(0)v(0)

у якостi скалярного добутку. На цьому просторi, як i в роздiлi 4, означимо

оператори

(Au)(s) := u(s+ cosϕ)− u(s) =

s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ,

(Bu)(s) := u(s+ sinϕ)− u(s) =

s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ.

Наступне твердження випливає з леми 4.1.

Лема 6.1. Оператори A та B є обмеженими лiнiйними операторами, що

задовольняють нерiвностi

‖Au‖L∞(−k,k) ≤ l1(k) · ‖u‖k, ‖Au‖L2(−k,k) ≤ | cosϕ| · ‖u‖k,

‖Bu‖L∞(−k,k) ≤ l2(k) · ‖u‖k, ‖Bu‖L2(−k,k) ≤ | sinϕ| · ‖u‖k.

Всюди далi передбачається, що потенцiали задовольняють умову:

(h6) функцiї Wi(r) неперервно диференцiйовнi, Wi(0) = W ′
i (0) = 0 i W ′

i (r) =

o(r) при r → 0, i = 1, 2.

На просторi Ek розглянемо функцiонал

Jk(u) =

k∫
−k

{
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))

}
ds.

Лема 6.2. Нехай виконується умова (h6). Тодi Jk — функцiонал класу C1

на Ek, а його похiдна визначається формулою

〈J ′k(u), h〉 =

k∫
−k

[
c2u′(s)h′(s)−W ′

1(Au(s))Ah(s)−W ′
2(Bu(s))Bh(s)

]
ds

для u, h ∈ Ek.
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Доведення. Подамо функцiонал Jk у виглядi

Jk(u) =
c2

2
(u, u)k − Φk(u),

де

Φk(u) =

k∫
−k

[W1(Au(s)) +W2(Bu(s))]ds.

Таким чином, достатньо розглянути тiльки функцiонал Φk, оскiльки для

квадратичної частини твердження очевидне.

Оскiльки для будь-якого u ∈ Ek функцiїAu iBu неперервнi, то Φk <∞.

Безпосереднiм обчисленням неважко показати, що похiдна функцiоналу Φk

iснує i обчислюється за формулою

〈Φ′k(u), h〉 =

k∫
−k

[W ′
1(Au(s))Ah(s) +W ′

2(Bu(s))Bh(s)] ds.

Тому залишається перевiрити неперервнiсть цiєї похiдної.

Справдi, нехай ‖h‖k ≤ 1 i un → u в Ek. Тодi Aun → Au i Bun → Bu

рiвномiрно на [−k, k] i

|〈Φ′k(un)− Φ′k(u), h| ≤

≤ ‖Ah‖L1(−k,k) · ‖W ′
1(Aun)−W ′

1(Au)‖L∞(−k,k)+

+‖Bh‖L1(−k,k) · ‖W ′
2(Bun)−W ′

2(Bu)‖L∞(−k,k) ≤

≤ (2k)
1
2

[
‖Ah‖L1(−k,k) · ‖W ′

1(Aun)−W ′
1(Au)‖L∞(−k,k)+

+‖Bh‖L1(−k,k) · ‖W ′
2(Bun)−W ′

2(Bu)‖L∞(−k,k)

]
≤

≤ (2k)
1
2

[
‖W ′

1(Aun)−W ′
1(Au)‖L∞(−k,k) + ‖W ′

2(Bun)−W ′
2(Bu)‖L∞(−k,k)

]
.

Оскiльки W ′
1(Aun)→ W ′

1(Au) i W ′
2(Bun)→ W ′

2(Bu) рiвномiрно на [−k, k], то

лему доведено.

Лема 6.3. Нехай виконується умова (h6). Тодi критичнi точки функцiона-

лу Jk є розв’язками рiвняння (6.2), що задовольняють умову (6.3).

Доведення. Нехай g(s) функцiя класу C∞, яка задовольняє умову (6.3).

Тодi h(s) = g(s) − g(0) ∈ Ek. Якщо u є критичною точкою функцiоналу Jk,
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то

0 = 〈J ′k(u), h〉 =

k∫
−k

[
c2u′(s)h′(s)−W ′

1(Au(s))Ah(s)−W ′
2(Bu(s))Bh(s)

]
ds =

=

k∫
−k

[
c2u′(s)h′(s)−W ′

1(u(s+ cosϕ)− u(s))(g(s+ cosϕ)− g(s))−

−W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))(g(s+ sinϕ)− g(s))] ds =

k∫
−k

[
c2u′(s)h′(s)−

−{W ′
1(u(s)− u(s− cosϕ))−W ′

1(u(s+ cosϕ)− u(s))}g(s)−

−{W ′
2(u(s)− u(s− sinϕ))−W ′

2(u(s+ sinϕ)− u(s))}g(s)] ds =

=

k∫
−k

[
−c2u′′(s)g(s)− {W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))−

−W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))}g(s)− {W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))−

−W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))}g(s)] ds =

=

k∫
−k

[
−c2u′′(s) +W ′

1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′
1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))] g(s)ds.

Звiдси випливає, що u — слабкий розв’язок рiвняння (6.2). Оскiльки W ′
1(r)

i W ′
2(r) неперервнi функцiї, то права частина рiвняння (6.2) є неперервною.

Тому u′′(s) – неперервна функцiя, а отже, u ∈ C2(R;R) — розв’язок рiвняння

(6.2) у звичайному смислi. Лему доведено.

Спочатку, за допомогою одного з варiантiв теореми про гiрський пере-

вал, доведемо iснування монотонних хвиль за виконання таких умов:

(i6) Wi(r) = c2i
2 r

2 + fi(r), де ci ≥ 0, fi ∈ C1(R), причому fi(0) = f ′i(0) = 0 i

f ′i(r) = o(r) при r → 0, i = 1, 2;

i також

(ii+6 ) iснують r0 > 0 i µ > 2 такi, що fi(r0) > 0 i для r ≥ 0

0 ≤ µfi(r) ≤ rf ′i(r);
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або

(ii−6 ) iснують r0 < 0 i µ > 2 такi, що fi(r0) > 0 i для r ≤ 0

0 ≤ µfi(r) ≤ rf ′i(r).

Зауважимо, що нерiвнiсть з умови (ii+6 ) можна записати у виглядi ди-

ференцiальної нерiвностi

rµ+1 d

dr

(
r−µfi(r)

)
≥ 0, r ≥ 0.

Безпосереднє iнтегрування показує, що

fi(r) ≥ a0r
µ,

для r > r0 з a0 = r−µ0 fi(r0). Разом iз умовою (i6) це означає, що

fi(r) ≥ a1(r
µ − r2), r ≥ 0, (6.5)

з деяким a1 > 0. Аналогiчно у випадку умови (ii−6 ) остання нерiвнiсть вико-

нується для r ≤ 0.

Далi нам знадобиться така величина:

c0 = c0(ϕ) :=
√
c2

1 cos2 ϕ+ c2
2 sin2 ϕ.

Наступна теорема встановлює iснування надзвукових бiжучих хвиль,

якi мають неспадний або незростаючий профiль.

Теорема 6.1. Нехай виконується умова (i6), ϕ ∈ [0, π2 ] (ϕ ∈ [π, 3π
2 ])) i k > 0.

Тодi

(a) за виконання умови (ii+6 ) для будь-якого c > c0 рiвняння (6.2) має не-

спадний (незростаючий) несталий розв’язок u, що задовольняє умову

(6.3);

(b) за виконання умови (ii−6 ) для будь-якого c > c0 рiвняння (6.2) має не-

зростаючий (неспадний) несталий розв’язок u, що задовольняє умову

(6.3).

Бiльше того, в обох випадках iснують сталi δ > 0 i C > 0, якi не залежать

вiд k, такi, що критичне значення Jk(u) задовольняє нерiвностi

δ ≤ Jk(u) ≤ C.
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Зауважимо, що з точки зору фiзики, зростаючi хвилi є хвилями розши-

рення, а спаднi — хвилями стиснення.

Для доведення теореми буде використано спецiальну форму теореми

про гiрський перевал (теорема В.2). З цiєю метою покладемо

(Pu)(s) :=

s∫
0

|u′(t)|dt.

Неважко перевiрити, що P неперервно вiдображає простiр Ek в себе i PEk

складається iз неспадних функцiй.

Оскiльки ми шукаємо монотоннi хвилi, то можемо припустити, що fi(r) =

0 для r < 0 у випадку (a) i fi(r) = 0 для r > 0 у випадку (b) (з таким же

успiхом можна припустити, що в обох випадках fi(r) є парними функцiями).

Зокрема, це означає, що модифiкованi потенцiали задовольняють нерiвностi

0 ≤ µfi(r) ≤ rf ′i(r)

для всiх r ∈ R, i = 1, 2.

Надалi будемо розглядати тiльки випадок (a), оскiльки випадок (b)

аналогiчний.

Наступна лема показує, що функцiонал Jk задовольняє геометрiю гiр-

ського перевалу.

Лема 6.4. За умов теореми 6.1 iснують такi δ > 0 i r0 > 0, що Jk(u) ≥ δ

при ‖u‖k = r0. Крiм того, iснує таке e ∈ PEk, що ‖e‖k > r0 i Jk(e) ≤ 0.

Доведення. З умови (i6) випливає, що для будь-якого ε > 0 iснує таке

r0 > 0, що |fi(r)| ≤ εr2 при r ≤ r0 (i = 1, 2). Тодi, враховуючи лему 6.1, при

‖u‖k ≤ r0, маємо

Jk(u) ≥
k∫

−k

[
c2

2
(u′(s))2 − c2

1

2
(Au(s))2 − c2

2

2
(Bu(s))2 − ε(Au(s))2−

− ε(Bu(s))2
]
ds ≥ c2

2
‖u‖2

k −
c2

1

2
cos2 ϕ‖u‖2

k −
c2

2

2
sin2 ϕ‖u‖2

k−

−ε cos2 ϕ‖u‖2
k − ε sin2 ϕ‖u‖2

k =
c2 − c2

0 − 2ε

2
‖u‖2

k.
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Тепер вибираємо ε достатньо малим i першу частину твердження леми дове-

дено.

Доведемо другу частину леми. Нехай v ∈ Ek \ {0} i τ > 0. Тодi, врахо-

вуючи нерiвнiсть (6.5), маємо

Jk(τv) ≤ τ 2

k∫
−k

[
c2

2
(v′(s))2 +

(
a1 −

c2
1

2

)
(Av(s))2 +

(
a1 −

c2
2

2

)
(Bv(s))2

]
ds−

−τµa1

k∫
−k

[(Av(s))µ + (Bv(s))µ] ds ≤

≤ τ 2

[
c2

2
‖v‖2

1 + a1

(
‖Av‖2

L2(−k,k) + ‖Bv‖2
L2(−k,k)

)]
−

−τµa1

[
‖Av‖µLµ(−k,k) + ‖Bv‖µLµ(−k,k)

]
.

Оскiльки µ > 2, то Jk(τv) → −∞ при τ → +∞ , а отже, iснує таке τ0 =

τ0(u) > 0, що Jk(τv) ≤ 0 для всiх τ > τ0. Таким чином, можна зафiксувати

e = τv, яке задовольняє умови Jk(e) ≤ 0 i ‖e‖k > r0. Лему доведено.

Лема 6.5. Нехай виконується умова (i6) i c > c0. Тодi якщо потенцiали f1

i f2 задовольняють нерiвностi

µfi(r) ≤ rf ′i(r), r ∈ R, i = 1, 2,

з µ > 2, то функцiонал Jk задовольняє умову Пале–Смейла.

Доведення. Нехай {un} ⊂ Ek послiдовнiсть Пале–Смейла Jk рiвня b,

тобто Jk(un)→ b i J ′k(un)→ 0. Тодi, для достатньо великого n, ‖J ′k(un)‖k,∗ ≤ 1

i |Jk(un)| ≤ b+ 1. Таким чином,

b+ 1 +
1

µ
‖un‖k ≥ Jk(un)−

1

µ
〈J ′k(un), un)〉 =

=

(
1

2
− 1

µ

)[
c2(u′n(s))

2 − c2
1(Aun(s))

2 − c2
2(Bun(s))

2
]
ds+

+

k∫
−k

[
1

µ
f ′1(Aun(s))Aun(s)− f1(Aun(s))

]
ds+

+

k∫
−k

[
1

µ
f ′2(Bun(s))Bun(s)− f2(Bun(s))

]
ds.
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Вiдповiдно до умови леми другий iнтеграл є невiд’ємним i тому, за лемою 6.1,

маємо

b+ 1 +
1

µ
‖un‖k ≥

(
1

2
− 1

µ

)
(c2 − c2

0)‖u‖2
k.

Отже, послiдовнiсть {un} є обмеженою у просторi Ek.

Обмеженiсть послiдовностi {un} означає, що переходячи до пiдпослi-

довностi (з тим самим позначенням), un → u слабко в Ek, а отже, Aun → Au

i Bun → Bu слабко в Ek, i сильно в L2(−k, k) i C([−k, k]). Прямим обчислен-

ням показується, що

‖un − u‖2
k =

k∫
−k

(
c2(u′n(s)− u′(s))2 + c2(un(s)− u(s))2

)
ds =

= 〈J ′k(un)− J ′k(u), un − u〉+ c2
1‖Aun − Au‖2

L2(−k,k) + c2
2‖Bun −Bu‖2

L2(−k,k)+

+

k∫
−k

(f ′1(Aun(s))− f ′1(Au(s))) (Aun(s)− Au(s)) ds+

+

k∫
−k

(f ′2(Bun(s))− f ′2(Bu(s))) (Bun(s)−Bu(s)) ds.

Очевидно, що всi доданки в правiй частинi останньої рiвностi збiгаються до

нуля, а отже, ‖un − u‖k → 0 при n→∞. Лему доведено.

Доведення теореми 6.1. Розглянемо випадок (a) при ϕ ∈ [0, π2 ]. Ле-

ми 6.4 та 6.5 показують, що для функцiоналу Jk виконуються майже всi умови

теореми В.2. Залишається тiльки перевiрити виконання нерiвностi Jk(Pu) ≤

Jk(u) для всiх u ∈ Ek.

Оскiльки

(APu)(s) =

s+cosϕ∫
s

(Pu)′(τ)dτ =

s+cosϕ∫
s

|u′(τ)|dτ ≥

∣∣∣∣∣∣
s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
i

(BPu)(s) =

s+sinϕ∫
s

(Pu)′(τ)dτ =

s+sinϕ∫
s

|u′(τ)|dτ ≥

∣∣∣∣∣∣
s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ,
то

(APu)(s) ≥ |(APu)(s)| ≥ (Au)(s)
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i

(BPu)(s) ≥ |(BPu)(s)| ≥ (Bu)(s).

Оскiльки модифiкованi потенцiали fi(r) є неспадними на R, то

Jk(Pu) =

k∫
−k

[
c2((Pu)′(s))2 − c2

1(APu(s))2 − c2
2(BPu(s))2−

−f1(APu(s))− f2(BPu(s))] ds =

=

k∫
−k

[
c2(u′(s))2 − c2

1(APu(s))2 − c2
2(BPu(s))2−

−f1(APu(s))− f2(BPu(s))] ds ≤

≤
k∫

−k

[
c2(u′(s))2 − c2

1(Au(s))2 − c2
2(Bu(s))2−

−f1(Au(s))− f2(Bu(s))] ds = Jk(u).

Таким чином, за теоремою В.2 iснує нетривiальна критична точка u ∈

PEk функцiоналу Jk така, що Jk(u) ≥ δ з δ > 0 з леми 6.4, i Jk(u) ≤

max
τ∈[0,1]

Jk(τe). Отже, Jk має ненульову критичну точку u ∈ PEk ⊂ Ek, яка

за лемою 6.3, є розв’язком задачi (6.2), (6.3). Цей розв’язок не сталий в силу

означення простору Ek.

Випадок (b) аналогiчний (iз замiною P на −P ).

Легко бачити, що при ϕ ∈ [π, 3π
2 ] у випадку (a) одержуються незроста-

ючi хвилi, а у випадку (b) — неспаднi. Теорему доведено.

Подамо тепер версiю теореми 6.1 для необов’язково монотонних хвиль.

Для цього замiнимо умови, вказанi вище, такими:

(i′6) Wi(r) = ci
2 r

2 + fi(r), де ci ∈ R, fi ∈ C1(R), причому fi(0) = f ′i(0) = 0 i

f ′i(r) = o(r) при r → 0, i = 1, 2;

(ii′6) iснують r0 ∈ R i µ > 2 такi, що fi(r0) > 0 i

µfi(r) ≤ rf ′i(r), r ∈ R, i = 1, 2.
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Позначимо через

a := max{c1, c2, 0}.

Наступна теорема доводиться аналогiчно до теореми 6.1. Для цього дос-

татньо використати теорему про гiрський перевал (теорема В.1) замiсть тео-

реми В.2.

Теорема 6.2. Нехай виконуються умови (i′6) та (ii′6). Тодi для будь-яких

k > 0 i c2 > a рiвняння (6.2) має несталий розв’язок u, що задовольняє

умову (6.3). Бiльше того, iснують сталi δ > 0 i C > 0, якi не залежать

вiд k, такi, що критичне значення Jk(u) задовольняє нерiвностi

δ ≤ Jk(u) ≤ C.

Далi, за допомогою теореми про зачеплення встановимо iснування бi-

жучих хвиль з довiльною швидкiстю c > 0, зокрема, дозвукових бiжучих

хвиль, якi задовольняють умову (6.3). Для цього, згiдно леми 6.3, достатньо

встановити iснування нетривiальних критичних точок функцiоналу Jk.

Теорема 6.3. Нехай виконуються умови (i6), (ii+6 ) та (ii−6 ). Тодi для будь-

яких k > 0 i c > 0 рiвняння (6.2) має несталий розв’язок u, що задовольняє

умову (6.3).

Правильна лема:

Лема 6.6. За умов теореми 6.3 функцiонал Jk задовольняє умову Пале-

Смейла.

Доведення. Нехай {un} ⊂ Ek — послiдовнiсть Пале–Смейла на деякому

рiвнi b. Виберемо β ∈ (µ−1, 2−1). Тодi для достатньо великих n маємо

b+ 1 + β‖un‖k ≥ Jk(un)− β〈J ′k(un), un〉 =

=

(
1

2
− β

) k∫
−k

[
c2(u′n(s))

2 − c2
1(Aun(s))

2 − c2
2(Bun(s))

2
]
ds+

=

k∫
−k

[β(f ′1(Aun(s))Aun(s) + f ′2(Bun(s))Bun(s))−
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−f1(Aun(s))− f2(Bun(s))] ds ≥

≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k −
(

1

2
− β

)[
c2

1‖Aun‖2
L2(−k,k) + c2

2‖Bun‖2
L2(−k,k)

]
+

+(βµ− 1)

k∫
−k

[f1(Aun(s)) + f2(Bun(s))] ds ≥

≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k −
(

1

2
− β

)[
c2

1‖Aun‖2
L2(−k,k) + c2

2‖Bun‖2
L2(−k,k)

]
+

+C(βµ− 1)
[
‖Aun‖µLµ(−k,k) + ‖Bun‖µLµ(−k,k)

]
− C0.

Оскiльки для µ > 2 маємо

c2
1‖Aun‖2

L2(−k,k) + c2
2‖Bun‖2

L2(−k,k) ≤ C
[
‖Aun‖2

Lµ(−k,k) + ‖Bun‖2
Lµ(−k,k)

]
≤

≤ K(ε) + ε
[
‖Aun‖µLµ(−k,k) + ‖Bun‖µLµ(−k,k)

]
,

де K(ε)→∞ при ε→ 0, то

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k −
(

1

2
− β

)
K(ε)−

−
(

1

2
− β

)
ε
[
‖Aun‖µLµ(−k,k) + ‖Bun‖µLµ(−k,k)

]
+

+C(βµ− 1)
[
‖Aun‖µLµ(−k,k) + ‖Bun‖µLµ(−k,k)

]
− C0.

Вибираючи ε > 0 достатньо малим, отримаємо

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k+

+C(βµ− 1)
[
‖Aun‖µLµ(−k,k) + ‖Bun‖µLµ(−k,k)

]
− C0.

Оскiльки βµ− 1 > 0, то

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k − C0.

Остання нерiвнiсть i доводить обмеженiсть {un}. Аналогiчно як i в доведеннi

леми 6.5, ‖un − u‖k → 0, що i доводить лему.

Наступна лема доводиться аналогiчно до леми 4.23.

Лема 6.7. За умов теореми 6.3 функцiонал Jk задовольняє геометрiю за-

чеплення.

Доведення теореми 6.3. Леми 6.6 та 6.7 показують, що для функцiона-

лу Jk виконуються всi умови теореми про зачеплення. Отже, Jk має ненульову
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критичну точку u ∈ Ek. За лемою 6.3, u — розв’язок задачi (6.2), (6.3). Його

несталiсть очевидна. Теорему доведено.

6.3. Iснування бiжучих хвиль з профiлем, похiдна якого збi-

гається до нуля на нескiнченностi

У цьому пiдроздiлi будемо розглядати випадок бiжучих хвиль, профiль

яких є розв’язком рiвняння (6.2), що задовольняє крайовi умови (6.4) на не-

скiнченностi («вiдокремленi хвилi»). Такi хвилi є в деякому сенсi граничним

випадком розглянутих вище «перiодичних» бiжучих хвиль при k →∞. Тому,

як i в роздiлi 4, їх буде побудовано за допомогою граничного переходу при

k →∞ в критичних точках функцiоналу Jk.

Позначимо через E гiльбертiв простiр

E =
{
u ∈ H1

loc(R) : u′ ∈ L2(R), u(0) = 0
}

зi скалярним добутком

(u, v) =

+∞∫
−∞

u′(s)v′(s)ds

i вiдповiдною нормою ‖u‖ = (u, u)
1
2 . Через ‖·‖∗ позначимо норму на просторi

E∗, який є спряженим (дуальним) до простору E. Простiр E є 1-ковимiрним

пiдпростором гiльбертового простору

Ẽ =
{
u ∈ H1

loc(R) : u′ ∈ L2(R)
}

зi скалярним добутком

(u, v)Ẽ =

+∞∫
−∞

u′(s)v′(s)ds+ u(0)v(0).

На цьому просторi означимо оператори

(Au)(s) := u(s+ cosϕ)− u(s) =

s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ,

(Bu)(s) := u(s+ sinϕ)− u(s) =

s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ.

Має мiсце лема:
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Лема 6.8. Оператори A та B є обмеженими лiнiйними операторами, що

задовольняють нерiвностi

‖Au‖L∞(R) ≤ l1(k) · ‖u‖, ‖Au‖L2(R) ≤ | cosϕ| · ‖u‖,

‖Bu‖L∞(R) ≤ l2(k) · ‖u‖, ‖Bu‖L2(R) ≤ | sinϕ| · ‖u‖,

причому

lim
s→±∞

(Au)(s) = (Au)(±∞) = 0,

lim
s→±∞

(Bu)(s) = (Bu)(±∞) = 0.

Доведення. Усi нерiвностi випливають з леми 4.1. Залишається показа-

ти, що lim
s→±∞

(Au)(s) = 0, lim
s→±∞

(Bu)(s) = 0.

Справдi, нехай cosϕ ≥ 0. Тодi оскiльки за нерiвнiстю Кошi-Буняков-

ського-Шварца,

|(Au)(s)| ≤
s+cosϕ∫
s

|u′(t)|dt ≤

 s+cosϕ∫
s

dt


1
2
 s+cosϕ∫

s

|u′(t)|2dt


1
2

=

=
√

cosϕ

 s+cosϕ∫
s

|u′(t)|2dt


1
2

,

|(Bu)(s)| ≤
s+sinϕ∫
s

|u′(t)|dt ≤

 s+sinϕ∫
s

dt


1
2
 s+sinϕ∫

s

|u′(t)|2dt


1
2

=

=
√

sinϕ

 s+sinϕ∫
s

|u′(t)|2dt


1
2

,

та u′ ∈ L2(R), то (Au)(±∞) = 0, (Bu)(±∞) = 0. Випадок cosϕ ≤ 0 аналогi-

чний. Лему доведено.

З цiєї леми випливає, що для будь-якої бiжучої хвилi з профiлем u ∈ E,

профiлi вiдносних змiщень

r+
1 (s) =

s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ, r+
2 (s) =

s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ,



247

r−1 (s) =

s∫
s−cosϕ

u′(τ)dτ, r−2 (s) =

s∫
s−sinϕ

u′(τ)dτ

задовольняють крайовi умови:

lim
s→±∞

r±i (s) = 0, i = 1, 2.

Неважко перевiрити, що

(Pu)(s) :=

s∫
0

|u′(t)|dt

неперервно вiдображає простiр E в себе.

Зробимо таке припущення:

(h′6) функцiї Wi(r) неперервно диференцiйовнi, Wi(0) = W ′
i (0) = 0, i = 1, 2,

та для деякого R > 0

sup
|r|≤R

∣∣∣∣W ′
i (r)

r

∣∣∣∣ < +∞.

Зауважимо, що це припущення дещо сильнiше, нiж (h6).

На просторi E розглянемо функцiонал

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))

]
ds.

Лема 6.9. Нехай виконується умова (h′6). Тодi J — функцiонал класу C1 на

E, а його похiдна для будь-яких u, h ∈ E виражається формулою

〈J ′(u), h〉 =

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)h′(s)−W ′

1(Au(s))Ah(s)−W ′
2(Bu(s))Bh(s)

]
ds.

Доведення. Як i вище, подамо функцiонал J у виглядi

J(u) =
c2

2
(u, u)k − Φ(u),

де

Φ(u) =

+∞∫
−∞

[W1(Au(s)) +W2(Bu(s))]ds.

Оскiльки для квадратичної частини твердження очевидне, то достатньо роз-

глянути тiльки функцiонал Φ.

Згiдно леми 6.8 та умови (h′6), для будь-якої функцiї u ∈ E функцiї

Au та Bu неперервнi та iснують такi сталi C1 > 0 i C2 > 0 , якi залежать
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вiдповiдно вiд ‖Au‖L∞(R) i ‖Bu‖L∞(R), а отже, вiд ‖u‖, що |W1(Au(s))| ≤

C1|Au(s)|2 i |W2(Bu(s))| ≤ C2|Bu(s)|2. Звiдси негайно слiдує, що Φk(u) <∞.

Безпосереднiм обчисленням неважко показати, що похiдна функцiоналу Φk

iснує i обчислюється за формулою

〈Φ′k(u), h〉 =

k∫
−k

[W ′
1(Au(s))Ah(s) +W ′

2(Bu(s))Bh(s)] ds.

Тому залишається перевiрити неперервнiсть цiєї похiдної.

Нехай ‖h‖ ≤ 1 i un → u в E. Тодi Aun → Au i Bun → Bu в L2(R) i

L∞(R), причому

|〈Φ′(un)− Φ′(u), h| ≤

≤ ‖Ah‖L2(R) · ‖W ′
1(Aun)−W ′

1(Au)‖L2(R)+

+‖Bh‖L2(R) · ‖W ′
2(Bun)−W ′

2(Bu)‖L2(R) ≤

≤ ‖W ′
1(Aun)−W ′

1(Au)‖L2(R) + ‖W ′
2(Bun)−W ′

2(Bu)‖L2(R).

Умова (h′6) означає, що iснують такi сталi C1 > 0 i C2 > 0, що

|W ′
1(r)| ≤ C1|r| i |W ′

2(r)| ≤ C2|r| при |r| ≤ R,

деR = min{R1, R2},R1 = max{‖Au‖L∞(R), ‖Aun‖L∞(R)},R2 = max{‖Bu‖L∞(R),

‖Bun‖L∞(R)}. Тодi

‖W ′
1(Aun)−W ′

1(Au)‖2
L2(R) ≤

b∫
−b

|W ′
1(Aun(s))−W ′

1(Au(s))|2ds+

+

∫
|s|≥b

[
|W ′

1(Aun(s))|2 + |W ′
1(Au(s))|2

]
ds ≤

≤
b∫

−b

|W ′
1(Aun(s))−W ′

1(Au(s))|2ds+

+C1

∫
|s|≥b

[
|Aun(s)|2 + |Au(s)|2

]
ds.

Оскiльки Aun → Au в L2(R), то для будь-якого як завгодно малого

ε1 > 0 можна вибрати b > 0, яке не залежить вiд n, так, щоб другий iнтеграл

в правiй частинi останньої нерiвностi був меншим за ε1. Крiм того, оскiльки
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Aun → Au рiвномiрно на [−b, b], то перший iнтеграл буде також меншим за

ε1 для достатньо великих n. Отже, для достатньо великих n

‖W ′
1(Aun)−W ′

1(Au)‖2
L2(R) ≤ ε1 + C1ε1.

Аналогiчно для будь-якого як завгодно малого ε2 > 0 i для достатньо великих

n,

‖W ′
2(Bun)−W ′

2(Bu)‖2
L2(R) ≤ ε2 + C2ε2.

А це означає, що |〈Φ′(un)− Φ′(u), h| → 0 при n → ∞, що й дає необхiдне.

Лему доведено.

Лема 6.10. Нехай виконується умова (h′6). Тодi критичнi точки функцiо-

налу J є розв’язками рiвняння (6.2), що задовольняють умову (6.4).

Доведення. Нехай g(s) функцiя класу C∞0 (R) та u є критичною точкою

функцiоналу J . Тодi h(s) = g(s)− g(0) ∈ E та

0 = 〈J ′(u), h〉 =

=

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)h′(s)−W ′

1(Au(s))−W ′
2(Bu(s))

]
ds =

=

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)g′(s)−W ′

1(u(s+ cosϕ)− u(s))(g(s+ cosϕ)− g(s))−

−W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))(g(s+ sinϕ)− g(s))] ds =

=

+∞∫
−∞

[
−c2u′′(s)g(s)−

−{W ′
1(u(s)− u(s− cosϕ))−W ′

1(u(s+ cosϕ)u(s))}g(s)−

−{W ′
2(u(s)− u(s− sinϕ))−W ′

2(u(s+ sinϕ)− u(s))}g(s)] ds =

=

+∞∫
−∞

[
−c2u′′(s) +W ′

1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′
1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))] g(s)ds.

Це означає, що u — слабкий розв’язок рiвняння (6.2). Оскiльки u(s), W1(r) i

W2(r) неперервнi функцiї, то права частина рiвняння (6.2) є неперервною.
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Звiдси отримуємо, що u′′(s) — також неперервна, тобто u ∈ C2(R;R) —

розв’язок рiвняння (6.2) у звичайному сенсi. Крiм того, оскiльки Au(s), Bu(s)

∈ L∞(R), то умова (h′6) означає, що права частина рiвняння (6.2) належить

L2(R), а отже, u′′ ∈ L2(R) i u′ ∈ H1(R). Тодi, згiдно компактностi соболєв-

ського вкладення, u′ ∈ C0(R), тобто u задовольняє умову (6.4). Лему доведе-

но.

Як i вище, позначимо через

a := max{c1, c2, 0}.

Для одержання основного результату цього пiдроздiлу знадобляться

наступнi три леми.

Лема 6.11. Нехай виконуються умови (i′6), (ii′6) i c2 > a. Тодi iснують такi

ε0 > 0 i γ > 0 якi не залежать вiд k, що для нетривiальних критичних

точок функцiоналiв Jk та J правильнi вiдповiдно нерiвностi

ε0 ≤ ‖u‖2
k ≤ γJk(u),

ε0 ≤ ‖u‖2 ≤ γJ(u).

Доведення. Розглянемо функцiонал Jk (доведення для функцiоналу J

аналогiчне). Подамо його у виглядi

Jk(u) =
1

2
Ψk(u)−

k∫
−k

[f1(Au(s)) + f2(Bu(s))] ds,

де

Ψk(u) =

k∫
−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2

]
ds.

Нехай u ∈ Ek — критична точка функцiоналу Jk. Тодi, за умовою (ii′6),

маємо

Jk(u) = Jk(u)− 1

µ
〈J ′k(u), u〉 =

(
1

2
− 1

µ

)
Ψk−

−
k∫

−k

[
f1(Au(s))− 1

µ
f ′1(Au(s))Au(s)

]
ds−
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−
k∫

−k

[
f2(Bu(s))− 1

µ
f ′2(Bu(s))Bu(s)

]
ds ≥

≥ µ− 2

2µ
Ψk(u).

Якщо c1 ≤ 0, c2 ≤ 0, то Ψk(u) ≥ c2‖u‖2
k. Звiдки ‖u‖2

k ≤ γJk(u) з

γ = 2µ
(µ−2)c2 > 0.

Якщо c1 > 0, c2 ≤ 0, то

Ψk(u) ≥
k∫

−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2

]
ds ≥ (c2 − c1 cos2 ϕ)‖u‖2

k.

Звiдки ‖u‖2
k ≤ γJk(u) з γ = 2µ

(µ−2)(c2−c1 cos2 ϕ) > 0.

Якщо c1 ≤ 0, c2 > 0, то

Ψk(u) ≥ (c2 − c2 sin2 ϕ)‖u‖2
k.

Звiдки ‖u‖2
k ≤ γJk(u) з γ = 2µ

(µ−2)(c2−c2 sin2 ϕ)
> 0.

Якщо ж c1 > 0, c2 > 0, то

Ψk(u) ≥ (c2 − c1 cos2 ϕ− c2 sin2 ϕ)‖u‖2
k.

Звiдки ‖u‖2
k ≤ γJk(u) з γ = 2µ

(µ−2)(c2−c1 cos2 ϕ−c2 sin2 ϕ)
> 0.

Для одержання нижньої межi припустимо вiд супротивного, що iснує

послiдовнiсть нетривiальних критичних точок {ukn} ⊂ Ekn така, що ‖ukn‖kn →

0. Тодi, за лемою 6.1, ‖Aukn‖L∞(−kn,kn) → 0, ‖Bukn‖L∞(−kn,kn) → 0 i з умови

(i′6) випливає, що

|f ′1(Aukn)Aukn + f ′2(Bukn)Bukn| ≤ εn
(
|Aukn|2 + |Bukn|2

)
,

де εn → 0 при n→∞. Оскiльки 〈J ′kn(ukn), ukn〉 = 0, то

c2‖ukn‖2
kn

=

=

kn∫
−kn

[c1(Aukn(s))
2 + c2(Bukn(s))

2 + f ′1(Aukn(s)) + f ′2(Bukn(s))]ds ≤

≤ (a+ εn)‖ukn‖2
kn
.

А це суперечить тому, що c2 > a. Лему доведено.

Якщо модифiкувати V (r) так, щоб модифiкований потенцiал спiвпадав
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з V (r) для r > 0 (вiдповiдно для r < 0) i дорiвнював нулю для r < 0

(вiдповiдно для r > 0), то з доведеної леми при a = c2
0 = c2

0(ϕ) випливає

наслiдок.

Наслiдок 6.1. Нехай виконуються умови (i6), ii+6 ) (вiдповiдно ii−6 )) i c > c0.

Тодi твердження леми 6.11 виконується для нетривiальних критичних то-

чок u ∈ PEk (вiдповiдно u ∈ −PEk) функцiоналу Jk та u ∈ PE (вiдповiдно

u ∈ −PE) функцiоналу J при a = c2
0.

Лема 6.12. Нехай виконується умова (i′6), c2 > a та {uk} ⊂ Ek така послi-

довнiсть, що ‖J ′k(uk)‖k,∗ → 0 i ‖uk‖k обмежена. Тодi ‖uk‖k → 0 при k →∞,

або для будь-якого r > 0 iснують θ > 0, пiдпослiдовнiсть послiдовностi {uk}

(як i ранiше позначатимемо через {uk}) та {ηk} ⊂ R, такi, що
ηk+r∫
ηk−r

[
(Auk(s))

2 + (Buk(s))
2
]
ds ≥ θ. (6.6)

Доведення. Нехай

lim
k→∞

sup
η∈R

η+r∫
η−r

[
(Auk(s))

2 + (Buk(s))
2
]
ds = 0

i gk ∈ C∞0 (R) така функцiя, що

0 ≤ gk(s) ≤ 1,

gk(s) = 1 при |s| ≤ k,

gk(s) = 0 при |s| ≥ k + 1,

|g′k(s)| ≤ C,

де C > 0 не залежить вiд k. Покладемо

hk(s) = gk(s)[Auk(s) +Buk(s)].

Легко перевiрити, що hk ∈ H1(R), ‖hk‖H1(R) обмежена i

lim
k→∞

sup
ζ∈R

ζ+r∫
ζ−r

|hk(s)|2ds = 0.

Тодi за лемою 4.1 з [94] (її частковим варiантом є лема 4.9 з роздiлу 4) маємо,
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що ‖hk‖Lp(R) → 0 для всiх p > 2. Оскiльки

‖Auk‖Lp(−k,k) + ‖Buk‖Lp(−k,k) ≤ C1‖hk‖Lp(R)

з деяким C1 > 0, то

‖Auk‖Lp(−k,k) + ‖Buk‖Lp(−k,k) → 0

для всiх p > 2.

Нехай εk := ‖J ′k(uk)‖k,∗ → 0 при k →∞, тодi

〈J ′k(uk), uk〉 =

k∫
−k

[c2(u′k(s))
2 − c1(Auk(s))

2 − c2(Buk(s))
2−

−f ′1(Auk(s))Auk(s)− f ′2(Buk(s))Buk(s)]ds ≤ εk‖u‖k.

За лемою 6.1,

‖Auk‖L∞(−k,k) + ‖Buk‖L∞(−k,k) ≤ C.

Зафiксуємо довiльне p > 2. Тодi за умовою (i′6) для кожного ε > 0 iснує

Cε > 0 таке, що

|f ′1(r)r + f ′2(r)r| ≤ εr2 + Cε|r|p, |r| ≤ C.

Таким чином, маємо

c2‖uk‖2
k ≤

k∫
−k

[
c1(Auk(s))

2 + c2(Buk(s))
2+

+f ′1(Auk(s))Auk(s) + f ′2(Buk(s))Buk(s)] ds+ εk‖uk‖k ≤

≤
k∫

−k

[
(a+ ε)

(
c1(Auk(s))

2 + c2(Buk(s))
2
)

+ εk‖uk‖k =

+Cε (c1(Auk(s))
p + c2(Buk(s))

p)] ds+

= (a+ ε)
(
‖Auk‖2

L2(−k,k) + ‖Buk‖2
L2(−k,k)

)
+

+Cε

(
‖Auk‖pLp(−k,k) + ‖Buk‖pLp(−k,k)

)
+ εk‖uk‖k.

Використовуючи лему 6.1, маємо

(c2 − a− ε)‖uk‖2
k ≤ Cε

(
‖Auk‖pLp(−k,k) + ‖Buk‖pLp(−k,k)

)
+ εk‖uk‖k.

Тодi, оскiльки c2 > a, то можна вибрати таке достатньо мале ε > 0, що

c2 − a− ε > 0, i отже, ‖uk‖k → 0. Лему доведено.
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Лема 6.13. Нехай виконуються умови (i′6), (ii′6), c2 > a та {uk} ⊂ Ek

така послiдовнiсть нетривiальних критичних точок функцiоналу Jk, що

послiдовнiсть критичних значень {Jk(uk)} рiвномiрно обмежена. Тодi iсну-

ють нетривiальна критична точка u ∈ E функцiоналу J i послiдовнiсть

{ηk} ⊂ R такi, що пiдпослiдовнiсть uk(s+ ηk)− uk(ηk) збiгається до u рiв-

номiрно на вiдрiзках разом зi своїми першою i другою похiдними.

Доведення. За лемою 6.11, ‖uk‖k 6→ 0, а тому за лемою 6.12, для будь-

якого r > 0 iснують θ > 0, пiдпослiдовнiсть послiдовностi {uk} (з тим самим

позначенням) та {ηk} ⊂ R, такi, що виконується нерiвнiсть (6.6).

Покладемо vk(s) := uk(s + ηk) − uk(ηk). Тодi ‖vk‖k = ‖uk‖k, Jk(vk) =

Jk(uk) та J ′k(vk) = 0. Крiм того, оскiльки ‖vk‖k обмежена, то iснує пiдпо-

слiдовнiсть послiдовностi {vk} (як i ранiше позначатимемо через {vk}), яка

слабко збiгається в просторi H1
loc(R) до деякої функцiї u ∈ H1

loc(R), тобто в

просторi H1(a, b) для будь-якого скiнченного iнтервалу (a, b).

Покажемо, що u ∈ Ẽ. Справдi, v′k → u′ слабко в L2
loc(R), а отже, для

будь-яких a < b
b∫

a

(u′(s))2ds ≤ lim inf
k→∞

b∫
a

(v′k(s))
2ds ≤ lim inf

k→∞
‖v′k‖2

k ≤ C.

Таким чином, переходячи в останнiй нерiвностi до границi при a → −∞ та

b→ +∞, одержуємо, що
+∞∫
−∞

(u′(s))2ds ≤ C < +∞,

тобто u ∈ Ẽ.

Покажемо, що u 6= 0. Згiдно компактностi соболєвського вкладення,

Avk → Au та Bvk → Bu сильно в просторi L∞loc(R) (тобто рiвномiрно на скiн-

ченних iнтервалах), i в L2
loc(R). Звiдси, враховуючи нерiвнiсть (6.6), одержу-

ємо
r∫

−r

[
(Au(s))2 + (Bu(s))2

]
ds ≥ θ > 0.
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А це й означає, що u 6= 0.

Зазначимо, що оскiльки Avk → Au та Bvk → Bu сильно в просторi

L∞loc(R), то W ′
1(Avk)→ W ′

1(Au) та W ′
2(Bvk)→ W ′

2(Bu) також сильно в цьому

просторi.

Нехай функцiя g ∈ C∞(R), g(0) = 0 i g′ ∈ C∞0 (R). Тодi для достатньо

великих k: [−k, k] ⊃ suppAg ∪ suppBg =: S. I для таких k позначимо через

gk ∈ Ek первiсну функцiю для 2k-перiодичного продовження функцiї g′[−k,k].

Тодi

〈J ′(u), g〉 =

=

+∞∫
−∞

[
c2u′(s)g′(s)−W ′

1(Au(s))Ag(s)−W ′
2(Bu(s))Bg(s)

]
ds =

=

∫
S

[
c2u′(s)g′(s)−W ′

1(Au(s))Ag(s)−W ′
2(Bu(s))Bg(s)

]
ds =

= lim
k→∞

∫
S

[
c2v′k(s)g

′(s)−W ′
1(Avk(s))Ag(s)−W ′

2(Bvk(s))Bg(s)
]
ds =

= lim
k→∞

k∫
−k

[
c2v′k(s)g

′
k(s)−W ′

1(Avk(s))Agk(s)−W ′
2(Bvk(s))Bgk(s)

]
ds =

= lim
k→∞
〈J ′(vk), gk〉 = 0.

Отже, u — нетривiальний розв’язок рiвняння (6.2).

I нарештi, права частина рiвняння (6.2) для vk збiгається в L∞loc(R) до

його правої частини для u. А тому v′′k → u′′, i отже, v′k → u′ i vk → u в L∞loc(R).

Причому u(0) = 0 i u ∈ E. Очевидно u 6= const. Лему доведено.

Наступний наслiдок випливає з доведеної леми при a = c2
0, якщо моди-

фiкувати V (r) так, щоб модифiкований потенцiал збiгався з V (r) для r > 0

(вiдповiдно для r < 0) i дорiвнював нулю для r < 0 (вiдповiдно для r > 0),

а також врахувати, що границя монотонної послiдовностi функцiй є також

монотонною функцiєю.

Наслiдок 6.2. Нехай виконуються умови (i′), (ii+) (вiдповiдно (ii−)) i c >
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c0. Тодi твердження леми 6.13 виконується для нетривiальних критичних

точок u ∈ PEk (вiдповiдно u ∈ −PEk) функцiоналу Jk та u ∈ PE (вiдпо-

вiдно u ∈ −PE) при a = c2
0.

Зауважимо, що доведена лема залишається справедливою i у випадку,

коли замiсть послiдовностi критичних точок взяти таку послiдовнiсть {uk} ⊂

Ek, що ‖J ′k(uk)‖k,∗ → 0 i послiдовнiсть значень {Jk(uk)} обмежена.

Основними результатами цього пiдроздiлу є наступнi двi теореми, якi

безпосередньо випливають з леми 6.13 i теорем 6.1 та 6.2 вiдповiдно.

Теорема 6.4. Нехай виконується умова (i6) та ϕ ∈ [0, π2 ] (ϕ ∈ [π, 3π
2 ])). Тодi

(a) за виконання умови (ii+6 ) для будь-якого c > c0 рiвняння (6.2) має не-

спадний (незростаючий) несталий розв’язок u, що задовольняє умови

(6.4);

(b) за виконання умови (ii−6 ) для будь-якого c > c0 рiвняння (6.2) має незрос-

таючий (неспадний) несталий розв’язок u, що задовольняє умови (6.4).

Теорема 6.5. Нехай виконуються умови (i′6), (ii′6) та c2 > a. Тодi рiвняння

(6.2) має несталий розв’язок u, що задовольняє умови (6.4).

Приклад 6.1. Розглянемо рiвняння (6.1) з потенцiалами

W1(r) = W2(r) =
c2

0

2
r2 +

c1

p
rp =: W (r),

де c0 > 0, c1 6= 0, p ≥ 3.

Зауважимо, що при p = 3 рiвняння (6.1) є двовимiрним аналогом так

званої α-моделi ФПУ, а при p = 4 — β-моделi.

Нехай p — непарне. Тодi, якщо c > c0 i c1 > 0, то за теоремою 6.1, для

будь-якого k > 0 дане рiвняння має несталий неспадний розв’язок u ∈ Ek,

тобто iснує двi несталi 2k-«перiодичнi» бiжучi хвилi з профiлем, що задо-

вольняє умову перiодичностi (6.3), i швидкостями ±c, а за теоремою 6.4 —

несталий неспадний розв’язок u ∈ E, тобто iснує двi несталi «вiдокремленi»
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хвилi з профiлем, що задовольняє умови (6.4), i швидкостями ±c. Якщо ж

c > c0 i c1 < 0, то дане рiвняння має несталi незростаючi розв’язки u ∈ Ek та

u ∈ E.

Нехай p — парне (в цьому випадку потенцiал W (r) парний, а його

похiдна непарна). Тодi, якщо c > c0, то дане рiвняння має пару несталих

розв’язкiв ±u ∈ Ek, один з них неспадний, а iнший незростаючий, а також

пару монотонних несталих розв’язкiв ±u ∈ E. Якщо ж c ∈ (0, c0], то за теоре-

мою 6.3 дане рiвняння має пару несталих розв’язкiв ±u ∈ Ek, тобто iснують

дозвуковi 2k-«перiодичнi» хвилi.

Таким чином, у вiдроздiлах 6.2 i 6.3 одержано результати про iснування

«перiодичних» i «вiдокремлених» бiжучих хвиль, якi поширюють результати

статтi [98] (див. також [95]) на випадок систем на двовимiрних ґратках з

рiзними потенцiалами взаємодiї вiдносно просторових координатних осей n i

m.

6.4. Iснування перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль в

системах типу ФПУ

У цьому пiдроздiлi будемо вивчати перiодичнi та вiдокремленi бiжучi

хвилi в рiвняннi (6.2), якi задовольняють умови з роздiлу 4. Зокрема, профiль

перiодичної хвилi задовольняє умову перiодичностi

u(s+ 2k) = u(s), s ∈ R, (6.7)

де k > 0 — деяке число, а профiль вiдокремленої хвилi задовольняє крайовi

умови на нескiнченностi

lim
s→±∞

u(s) = u(±∞) = 0. (6.8)

Позначимо через Xk гiльбертiв простiр

Xk =
{
u ∈ H1

loc(R) : u(s+ 2k) = u(s), u(0) = 0
}

зi скалярним добутком (тим самим, що й в Ek з пiдроздiлу 6.2)

(u, v)k =

k∫
−k

u′(s)v′(s)ds
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i вiдповiдною нормою ‖u‖k = (u, u)
1
2 . Цей простiр є замкненим пiдпросто-

ром простору Ek. Бiльше того, u ∈ Ek належить Xk тодi i тiльки тодi, коли

похiдна u′(s) має нульове середнє значення (див. [95]), тобто

〈u′〉 :=

k∫
−k

u′(s)ds = 0.

Це означає, щоXk є 1-ковимiрним пiдпростором простору Ek. А ортогональне

доповнення є власне пiдпростiр Ek, породжений функцiєю h0(s) = s.

Нехай X замикання простору C∞0 (R) по вiдношенню до норми (тiєї ж,

що й в E з пiдроздiлу 6.3)

‖u‖ =

 +∞∫
−∞

(u′(s))2ds

 1
2

.

Очевидно, що X є замкненим пiдпростором простору Ẽ, а тому функцiї з X

задовольняють умову (6.8).

Припустимо, що виконуються умови (i′6) та (ii′6) з пiдроздiлу 6.2.

На просторах Xk та X розглянемо вiдповiдно функцiонали

Jk(u) =

k∫
−k

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))

]
ds,

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))

]
ds.

Легко бачити, що критичнi точки цих функцiоналiв у просторах Xk та X є

розв’язками рiвняння (6.2), що задовольняють умови (6.7) та (6.8) вiдповiдно.

Аналогiчно, як i вище, одержуються наступнi результати.

Теорема 6.6. Нехай виконуються умови (i′6) та (ii′6). Тодi для будь-яких

k > 0 i c2 > a рiвняння (6.2) має несталий розв’язок u, що задовольняє

умову (6.7).

Перевiримо виконання умов теореми про гiрський перевал для функцiо-

налу Jk.
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Лема 6.14. За виконання умов теореми 6.6 функцiонал Jk задовольняє умо-

ву Пале–Смейла.

Доведення. Нехай {un} ⊂ Xk послiдовнiсть Пале–Смейла функцiоналу

Jk рiвня b. Тодi для достатньо великих n,

b+ 1 +
1

µ
‖un‖k ≥ Jk(un)−

1

µ
〈J ′k(un), un〉 =

=

(
1

2
− 1

µ

) k∫
−k

[
c2(u′n(s))

2 − c1(Aun(s))
2 − c2(Bun(s))

2
]
ds+

+

k∫
−k

[
1

µ
f ′1(Aun(s))Aun(s)− f1(Aun(s)

]
ds+

+

k∫
−k

[
1

µ
f ′2(Bun(s))Bun(s)− f2(Bun(s)

]
ds.

Вiдповiдно до умови леми другий i третiй iнтеграли є невiд’ємними i тому, за

лемою 6.1, маємо

b+ 1 +
1

µ
‖un‖k ≥

(
1

2
− 1

µ

)
(c2 − a)‖un‖2

k.

А це означає, що послiдовнiсть {un} є обмеженою у просторi Xk.

Тодi, переходячи до пiдпослiдовностi (з тим самим позначенням), un →

u слабко в Xk, а отже, Aun → Au i Bun → Bu слабко в Xk, i сильно в

L2(−k, k) i C([−k, k]). Прямим обчисленням показується, що

c2‖un − u‖2
k =

k∫
−k

c2(u′n(s)− u′(s))2ds =

= 〈J ′k(un)− J ′k(u), un − u〉+ c1‖Aun − Au‖2
L2(−k,k) + c2‖Bun −Bu‖2

L2(−k,k)+

+

k∫
−k

(f ′1(Aun(s))− f ′1(Au(s)) (Aun(s)− Au(s)) ds+

+

k∫
−k

(f ′2(Bun(s))− f ′2(Bu(s)) (Bun(s)−Bu(s)) ds.

Як i вище, всi доданки в правiй частинi останньої рiвностi збiгаються до нуля.

Таким чином, ‖un − u‖k → 0 при n→∞, i лему доведено.
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Лема 6.15. За виконання умов теореми 6.6 iснують такi r0 > 0 i α0 > 0,

якi не залежать вiд k, що inf
‖u‖k=r0

Jk(u) > α0.

Доведення. Подамо функцiонал Jk у виглядi

Jk(u) =
1

2
Ψk(u)− Sk(u),

де

Ψk(u) =

k∫
−k

[
c2(u′(s))2 − c1(Au(s))2 − c2(Bu(s))2

]
ds,

Sk(u) =

k∫
−k

[f1(Au(s)) + f2(Bu(s))] ds.

Тодi за лемою 6.1 маємо

Jk(u) + Sk(u) =
1

2
Ψk(u) ≥ c2 − a

2
‖u‖2

k.

Покажемо, що Sk(u) = o(‖u‖2
k). Згiдно умови (i′6), для будь-якого ε > 0 iснує

таке δ > 0, що при |r| ≤ δ

max{f1(r), f2(r)} ≤
εr2

2
.

Покладемо

r0 =
δ

max{l1(k), l2(k)}
,

де l1(k), l2(k) з леми 4.1. I вiзьмемо u ∈ Xk з нормою ‖u‖k = r0. Тодi, врахо-

вуючи лему 6.1, для майже всiх s маємо

|Au(s)| ≤ ‖Au‖L∞(−k,k) ≤ l1(k)‖u‖k ≤ δ,

|Bu(s)| ≤ ‖Bu‖L∞(−k,k) ≤ l2(k)‖u‖k ≤ δ.

Отже,

Sk(u) ≤ ε

2

k∫
−k

[
(Au(s))2 + (Bu(s))2

]
ds ≤ ε

2
‖u‖2

k.

В силу довiльностi ε > 0, маємо

Sk(u) = o(‖u‖2
k).

Зокрема, якщо вибрати ε так, щоб 0 < ε < c2 − a, то одержимо

Jk(u) ≥ (c2 − a− ε)r
2
0

2
> 0
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i лему доведено.

Лема 6.16. За виконання умов теореми 6.6 iснує елемент e ∈ Xk з нормою

‖e‖k > r0 такий, що Jk(e) ≤ 0.

Доведення. За лемою 3.1 iснують такi сталi d > 0 та d0 ≥ 0, якi не

залежать вiд i, що для всiх r

fi(r) ≥ d|r|µ − d0.

Нехай u ∈ Xk \ {0} та r > 0. Тодi маємо

Jk(ru) =
1

2

k∫
−k

[
c2r2(u′(s))2 − c1r

2(Au(s))2 − c2r
2(Bu(s))2

]
ds−

−
k∫

−k

[f1(A(ru(s))) + f2(B(ru(s)))] ds ≤

≤ r2

2

k∫
−k

[
c2r2(u′(s))2 − c1r

2(Au(s))2 − c2r
2(Bu(s))2

]
ds−

−drµ
k∫

−k

[|Au(s)|µ + |Bu(s)|µ] ds+ 4kd0.

Оскiльки µ > 2, то Jk(ru) → −∞ при r → +∞, а отже, iснує таке r0 =

r0(u) > 0, що Jk(ru) ≤ 0 для всiх r > r0 i лему доведено.

Доведення теореми 6.6. Леми 6.14 — 6.16 показують, що для функцiо-

налу Jk виконуються всi умови теореми про гiрський перевал. Отже, Jk має

ненульову критичну точку u ∈ Xk, яка є розв’язком задачi (6.2), (6.7). Не-

сталiсть розв’язку очевидна. Теорему доведено.

Наступна теорема встановлює iснування перiодичних бiжучих хвиль з

довiльною швидкiстю c > 0.

Теорема 6.7. Нехай виконуються умови (i6), (ii+6 ) та (ii−6 ). Тодi для будь-

яких k > 0 i c > 0 рiвняння (6.2) має несталий розв’язок u, що задовольняє

умову (6.7).
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Доводиться ця теорема аналогiчно до теореми 6.3. Для цього достатньо

використати теорему про зачеплення.

I на кiнець доведемо iснування вiдокремлених бiжучих хвиль.

Теорема 6.8. Нехай виконуються умови (i′6), (ii′6) i c2 > a. Тодi рiвняння

(6.2) має несталий розв’язок u, що задовольняє умови (6.8).

Доведення. Мiркуючи аналогiчно, як у пiдроздiлi 6.2, неважко довести,

що функцiонал J задовольняє геометрiю гiрського перевалу в просторi E.

Оскiльки iснує такий елемент e ∈ X, що J(e) < 0, то функцiонал J задоволь-

няє геометрiю гiрського перевалу i в просторi X. Тодi за теоремою В.3, iснує

послiдовнiсть Пале-Смейла {un} ⊂ X рiвня b, тобто J(un) → b i J ′(un) → 0

у просторi X∗.

Як i вище, послiдовнiсть {un} обмежена в X. Бiльше того, як i в ле-

мi 6.11, маємо, що ‖un‖ обмежена знизу додатною сталою, а отже, ‖un‖ 6→ 0.

Тому можна вважати, що un → u слабко в X. Далi, як i в лемi 6.12, для

будь-якого r > 0 iснують θ > 0, пiдпослiдовнiсть послiдовностi {un} (як i

ранiше позначатимемо через {un}) та {ηn} ⊂ R, такi, що
ηn+r∫
ηn−r

[
(Aun(s))

2 + (Bun(s))
2
]
ds ≥ θ.

Замiнюючи un(s) на un(s− ηn), одержуємо
r∫

−r

[
(Aun(s))

2 + (Bun(s))
2
]
ds ≥ θ

i нова послiдовнiсть {un} залишається послiдовнiстю Пале-Смейла. Згiдно

теореми вкладення, Aun → Au i Bun → Bu у просторi L∞loc(R), тобто рiвно-

мiрно на вiдрiзках i, отже,
r∫

−r

[
(Au(s))2 + (Bu(s))2

]
ds ≥ θ > 0.

А це означає, що u 6= 0.

Далi, як i в доведеннi леми 6.13, беремо g ∈ C∞0 (R) i показуємо, що

〈J ′(u), g〉 = 0, тобто u— нетривiальна критична точка функцiоналу J , а отже,
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розв’язок рiвняння (6.2), що задовольняє умови (6.8). Несталiсть розв’язку

очевидна. Теорему доведено.

Висновки до роздiлу 6

Шостий роздiл дисертацiї присвячений питанню iснування бiжучих

хвиль в системах типу Фермi–Пасти–Улама на двовимiрнiй ґратцi. Такi сис-

теми мають вигляд систем, розглянутих у пiдроздiлi 4.2, але без зовнiшнього

потенцiалу. Вiн складається з чотирьох пiдроздiлiв.

У першому пiдроздiлi наводиться формулювання задачi про бiжучi хви-

лi для таких систем. Розглядаються бiжучi хвилi двох типiв. У першому

випадку похiдна профiлю u(s) є перiодичною функцiєю з перiодом 2k, а в

другому — профiль хвилi задовольняє крайовi умови lim
s→±∞

u′(s) = 0.

Другий пiдроздiл присвячений питанню iснування несталих бiжучих

хвиль з перiодичною похiдною профiлю. Для цього, як i в роздiлi 4, викорис-

тано варiацiйний метод. Зокрема, за допомогою теореми про гiрський перевал

встановлено iснування несталих надзвукових монотонних i необов’язково мо-

нотонних бiжучих хвиль. Крiм того, за допомогою теореми про зачеплення

доведено iснування перiодичних хвиль з довiльною швидкiстю c > 0, зокрема,

дозвукових хвиль.

У третьому пiдроздiлi, за допомогою методу перiодичних апроксимацiй

встановлено iснування несталих монотонних i необов’язково монотонних бi-

жучих хвиль з профiлем, похiдна якого збiгається до нуля на нескiнченностi.

Четвертий пiдроздiл присвячений питанню iснування бiжучих хвиль

з аналогiчними умовами, якi накладаються на сам профiль хвилi, а не на

його похiдну. Тут доведено аналогiчнi теореми про iснування перiодичних i

вiдокремлених бiжучих хвиль.

Результати даного роздiлу опублiковано в працях [14, 150] i додатково

висвiтлено в [164].
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РОЗДIЛ 7

СТОЯЧI ХВИЛI В ДИСКРЕТНИХ НЕЛIНIЙНИХ

РIВНЯННЯХ ТИПУ ШРЕДIНГЕРА НА

ДВОВИМIРНIЙ ҐРАТЦI

У сьомому роздiлi дослiджується питання iснування стоячих хвиль в

дискретних нелiнiйних рiвняннях типу Шредiнгера на плоскiй цiлочисловiй

ґратцi з кубiчною та насичуваною нелiнiйностями.

7.1. Дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера з кубiч-

ною нелiнiйнiстю

У цьому пiдроздiлi вивчаються дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шре-

дiнгера з кубiчною нелiнiйнiстю на плоскiй цiлочисловiй ґратцi

iψ̇n,m(t) + (∆ψ)n,m(t) + θµn,m|ψn,m(t)|2ψn,m(t) = 0, (n,m) ∈ Z2, (7.1)

де ψn,m(t) — хвильова функцiя (n,m)-ї частинки, θ = ±1, а

(∆ψ)n,m = ψn+1,m + ψn−1,m + ψn,m+1 + ψn,m−1 − 4ψn,m

двовимiрний дискретний оператор Лапласа, {µn,m} ⊂ R. Рiвняння (7.1) пред-

ставляють собою нескiнченну (злiченну) систему звичайних диференцiальних

рiвнянь першого порядку. Такi системи використовують, наприклад, для опи-

су двовимiрних систем зв’язаних волоконних свiтлодiодiв (див. [65]).

Зазначимо, що в статтi [196] вивчались двовимiрнi солiтони в таких

системах при θµn,m = 2. Якщо ввести координату x вздовж осi n, а коорди-

нату y вздовж осi m, то можна одержати континуальне наближення для цiєї
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системи:

iψt + ψxx + ψyy + 2|ψ|2ψ = 0.

Це двовимiрне нелiнiйне рiвняння Шредiнгера, яке описує, зокрема, стацiо-

нарне самофокусування свiтлових пучкiв.

Зауважимо, що параметр θ введено для того, щоб розрiзняти самофо-

кусований (θ = 1) та розфокусований (θ = −1) випадки.

7.1.1. Формулювання задачi про стоячi хвилi

Стоячою хвилею в даному випадку є розв’язок вигляду

ψn,m(t) = un,m exp(−iωt), (7.2)

де un,m ∈ R називається амплiтудою стоячої хвилi, а ω ∈ R — частотою.

Такi розв’язки iнодi називають бризерами або лакунарними солiтонами (за

аналогiєю до лакунарних солiтонiв у фотонних кристалах, див. [91, 92]).

Пiдставляючи стоячу хвилю (7.2) в систему (7.1) i враховуючи, що

| exp(−iωt)| = 1,

одержуємо систему

−(∆u)n,m − ωun,m = θµn,m|un,m|2un,m, (n,m) ∈ Z2. (7.3)

Пiд розв’язком системи (7.3) розумiється послiдовнiсть {un,m} ⊂ R, яка

задовольняє цю систему.

Всюди далi припускається, що послiдовнiсть {µn,m} ⊂ R єN -перiодичною,

тобто

µn+N,m = µn,m+N = µn,m,

де N — деяке натуральне число.

Позначимо через

(Lu)n,m = an,mun+1,m + an−1,mun−1,m + bn,mun,m+1 + bn,m−1un,m−1 + cn,mun,m

i розглянемо бiльш загальну систему

(Lu)n,m − ωun,m = θµn,m|un,m|2un,m, (n,m) ∈ Z2, (7.4)
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де послiдовностi дiйсних чисел {an,m}, {bn,m}, {cn,m} є N -перiодичними:

an+N,m = an,m+N = an,m,

bn+N,m = bn,m+N = bn,m

i

cn+N,m = cn,m+N = cn,m.

Зауважимо, що оператор L є обмеженим i самоспряженим у просто-

рi l2. Його спектр σ(L) має групову структуру, тобто σ(L) є об’єднанням

скiнченного числа вiдрiзкiв (див. [119]). Доповнення R \ σ(L) складається зi

скiнченного числа iнтервалiв, якi називаються спектральними промiжками.

Два з них напiвскiнченнi. Якщо N = 1, то скiнченнi промiжки не iснують.

Однак, у загальному випадку скiнченнi промiжки iснують i найбiльш цiкавий

випадок, коли частота ω належить скiнченному промiжку.

Будемо вивчати стоячi хвилi двох видiв: з kN -перiодичною амплiтудою

(перiодичнi розв’язки) та амплiтудою, яка на нескiнченностi збiгається до

нуля (локалiзованi розв’язки), тобто

un+kN,m = un,m+kN = un,m, (n,m) ∈ Z2, (7.5)

де k — фiксоване натуральне число, та

lim
n,m→±∞

un,m = 0 (7.6)

вiдповiдно.

7.1.2. Варiацiйне формулювання задачi. Попереднi леми

З системою (7.4) пов’язується функцiонал

J(u) =
1

2
(Lu− ωu, u)− 1

4

∑
(n,m)∈Z2

θµn,mu
4
n,m, (7.7)

визначений на гiльбертовому просторi E = l2 зi скалярним добутком

(u, v) =
∑

(n,m)∈Z2

un,mvn,m

та нормою

‖u‖ =

 ∑
(n,m)∈Z2

|un,m|2
 1

2

.
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Нагадаємо, що кожний елемент l2 автоматично задовольняє умову (7.6).

Iнодi ми будемо розглядати простори lp (p ≥ 1) з нормою

‖u‖lp =

 ∑
(n,m)∈Z2

|un,m|p
 1

p

.

Нагадаємо, що через l∞ позначається простiр всiх обмежених послiдовностей

з нормою

‖u‖l∞ = sup
(n,m)∈Z2

|un,m|

i при 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞

‖u‖lq ≤ ‖u‖lp.

Позначимо через Ek простiр всiх kN -перiодичних послiдовностей. Це

скiнченновимiрний простiр зi скалярним добутком

(u, v)k =
∑

(n,m)∈Qk

un,mvn,m

та нормою

‖u‖k =

 ∑
(n,m)∈Qk

|un,m|2
 1

2

,

де

Qk =

{
(n,m) ∈ Z2 : −

[
kN

2

]
≤ n,m ≤ kN −

[
kN

2

]
− 1

}
,

i
[
kN
2

]
— цiла частина kN

2 .

На просторi Ek розглянемо функцiонал

Jk(u) =
1

2
(Lku− ωu, u)k −

1

4

∑
(n,m)∈Qk

θµn,mu
4
n,m, (7.8)

де Lk — оператор L, який дiє в просторi Ek.

Лема 7.1. За зроблених припущень функцiонали J та Jk належать класу

C1, а їх похiднi визначаються формулами

〈J ′(u), h〉 = (Lu− ωu, h)−
∑

(n,m)∈Z2

θµn,mu
3
n,mhn,m,

〈J ′k(u), h〉 = (Lku− ωu, h)k −
∑

(n,m)∈Qk

θµn,mu
3
n,mhn,m,

де u, h ∈ E та u, h ∈ Ek вiдповiдно.

Крiм того, критичнi точки цих функцiоналiв є розв’язками системи
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(7.4) вiдповiдно з просторiв E та Ek.

Доведення. Розглянемо функцiонал J . Легко бачити, що J ∈ C1. Знай-

демо його похiдну. Нехай u, h ∈ E та |λ| ≤ 1. Тодi

J(u+ λh) =

=
1

2
(L(u+ λh)− ω(u+ λh), u+ λh)−

−1

4

∑
(n,m)∈Z2

θµn,m(un,m + λhn,m)4 =
1

2
((Lu− ωu) + λ(Lh− ωh), u+ λh)−

−1

4

∑
(n,m)∈Z2

θµn,m(un,m + λhn,m)4 =
1

2
(Lu− ωu, u) +

λ

2
(Lu− ωu, h)+

+
λ

2
(Lh− ωh, u) +

λ2

2
(Lh− ωh, h)− 1

4

∑
(n,m)∈Z2

θµn,m(un,m + λhn,m)4 =

=
1

2
(Lu− ωu, u) + λ(Lu− ωu, h) +

λ2

2
(Lh− ωh, h)−

−1

4

∑
(n,m)∈Z2

θµn,m(un,m + λhn,m)4.

Оскiльки

J(u+ λh)− J(u) =

=
1

2
(Lu− ωu, u) + λ(Lu− ωu, h) +

λ2

2
(Lh− ωh, h)−

−1

4

∑
(n,m)∈Z2

θµn,m(un,m + λhn,m)4 − 1

2
(Lu− ωu, u) +

1

4

∑
(n,m)∈Z2

θµn,mu
4
n,m =

= λ(Lu− ωu, h) +
λ2

2
(Lh− ωh, h)−

−1

4

∑
(n,m)∈Z2

θµn,m
(
(un,m + λhn,m)2 + u2

n,m

)
λhn,m(2un,m + λhn,m),

то

〈J ′(u), h〉 =

= lim
λ→0

J(u+ λh)− J(u)

λ
= lim

λ→0

[
(Lu− ωu, h) +

λ

2
(Lh− ωh, h)−

−1

4

∑
(n,m)∈Z2

θµn,m
(
(un,m + λhn,m)2 + u2

n,m

)
hn,m(2un,m + λhn,m)

 =

= (Lu− ωu, h)−
∑

(n,m)∈Z2

θµn,mu
3
n,mhn,m.
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Легко бачити, що критичнi точки u ∈ E функцiоналу J є розв’язками

рiвняння (7.4).

Доведення у випадку функцiоналу Jk аналогiчне. Лему доведено.

Таким чином, система (7.4) є системою рiвняннь Ейлера-Лагранжа для

функцiоналiв дiї J та Jk у вiдповiдних просторах. Ця система завжди має ну-

льовий розв’язок, тому нас цiкавлять нетривiальнi критичнi точки цих функ-

цiоналiв.

Зi спектральної теорiї диференцiальних операторiв (див. [119]) маємо,

що σ(Lk) ⊂ σ(L) i, отже, ‖Lk‖ ≤ ‖L‖.

Нехай E+ — пiдпростiр E, утворений додатною частиною спектру опе-

ратора L − ω (додатний спектральний пiдпростiр оператора L − ω в E),

E− — пiдпростiр E, утворений вiд’ємною частиною спектру (вiд’ємний спе-

ктральний пiдпростiр оператора L−ω в E). Аналогiчно введемо додатний та

вiд’ємний спектральнi пiдпростори E+
k ⊂ Ek i E−k ⊂ Ek для оператора Lk−ω.

Легко перевiрити, що вiдповiднi пiдпростори попарно ортогональнi, причому

E = E+⊕E− та Ek = E+
k ⊕E

−
k . Тодi будь-яку функцiю u ∈ E (u ∈ Ek) можна

подати у виглядi u = u+ + u−, де u+ ∈ E+ (u+ ∈ E+
k ), u

− ∈ E− (u− ∈ E−k ).

Причому u± = P±u (u± = P±k u), де P
± i P±k — вiдповiднi ортогональнi проек-

тори.

Позначимо через δ := min{|a− ω|, |b− ω|} — вiдстань вiд ω до спектру

σ(L), де (a, b) — довiльний фiксований спектральний промiжок оператора L.

Тодi

±(Lu− ωu, u) ≥ δ‖u‖2, u ∈ E±, (7.9)

±(Lku− ωu, u)k ≥ δ‖u‖2
k, u ∈ E±k . (7.10)

Далi будемо розглядати самофокусований випадок (θ = 1).

Наступна лема дає умови неiснування нетривiальних критичних точок.

Лема 7.2. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, ω ∈ (a, b), θ = 1 та b =

+∞. Тодi u = 0 єдина критична точка функцiоналiв J та Jk вiдповiдно у
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просторах E та Ek.

Доведення. Нехай u ∈ E критична точка функцiоналу J . Тодi

0 = 〈J ′(u), u〉 =

= (Lu− ωu, u)−
∑

(n,m)∈Z2

µn,mu
4
n,m ≤ (Lu− ωu, u).

Оскiльки b = +∞, то E+ = {0} i згiдно (7.9)

0 ≤ (Lu− ωu, u) ≤ −δ‖u‖2.

А це означає, що u = 0.

Доведення у випадку функцiоналу Jk аналогiчне. Лему доведено.

Далi знадобиться наступна лема.

Лема 7.3. Для будь-яких нетривiальних критичних точок функцiоналiв J

та Jk правильнi вiдповiдно нерiвностi

‖u‖
4
3 ≤ γJ(u),

‖u‖
4
3

k ≤ γJk(u),

де γ = (4δ−1l)
4
3 l−1

0 , l = sup{µn,m} i l0 = inf{µn,m}.

Доведення. Нехай u ∈ E критична точка функцiоналу J , а b = J(u)

вiдповiдне критичне значення. Тодi

b = J(u)− 1

2
〈J ′(u), u〉 =

(
1

2
− 1

4

) ∑
(n,m)∈Z2

µn,mu
4
n,m ≥

1

4
l0‖u‖4

l4,

звiдки

‖u‖4
l4 ≤

4b

l0
.

Оскiльки u ∈ E можна подати у виглядi u = u+ + u−, де u+ ∈ E+ i

u− ∈ E−, то

0 = 〈J ′(u), u+〉 = (Lu− ωu, u+)−
∑

(n,m)∈Z2

µn,mu
3
n,mu

+
n,m =

= (Lu+ − ωu+, u+)−
∑

(n,m)∈Z2

µn,mu
3
n,mu

+
n,m.

Тодi, використовуючи (7.9) i нерiвнiсть Кошi-Буняковського-Шварца, маємо

δ‖u+‖2 ≤ (Lu+ − ωu+, u+) =
∑

(n,m)∈Z2

µn,mu
3
n,mu

+
n,m ≤
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≤ l

 ∑
(n,m)∈Z2

u6
n,m

 1
2
 ∑

(n,m)∈Z2

(u+
n,m)2

 1
2

= l‖u‖3
l6‖u+‖ ≤ l‖u‖3

l4‖u+‖.

Звiдси

‖u+‖2 ≤ δ−1l‖u‖3
l4‖u+‖ ≤ δ−1l

(
4b

l0

) 3
4

‖u+‖ = 2
3
2δ−1ll

− 3
4

0 b
3
4‖u+‖.

Аналогiчно

‖u−‖2 ≤ 2
3
2δ−1ll

− 3
4

0 b
3
4‖u−‖.

I остаточно, оскiльки

‖u‖2 = ‖u+‖2 + ‖u−‖2

i

‖u+‖+ ‖u−‖ ≤ 2
1
2‖u‖,

то

‖u‖ =
(
‖u+‖2 + ‖u−‖2

) 1
2 ≤

(
2

3
2δ−1ll

− 3
4

0 b
3
4 (‖u+‖+ ‖u−‖)

) 1
2 ≤

≤ 2δ−
1
2 l

1
2 l
− 3

8
0 b

3
8‖u‖

1
2 ,

звiдки

‖u‖ ≤ 4δ−1ll
− 3

4
0 b

3
4 ,

що й дає необхiдне.

Доведення у випадку функцiоналу Jk аналогiчне. Лему доведено.

Наступна лема дає нижнi оцiнки для критичних точок i вiдповiдних

критичних значень.

Лема 7.4. Для будь-яких нетривiальних критичних точок функцiоналiв J

та Jk правильнi вiдповiдно нерiвностi

‖u‖2 ≥ ε0, J(u) ≥ ε,

‖u‖2
k ≥ ε0, Jk(u) ≥ ε,

де ε0 = 2−
1
2δl−1, ε = 2−3δ2l−2l0.

Доведення. Нехай u = u+ + u− ∈ E (u± ∈ E±) критична точка функ-

цiоналу J , а b = J(u) вiдповiдне критичне значення. Тодi, як i в доведеннi
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попередньої леми, маємо

δ‖u+‖2 ≤
∑

(n,m)∈Z2

µn,mu
3
n,mu

+
n,m ≤ l

∑
(n,m)∈Z2

u3
n,mu

+
n,m.

Застосовуючи до правої частини останньої нерiвностi нерiвнiсть Гельдера:

|(x, y)| ≤ ‖x‖lp‖y‖lq ,
1

p
+

1

q
= 1,

при p = 4
3 i q = 4, одержуємо

δ‖u+‖2 ≤ l‖u3‖
l
4
3
‖u+‖l4 = l

 ∑
(n,m)∈Z2

|u3
n,m|

4
3

 3
4

‖u+‖l4 =

= l‖u‖3
l4‖u+‖l4 ≤ ‖u‖3‖u+‖.

Аналогiчно

δ‖u−‖2 ≤ l‖u‖3
l4‖u+‖l4 ≤ ‖u‖3‖u+‖.

I остаточно, оскiльки ‖u‖2 = ‖u+‖2 + ‖u−‖2 i ‖u+‖+ ‖u−‖ ≤ 2
1
2‖u‖, то

δ‖u‖2 = δ
(
‖u+‖2 + ‖u−‖2

)
≤ l‖u‖3(‖u+‖+ ‖u−‖) ≤ 2

1
2 l‖u‖4,

звiдки

‖u‖2 ≥ 2−
1
2δl−1.

Для оцiнки критичного значення використаємо останню нерiвнiсть i

верхню оцiнку з попередньої леми

‖u‖ ≤ 4δ−1ll
− 3

4
0 b

3
4 .

Таким чином, маємо

b ≥
(

4−1δl−1l
3
4
0 ‖u‖

) 4
3 ≥

(
4−1δl−1l

3
4
0 2−

1
2δ

1
2 l−

1
2

) 4
3

=

=
(

2−
9
4δ

3
2 l−

3
2 l

3
4

) 4
3

= 2−3δ2l−2l0.

Доведення у випадку функцiоналу Jk аналогiчне. Лему доведено.

7.1.3. Iснування перiодичних розв’язкiв: самофокусований ви-

падок

За допомогою теореми про зачеплення (теорема В.4) встановимо iсну-

вання нетривiальних kN -перiодичних розв’язкiв системи (7.4). Для цього,

згiдно леми 7.1, достатньо встановити iснування нетривiальних критичних
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точок функцiоналу Jk.

Основним результатом цього пункту є наступна теорема.

Теорема 7.1. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, θ = 1, ω ∈ (a, b) та

b 6= +∞. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система (7.4) має нетривiальний kN -

перiодичний розв’язок u ∈ Ek. Бiльше того, iснують такi додатнi сталi ε0,

C0, ε i C, якi не залежать вiд k, що

ε0 ≤ ‖u‖2
k ≤ C0,

ε ≤ Jk(u) ≤ C.

Перевiримо виконання умов теореми про зачеплення для функцiоналу

Jk. Почнемо з умови Пале–Смейла.

Лема 7.5. За умов теореми 7.1 функцiонал Jk задовольняє умову Пале-

Смейла.

Доведення. Оскiльки Ek є скiнченновимiрним простором, то для дове-

дення леми достатньо показати, що будь-яка послiдовнiсть Пале–Смейла в

просторi Ek є обмеженою.

Справдi, нехай {u(j)} послiдовнiсть Пале–Смейла функцiоналу Jk на

деякому рiвнi b, тобто Jk(u(j)) → b i J ′k(u
(j)) → 0 при j → ∞. Зауважимо,

що замiнивши L на L + ω0 та ω на ω + ω0 з деяким ω0 можна вважати, що

‖L‖ � 1, тобто

(Lu, u)k ≥ ‖u‖2
k,

де u ∈ Ek та ω > 0. Тодi, вибраши β ∈
(

1
4 ,

1
2

)
, для достатньо великих j маємо

b+ 1 + β‖u(j)‖k ≥ Jk(u
(j))− β〈J ′k(u(j)), u(j)〉 =

=

(
1

2
− β

)(
Lu(j) − ωu(j), u(j)

)
k

+

(
β − 1

4

) ∑
(n,m)∈Qk

µn,m(u(j)
n,m)4 =

=

(
1

2
− β

)(
Lu(j), u(j)

)
k
−
(

1

2
− β

)
ω‖u(j)‖2

k+

+

(
β − 1

4

) ∑
(n,m)∈Qk

µn,m(u(j)
n,m)4 ≥
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≥
(

1

2
− β

)
‖u(j)‖2

k −
(

1

2
− β

)
ω‖u(j)‖2

k +

(
β − 1

4

)
l0‖u(j)‖4

k.

Оскiльки r2 ≤ K(ε) + εr4, де K(ε)→∞ при ε→ 0, та ω > 0, то

b+ 1 + β‖u(j)‖k ≥
(

1

2
− β

)
‖u(j)‖2

k −
(

1

2
− β

)
ωK(ε)−(

1

2
− β

)
ωε‖u(j)‖4

k +

(
β − 1

4

)
l0‖u(j)‖4

k.

Вибираючи достатньо мале ε > 0, одержуємо

b+ 1 + β‖u(j)‖k ≥
(

1

2
− β

)
‖u(j)‖2

k + C‖u(j)‖4
k − C0

з деякими додатними сталими C i C0. Остання нерiвнiсть i доводить обмеже-

нiсть послiдовностi {u(j)}. Лему доведено.

Покладемо Y = E−k та Z = E+
k . Нагадаємо, що функцiонал Jk має

нетривiальнi критичнi точки у випадку, коли b 6= +∞, а отже, Z 6= {0}.

Введемо тепер так званий оператор обрiзки (див. [91]). Покладемо для

un,m ∈ E

Rkun,m =

un,m, (n,m) ∈ Qk,

0, (n,m) 6∈ Qk.

I нехай {Skun,m} єдина послiдовнiсть з Ek така, що Skun,m = un,m, якщо

(n,m) ∈ Qk (оператор перiодизацiї). Тодi ‖u‖lpk = ‖Rku‖lp. Очевидно, що

‖Rku‖lp ≤ ‖u‖lp, ‖Sku‖lpk ≤ ‖u‖lp

для всiх u ∈ lp. Бiльше того, для всiх u ∈ lp, 1 ≤ p <∞

lim
k→∞
‖Rku‖lp = lim

k→∞
‖Sku‖lpk = ‖u‖lp,

lim
k→∞
‖LRku‖lp = lim

k→∞
‖RkLu‖lpk = ‖Lu‖lp,

lim
k→∞
‖LSku‖lpk = lim

k→∞
‖SkLu‖lpk = ‖Lu‖lp.

Вiзьмемо довiльний одиничний вектор z ∈ E+ i покладемо

z(k) =
P+
k Skz

‖P+
k Skz‖k

∈ Z.

Зафiксуємо двi сталi ρ > r > 0 i позначимо через

N = {u ∈ Z : ‖u‖k = r},

M = {u = y + λz(k) : y ∈ Y, ‖u‖k ≤ ρ, λ ≥ 0},
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M0 = {u = y + λz(k) : y ∈ Y, ‖u‖k = ρ, i λ ≥ 0, або ‖u‖k ≤ ρ, i λ = 0}.

Наступна лема показує, що функцiонал Jk задовольняє геометрiю зачеп-

лення (див. теорема В.4).

Лема 7.6. При r2 ≤ l−1δ маємо, що

Jk(u) ≥ δ

4
r2, u ∈ N,

i

Jk(u) ≤ 0, u ∈M0

для достатньо великих ρ. Бiльше того, iснує стала C > 0, яка не зале-

жить вiд k i така, що

Jk(u) ≤ C, u ∈M. (7.11)

Доведення. Якщо u ∈ Z, то

Jk(u) =
1

2
(Lku− ωu, u)k −

1

4

∑
(n,m)∈Qk

µn,mu
4
n,m ≥

δ

2
‖u‖2

k −
l

4
‖u‖4

k.

Тодi якщо u ∈ N , то

Jk(u) ≥ δ

2
r2 − l

4
r4 ≥ δ

4
r2

при r2 ≤ l−1δ.

Нехай тепер u = y + λz(k) ∈ M . Тодi, оскiльки Y та Z взаємно ортого-

нальнi спектральнi пiдпростори оператора Lk − ω, то

Jk(y + λz(k)) =
1

2
(Lky − ωy, y)k +

λ2

2
(Lkz

(k) − ωz(k), z(k))k−

−1

4

∑
(n,m)∈Qk

µn,m

(
yn,m + λz(k)

n,m

)4

≤

≤ −δ
2
‖y‖2

k +
λ2

2

(
Lkz

(k) − ωz(k), z(k)
)
k
− 1

4
l0‖y + λz(k)‖4

l4k
.

Розглянемо пiдпростiр X = Y ⊕ Rz(k) ⊂ Ek, надiлений нормою

‖u‖l4k =

 ∑
(n,m)∈Qk

|un,m|4
 1

4

.

Вiдображення y + λz(k) 7→ λz(k) є обмеженим проектором на Rz(k). Оскiльки

його норма не менше 1, то

‖y + λz(k)‖4
l4k
≥ ‖λz(k)‖4

l4k
.
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Таким чином,

Jk(y + λz(k)) ≤ −δ
2
‖y‖2

k +
λ2

2

(
Lkz

(k) − ωz(k), z(k)
)
k
− λ4

4
l0‖z(k)‖4

l4k
. (7.12)

Крiм того, оскiльки(
Lkz

(k) − ωz(k), z(k)
)
k
≤ ‖Lk − ω‖ = a0

та

lim
k→∞
‖z(k)‖4

l4k
= ‖P+z‖4

l4,

то з нерiвностi (7.12) маємо

Jk(y + λz(k)) ≤ −δ
2
‖y‖2

k +
a0

2
λ2 − a1λ

4 ≤ a0

2
λ2 − a1λ

4

з деяким a1 > 0, яке не залежить вiд k. Отже, для всiх достатньо великих ρ

Jk(u) ≤ 0, u ∈M0.

Бiльше того,

sup
u∈M

Jk(u) ≤ C = max
λ>0

(a0

2
λ2 − a1λ

4
)

з деяким C > 0, яке не залежить вiд k. Лему доведено.

Доведення теореми 7.1. З лем 7.5 та 7.6 випливає, що для функцiоналу

Jk виконуються всi умови теореми про зачеплення (теорема В.4), а отже, вiн

має нетривiальну критичну точку u ∈ Ek. Бiльше того, за цiєю ж теоремою

вiдповiдне критичне значення задовольняє нерiвнiсть

b = Jk(u) ≤ sup
u∈M

Jk(u).

Тепер оцiнки для критичної точки i вiдповiдного критичного значення ви-

пливають з лем 7.3, 7.4 та 7.6. Теорему доведено.

7.1.4. Iснування локалiзованих розв’язкiв: самофокусований

випадок

Тепер за допомогою методу перiодичних апроксимацiй можна довести

iснування нетривiальних локалiзованих розв’язкiв системи (7.4). За лемою 7.1

цi розв’язки є критичними точками функцiоналу J . Однак цей функцiонал

не задовольняє умову Пале–Смейла i тому скористатися в даному випадку

теоремою про зачеплення не вийде. Проте, як i випадку систем осциляторiв,
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критичнi точки функцiоналу J можна побудувати за допомогою переходу до

границi при k →∞ в критичних точках функцiоналу Jk.

Основним результатом цього пiдроздiлу є наступна теорема:

Теорема 7.2. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, θ = 1, ω ∈ (a, b) та

b 6= +∞. Тодi система (7.4) має нетривiальний розв’язок u ∈ E.

Доведення. Нехай u(k) = {u(k)
n,m} ∈ Ek нетривiальний kN -перiодичний

розв’язок системи (7.4), який iснує за теоремою 7.1.

Зазначимо, що iснують δ0 > 0 та (nk,mk) ∈ Z2 такi, що∣∣∣u(k)
nk,mk

∣∣∣ ≥ δ0. (7.13)

Справдi, у протилежному випадку u(k) → 0 в l∞, а отже, v(k) = Rku
(k) → 0 в

l∞. За теоремою 7.1, ‖v(k)‖ = ‖u(k)‖k обмежена. Далi оскiльки

‖v‖plp ≤ ‖v‖
p−2
l∞ ‖v‖

2
l2, p > 2,

то v(k) → 0 в lp для всiх p > 2. А це означає, що ‖u(k)‖lpk → 0 для всiх

p > 2. Тодi, як на початку доведення леми 7.3, для вiдповiдного критичного

значення bk = Jk(u
(k)) маємо

0 < bk =
1

4

∑
(n,m)∈Qk

µn,m(u(k)
n,m)4 ≤ l

4
‖u(k)‖4

l4k
→ 0,

що суперечить лемi 7.4.

В силу перiодичностi коефiцiєнтiв послiдовнiсть {u(k)
n+N,m+N} є також

розв’язком системи (7.4). Тому можна вважати, що 0 ≤ nk,mk ≤ N − 1.

Однак, таких значень скiнченне число, тому, переходячи до пiдпослiдовностi

(по k), можемо вважати, що всi цi номери спiвпадають, тобто nk = n0 i mk =

m0.

В силу обмеженостi {u(k)}, переходячи до пiдпослiдовностi (з тим самим

позначенням), маємо u(k)
n,m → un,m при k → ∞ (для всiх (n,m) ∈ Z2). Крiм

того, за нерiвнiстю (7.13),

|un0,m0
| ≥ δ0,

а отже, u = {un,m} ненульова послiдовнiсть. Використовуючи граничний пе-
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рехiд, неважко показати, що u = {un,m} є розв’язком системи (7.4).

Залишається показати, що u = {un,m} ∈ E. Справдi, оскiльки для будь-

яких фiксованих ñ, m̃ ∈ Z i достатньо великого k,
ñ∑

n=−ñ

m̃∑
m=−m̃

|u(k)
n,m|2 ≤ ‖u(k)‖2

k ≤ C2,

то переходячи до границi при k →∞, одержуємо
ñ∑

n=−ñ

m̃∑
m=−m̃

|un,m|2 ≤ C2.

В силу довiльностi ñ i m̃, маємо, що u ∈ l2 = E. Теорему доведено.

Зауважимо, що якщо b = +∞, то за лемою 7.2 система (7.4) має тiльки

тривiальний розв’язок.

7.1.5. Iснування перiодичних i локалiзованих розв’язкiв: роз-

фокусований випадок

У доведеннях, поданих вище, розглянуто тiльки самофокусований ви-

падок (θ = 1). Доведення для розфокусованого випадку (θ = −1) є аналогiч-

ними iз замiною функцiоналiв J та Jk на −J та −Jk, оператора L на −L та ω

на −ω вiдповiдно. У цьому випадку умова b 6= +∞ замiнюється на a 6= −∞.

Таким чином, мiркуючи абсолютно аналогiчно, як i у самофокусовному ви-

падку, одержуємо вiдповiднi результати для розфокусованого випадку.

Теорема 7.3. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, θ = −1, ω ∈ (a, b) та

a 6= −∞. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система (7.4) має нетривiальний kN -

перiодичний розв’язок u ∈ Ek. Бiльше того, iснують такi додатнi сталi ε0,

C0, ε i C, якi не залежать вiд k, що

ε0 ≤ ‖u‖2
k ≤ C0,

ε ≤ Jk(u) ≤ C.

Теорема 7.4. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, θ = −1, ω ∈ (a, b) та

a 6= −∞. Тодi система (7.4) має нетривiальний розв’язок u ∈ E.

З теорем 7.2 та 7.4 випливає основний результат пiдроздiлу 7.1.
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Теорема 7.5. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2 та ω ∈ (a, b). I нехай

b 6= +∞, якщо θ = 1, або a 6= −∞, якщо θ = −1. Тодi система (7.4) має

нетривiальний розв’язок u ∈ E.

Оскiльки спектр оператора −∆ є вiдрiзком [0, 8], то з теореми 7.5 одер-

жуємо наслiдок:

Наслiдок 7.1. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2. I нехай ω < 0, якщо

θ = 1, або ω > 0, якщо θ = −1. Тодi система (7.3) має нетривiальний

розв’язок u ∈ E.

Таким чином, у цьому пiдроздiлi одержано результати про iснуван-

ня стоячих хвиль, якi поширюють результати статтi [91] на випадок дво-

вимiрної ґратки. Зауважимо, що в статтi [196] з фiзичної точки зору дослiд-

жена структура i динамiка двовимiрних солiтонiв (стоячих хвиль вигляду

ψn,m = un,m exp(iλ2t) з частотою ω = −λ2) в скiнченних системах вигляду

(7.1) при θµn,m = 2.

7.2. Дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера iз наси-

чуваною нелiнiйнiстю

У цьому пiдроздiлi вивчаються дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шре-

дiнгера вигляду

iψ̇n,m(t)− a1(∆(1)ψ)n,m(t)− a2(∆(2)ψ)n,m(t) + θf(ψn,m(t)) = 0, (n,m) ∈ Z2,

(7.14)

де a1, a2 ∈ R+, θ = ±1, f : C→ C — калiбровно iнварiантна функцiя, тобто

f(eiωtz) = eiωtf(z)

для всiх ω ∈ R, та

(∆(1)ψ)n,m = ψn+1,m + ψn−1,m − 2ψn,m,

(∆(2)ψ)n,m = ψn,m+1 + ψn,m−1 − 2ψn,m

дискретнi оператори Лапласа вiдповiдно за змiнними n i m.

Припустимо, що f(R) ⊂ R.
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Цей пiдроздiл присвячений насичуваним нелiнiйностям f(z). Це озна-

чає, що на нескiнченностi f(z) росте як const · |z|. Важливими прикладами

таких нелiнiйностей є

f(u) =
ν|u|p

1 + µ|u|p
u, µ > 0, ν > 0, p > 1, (7.15)

та

f(u) = χ (1− exp(−a|u|p))u, χ > 0, a > 0, p > 0. (7.16)

Зазначимо, що нелiнiйнiсть (7.15) з 1 < p ≤ 2 та нелiнiйностi (7.15) з p > 2 i

(7.16) з p > 0 мають рiзну природу стосовно нашого пiдходу.

7.2.1. Формулювання задачi про стоячi хвилi. Основнi при-

пущення

Пiдставляючи стоячу хвилю (7.2) в систему (7.14) i враховуючи, що

| exp(−iωt)| = 1, одержуємо систему

(Lu)n,m − ωun,m = θf(un,m), (n,m) ∈ Z2, (7.17)

де

(Lu)n,m = −a1(∆(1)u)n,m − a2(∆(2)u)n,m.

Як i вище, будемо вивчати стоячi хвилi двох видiв: з k-перiодичною

амплiтудою та амплiтудою, яка збiгається до нуля (локалiзованi хвилi), тобто

un+k,m = un,m+k = un,m, (n,m) ∈ Z2, (7.18)

де k — деяке натуральне число, та

lim
n,m→±∞

un,m = 0 (7.19)

вiдповiдно.

Нехай F (r) первiсна функцiя для функцiї f(r), тобто

F (r) =

r∫
0

f(s)ds.

Тодi всюди далi припустимо, що виконуються такi умови:

(i7) f(r) = o(r) при r → 0;

(ii7) lim
r→±∞

f(r)
r = l < +∞;
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(iii7) f ∈ C1(R) i f(r)r < f ′(r)r2, r 6= 0;

Крiм того, приймемо одну з таких умов:

(iv7) lim
r→±∞

(
1
2f(r)r − F (r)

)
= +∞;

або

(v7) функцiя g(r) = f(r)− lr обмежена.

Легко перевiрити, що нелiнiйностi (7.15) i (7.16) задовольняють умови

(i7)—(iii7). Крiм того, (7.15) задовольняє (iv7) при 1 < p ≤ 2 та (v7) для всiх

p > 1 (зокрема, при p > 2). А нелiнiйнiсть (7.16) задовольняє (v7) для всiх

p > 0.

Позначимо через Ek простiр всiх k-перiодичних послiдовностей {un,m},

якi задовольняють умову (7.18). Це скiнченновимiрний простiр зi скалярним

добутком

(u, v)k =
∑

(n,m)∈Qk

un,mvn,m

та нормою

‖u‖k =

 ∑
(n,m)∈Qk

|un,m|2
 1

2

,

де

Qk =

{
(n,m) ∈ Z2 : −

[
k

2

]
≤ n,m ≤ k −

[
k

2

]
− 1

}
,

i
[
k
2

]
— цiла частина k

2 .

Як i вище, позначимо через E простiр l2.

Iнодi ми також будемо розглядати простори lpk та lp (1 ≤ p ≤ ∞) з

нормами

‖u‖lpk =

 ∑
(n,m)∈Qk

|un,m|p
 1

p

,

‖u‖lp =

 ∑
(n,m)∈Z2

|un,m|p
 1

p

,
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з вiдомою змiною при p =∞. Нагадаємо, що при 1 ≤ p ≤ ∞

‖u‖lqk ≤ ‖u‖lpk, ‖u‖lq ≤ ‖u‖lp. (7.20)

Зауваження 7.1. Оператор L є обмеженим i самоспряженим у просторi

E, а його спектр збiгається з вiдрiзком [0, 4(a1 + a2)] i є абсолютно непе-

рервним. Зокрема, L не має власних векторiв в E. Причому за виконання

умови (iii7) функцiя f(t)
|t| строго зростаюча, тодi як функцiя 1

2f(t)t − F (t)

строго зростає при t ≥ 0 i строго спадає при t ≤ 0, а отже, є невiд’ємною.

7.2.2. Варiацiйне формулювання задачi. Многовиди Нехарi

На просторах Ek та E розглянемо вiдповiдно функцiонали

Jk(u) =
1

2
(Lku− ωu, u)k −

∑
(n,m)∈Qk

θF (un,m),

J(u) =
1

2
(Lu− ωu, u)−

∑
(n,m)∈Z2

θF (un,m),

де Lk — оператор L, який дiє в просторi Ek.

Безпосереднiм обчисленням одержуємо:

Лема 7.7. За зроблених припущень функцiонали J та Jk належать класу

C1, а їх похiднi визначаються формулами

〈J ′k(u), h〉 = (Lku− ωu, h)k −
∑

(n,m)∈Qk

θf(un,m)hn,m, u, h ∈ Ek, (7.21)

〈J ′(u), h〉 = (Lu− ωu, h)−
∑

(n,m)∈Z2

θf(un,m)hn,m, u, h ∈ E. (7.22)

Крiм того, критичнi точки функцiоналiв Jk та J є розв’язками системи

(7.17), що задовольняють умови (7.18) та (7.19) вiдповiдно.

Зауважимо, що оскiльки функцiонал Jk не задовольняє умову Пале-

Смейла, то до нього не можна застосувати теорему про зачеплення (як це

було зроблено вище). Тому в даному випадку для встановлення iснування

розв’язкiв буде використано пiдхiд iз використанням многовиду Нехарi (див.

[86, 87]).

Для функцiоналiв Jk та J означимо вiдповiднi многовиди Нехарi

Nk := {u ∈ Ek| 〈J ′k(u), u〉 = 0, u 6= 0} ⊂ Ek
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та

N := {u ∈ E| 〈J ′(u), u〉 = 0, u 6= 0} ⊂ E.

Далi будемо розглядати самофокусований випадок (θ = 1).

Введемо позначення Ik(u) := 〈J ′k(u), u〉 та I(u) := 〈J ′(u), u〉. Це C1-

функцiонали, похiднi яких визначаються формулами

〈I ′k(u), h〉 = 2(Lku− ωu, h)k −
∑

(n,m)∈Qk

(f(un,m) + f ′(un,m)un,m)hn,m, (7.23)

〈I ′(u), h〉 = 2(Lu− ωu, h)−
∑

(n,m)∈Z2

(f(un,m) + f ′(un,m)un,m)hn,m. (7.24)

Лема 7.8. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7), θ = 1, ω < 0 та ω+ l > 0.

Тодi множини Nk та N є непорожнiми замкненими C1-пiдмноговидами

вiдповiдно у просторах Ek та E, на яких I ′k(u) 6= 0 та I ′(u) 6= 0. Крiм того,

iснує β0 > 0, яке не залежить вiд k i таке, що ‖u‖k ≥ β0, u ∈ Nk, та

‖u‖ ≥ β0, u ∈ N .

Доведення. Розглянемо випадок Nk (iнший випадок аналогiчний). Спо-

чатку покажемо, що многовид Nk непорожнiй. Нехай δ ∈ (−ω, l) i Eδ — спек-

тральний пiдпростiр оператора Lk − ω в просторi Ek, що вiдповiдає вiдрiзку

[0, δ]. Оскiльки −ω ∈ σ(Lk − ω), то Eδ 6= {0}. Нехай v ∈ Eδ \ {0}. За умовою

(i7)

〈J ′k(tv), tv〉 = t2(Lkv − ωv, v)k −
∑

(n,m)∈Qk

f(tvn,m)tvn,m =

= t2(Lkv − ωv, v)k − o(t2) > 0

для достатньо малих t > 0. З iншого боку,

〈J ′k(tv), tv〉 = t2(Lkv − ωv, v)k −
∑

(n,m)∈Qk

f(tvn,m)tvn,m ≤

≤ t2

δ‖v‖2
k −

∑
(n,m)∈Qk

f(tvn,m)v2
n,m

tvn,m

 .

За умовою (ii7) сума в дужках збiгається до l‖v‖2
k, а тому 〈J ′k(tv), tv〉 < 0

для достатньо великих t > 0. Тодi iснує таке t∗ > 0, що 〈J ′k(t∗v), t∗v〉 = 0 i

t∗v ∈ Nk. Отже, Nk 6= ∅.
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Нехай u ∈ Nk, тодi з рiвностей (7.21), (7.23) та означенняNk, одержуємо

〈I ′k(u), u〉 = 〈I ′k(u), u〉 − 2Ik(u) =
∑

(n,m)∈Qk

(
f(un,m)un,m − f ′(un,m)u2

n,m

)
.

За умовою (iii7) ця сума є вiд’ємною. Тому I ′k(u) 6= 0 i за теоремою про

неявну функцiю (див. [34], Теорема 4.2.1), Nk є C1-пiдмноговидом в просторi

Ek. Замкненiсть Nk очевидна.

Перейдемо тепер до другої частини леми. Нехай

ϕ(r) = sup
|t|≤r

f(t)

t
.

Це зростаюча функцiя вiд r ≥ 0 i, згiдно (i7), ϕ(r) → 0 при r → 0. Нехай

u ∈ Nk. Зазначимо, що оператор Lk−ω додатно визначений. Тодi з означення

многовиду Нехарi i нерiвностей (7.20) маємо

|ω| · ‖u‖2
k ≤ (Lku− ωu, u)k =

∑
(n,m)∈Qk

f(un,m)un,m ≤

≤ ϕ(‖u‖l∞k ) · ‖u‖2
k ≤ ϕ(‖u‖k) · ‖u‖2

k.

А це означає, що ϕ(‖u‖k) ≥ |ω|. Оскiльки функцiя ϕ зростаюча, то знайдеться

таке β0, що ‖u‖k ≥ β0, u ∈ Nk. Лему доведено.

З доведення леми 7.8 випливає наступне твердження.

Наслiдок 7.2. Якщо Ik(v) ≤ 0 (вiдповiдно I(v) ≤ 0), то iснує єдине t∗ ∈

(0, 1] таке, що t∗v ∈ Nk (вiдповiдно t∗v ∈ N), а також iснує таке v ∈

Ek \ {0} (вiдповiдно v ∈ E \ {0}), що Jk(v) < 0 (вiдповiдно J(v) < 0).

З означень Jk та Ik випливає, що на Nk

Jk(u) = Jk(u)− 1

2
Ik(u) =

∑
(n,m)∈Qk

(
1

2
f(un,m)un,m − F (un,m)

)
. (7.25)

За умовою (iii7), Jk(u) ≥ 0, u ∈ Nk. Аналогiчно, з означень J та I

випливає, що на N

J(u) = J(u)− 1

2
I(u) =

∑
(n,m)∈Z2

(
1

2
f(un,m)un,m − F (un,m)

)
. (7.26)

та J(u) ≥ 0, u ∈ N .

Лема 7.9. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7), θ = 1, ω < 0 та ω+ l > 0.

Тодi iснує таке число α0 = α0(k) > 0, що Jk(u) ≥ α0 для всiх u ∈ Nk.
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Доведення. Нехай u ∈ Nk, тодi має мiсце рiвнiсть (7.25). За лемою 7.8,

‖u‖k ≥ β0. Отже, iснують (n0,m0) ∈ Qk (залежать вiд u) i δ0 = δ0(k, β0) > 0

(незалежне вiд u) такi, що |un0,m0
| ≥ δ0. Тодi, поклавши

α0 =
1

2
f(δ0)δ0 − F (δ0),

за зауваженням 7.1 маємо, що Jk(u) ≥ α0 для u ∈ Nk. Лему доведено.

Тепер розглянемо наступнi задачi мiнiмiзацiї

знайти v ∈ Nk, для якого iснує inf{Jk(u) : u ∈ Nk} =: mk, (7.27)

знайти v ∈ N, для якого iснує inf{J(u) : u ∈ N} =: m. (7.28)

Виявляється, що розв’язки цих задач є розв’язками системи (7.17) у вiдпо-

вiдних просторах.

Лема 7.10. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7), θ = 1, ω < 0 та ω+l > 0.

Тодi розв’язки задач (7.27) i (7.28) є розв’язками системи (7.17) у просторах

Ek та E вiдповiдно.

Доведення. Розглянемо випадок задачi (7.28), iнший випадок аналогiч-

ний. Нехай u ∈ N — розв’язок задачi мiнiмiзацiї (7.28). Згiдно методу мно-

жникiв Лагранжа (див. [34]), iснує λ ∈ R таке, що

J ′(u) + λI ′(u) = 0.

Оскiльки 〈J ′(u), u〉 = I(u) = 0, то, враховуючи рiвнiсть (7.24), одержуємо

0 = λ〈J ′(u), u〉 = λ
∑

(n,m)∈Z2

(
1

2
f(un,m)un,m − F (un,m)

)
.

За умовою (iii7) сума в правiй частинi останньої рiвностi вiд’ємна i, отже,

λ = 0, що й доводить лему.

7.2.3. Iснування перiодичних розв’язкiв: самофокусований ви-

падок

Правильна лема:

Лема 7.11. Нехай виконуються умови (i7)—(iv7), θ = 1, ω < 0 та ω+ l > 0.

Тодi задача (7.27) має розв’язок.
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Доведення. Нехай {uj} ⊂ Nk — мiнiмiзуюча послiдовнiсть для Jk, тобто

Jk(u
j)→ mk. З рiвностi (7.25) маємо

Jk(u
j) =

∑
(n,m)∈Qk

(
1

2
f(un,m)un,m − F (un,m)

)
. (7.29)

Покажемо, що послiдовнiсть {uj} обмежена в Ek. Припустимо протилежне.

Оскiльки простiр Ek скiнченновимiрний, а l∞-норма еквiвалентна евклiдовiй

нормi на Ek, то, переходячи до пiдпослiдовностi, маємо, що ‖uj‖l∞ →∞. То-

дi, для наступної пiдпослiдовностi, для якої збережемо теж саме позначення

{uj}, iснує пара (n0,m0) ∈ Qk така, що ujn0,m0
→ ∞. Тодi за рiвнiстю (7.29),

враховуючи умову (iv7), це означає, що Jk(uj)→∞. Отримали суперечнiсть,

оскiльки Jk(uj)→ mk i, отже, послiдовнiсть {uj} обмежена.

Оскiльки Ek скiнченновимiрний простiр та {uj} обмежена послiдов-

нiсть, то, переходячи до пiдпослiдовностi, ми можемо вважати, що {uj} збi-

гається до u ∈ Ek. Але многовид Нехарi Nk замкнений i Jk неперервний

функцiонал, тому u ∈ Nk i Jk(u) = mk. Лему доведено.

Основним результатом цього пункту є наступна теорема.

Теорема 7.6. Нехай виконуються умови (i7)—(iv7), θ = 1, ω < 0 та ω +

l > 0. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система (7.17) має нетривiальний k-

перiодичний розв’язок u ∈ Ek. Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то

система (7.17) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek, один з яких не-

вiд’ємний.

Доведення. Iснування нетривiального k-перiодичного розв’язку u ∈ Ek

випливає з леми 7.11.

Нехай f непарна функцiя. Тодi F парна i очевидно, що система (7.17)

має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek. Легко бачити, що

(L|u|, |u|)k ≤ (Lu, u)k.

Крiм того, f(|t|)|t| = f(t)t та F (|t|) = F (t). А це означає, що

Ik(|u|) ≤ Ik(u) = 0.
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З iншого боку, ∑
(n,m)∈Qk

(
1

2
f(|un,m|)|un,m| − F (|un,m|)

)
=

=
∑

(n,m)∈Qk

(
1

2
f(un,m)un,m − F (un,m)

)
= mk.

За наслiдком 7.2, iснує t∗ ∈ (0, 1] таке, що u∗ = t∗|u| ∈ Nk. Тодi за зауважен-

ням 7.1 та рiвнiстю (7.25), маємо

Jk(u
∗) ≤

∑
(n,m)∈Qk

(
1

2
f(un,m)un,m − F (un,m)

)
= mk.

Таким чином, Jk(u∗) = mk та u∗ невiд’ємний розв’язок, i, отже, можна взяти

u = u∗. Теорему доведено.

Наслiдок 7.3. Нехай θ = 1, ω < 0 та ω + l > 0. Тодi для будь-якого k ≥ 1

система (7.17) з нелiнiйнiстю (7.15), де 1 < p ≤ 2, має два нетривiальнi

розв’язки ±u ∈ Ek, один з яких невiд’ємний.

7.2.4. Iснування локалiзованих розв’язкiв: самофокусований

випадок

Аналогiчну лему до леми 7.11 для задачi (7.28) довести складно. Тому

для одержання l2-розв’язку системи (7.17) ми перейдемо до границi при k →

∞. Для цього знадобиться наступна лема.

Лема 7.12. Нехай виконуються умови (i7)—(iv7), θ = 1, ω < 0 та ω + l >

0. I нехай uk — k-перiодичний розв’язок задачi (7.27). Тодi послiдовностi

{mk} = {Jk(uk)} та {‖uk‖k} обмеженi.

Доведення. Крок 1. Спочатку нагадаємо, що спектр оператора L абсо-

лютно неперервний i збiгається з вiдрiзком [0, 4(a1 + a2)]. А отже, для будь-

якого δ ∈ (−ω, l) спектральний пiдпростiр оператора L− ω в просторi E, що

вiдповiдає вiдрiзку [0, δ], ненульовий. Нехай w 6= 0 довiльний вектор з цього

пiдпростору. Тодi маємо

I(tw) = 〈J ′(tw), tw〉 = t2(Lw − ωw,w)−
∑

(n,m)∈Z2

f(twn,m)twn,m ≤
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≤ t2

δ‖w‖2 −
∑

(n,m)∈Z2

f(twn,m)

twn,m
w2
n,m

 . (7.30)

За умовами (i7) та (ii7) iснує стала C > 0, яка не залежить вiд n,m i t, i така,

що ∣∣∣∣f(twn,m)

twn,m

∣∣∣∣ ≤ C

для всiх (n,m) ∈ Z2 i t ∈ R. Отже, ряд в правiй частинi нерiвностi (7.30)

збiгається рiвномiрно по вiдношенню до t ∈ R. Тому, згiдно умови (ii7), сума

цього ряду збiгається до l‖w‖2, i нерiвнiсть (7.30) означає, що I(tw) < 0 для

всiх достатньо великих t > 0. Зафiксуємо довiльне t з такою властивiстю.

Оскiльки послiдовностi зi скiнченним носiєм щiльнi в E, то iснує вектор w̃ ∈

E зi скiнченним носiєм достатньо близький до tw i такий, що I(w̃) < 0. За

наслiдком 7.2 iснує t∗ ∈ (0, 1) таке, що I(v) = 0, де v = t∗w̃. Оскiльки v

має скiнченний носiй, то suppv ⊂ Qk для всiх достатньо великих k. Тодi для

будь-якого такого k нехай vk ∈ Ek єдиний елемент такий, що vkn,m = vn,m для

(n,m) ∈ Qk. Легко бачити, що Ik(vk) = I(v) = 0 та mk ≤ Jk(v
k) = J(v).

Отже, послiдовнiсть {mk} обмежена.

Крок 2. Методом вiд супротивного доведемо, що {‖uk‖k} також обме-

жена. Припустимо, що {‖uk‖k} необмежена. Тодi, переходячи до пiдпослi-

довностi (яку будемо так само позначати), можна вважати, що ‖uk‖k → ∞.

Вiзьмемо

vk =
uk

‖uk‖k
,

тодi ‖vk‖k = 1 та виконується одна з таких умов:

(vi7) послiдовнiсть {vk} задовольняє умову ‖vk‖l∞k = ‖uk‖l∞ → 0 при k →

∞;

(vii7) iснують такi δ > 0 та (xk, yk) ∈ Z2, що |vkxk,yk| ≥ δ для всiх k.

Розглянемо перший випадок (умова (vi7)). Оскiльки оператор L не-
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вiд’ємний та

0 =
1

‖uk‖2
k

Ik(u
k) = (Lkv

k − ωvk, vk)k −
∑

(n,m)∈Qk

f(ukn,m)

ukn,m
(vkn,m)2,

то

|ω| = |ω| · ‖vk‖2
k ≤ (Lkv

k − ωvk, vk)k =
∑

(n,m)∈Qk

f(ukn,m)

ukn,m
(vkn,m)2 (7.31)

За умовою (i7) iснує t0 > 0 таке, що f(t)
t ≤

|ω|
2 при t < |t0|. Нехай

Ak =
{

(n,m) ∈ Qk : |ukn,m| < t0
}
,

Bk =
{

(n,m) ∈ Qk : |ukn,m| ≥ t0
}
,

тодi ∑
(n,m)∈Ak

f(ukn,m)

ukn,m
(vkn,m)2 ≤ |ω|

2

∑
(n,m)∈Ak

(vkn,m)2 ≤ |ω|
2
‖vk‖2

k =
|ω|
2
.

Звiдси, враховуючи нерiвнiсть (7.31), одержуємо

lim inf
k→∞

∑
(n,m)∈Bk

f(ukn,m)

ukn,m
(vkn,m)2 ≥ |ω|

2
. (7.32)

З iншого боку, |f(t)| ≤ C0|u| з деякою сталою C0 > 0 i за нерiвнiстю Гельдера∑
(n,m)∈Bk

f(ukn,m)

ukn,m
(vkn,m)2 ≤ C0|Bk|

p−2
p ‖vk‖

2
p

lpk
(7.33)

для будь-якого p > 2, де |Bk| — кiлькiсть елементiв множини Bk. Легко

перевiрити, що

‖w‖lpk ≤ ‖w‖
p−2
p

l∞k
‖w‖

2
p

k . (7.34)

Тодi оскiльки ‖vk‖l∞k → 0, то нерiвностi (7.32), (7.33) i (7.34) показують, що

|Bk| → ∞. Нехай

α0 = min

{
1

2
f(±t0)(±t0)− F (±t0)

}
.

Тодi з рiвностi (7.26) та зауваження 7.1 маємо

mk =
∑

(n,m)∈Qk

(
1

2
f(un,m)un,m − F (un,m)

)
≥

≥
∑

(n,m)∈Bk

(
1

2
f(un,m)un,m − F (un,m)

)
≥ α0|Bk| → ∞.

Отримали суперечнiсть.

Розглянемо другий випадок (умова (vii7)). Згiдно iнварiантностi систе-
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ми (7.17) вiдносно дискретних зсувiв, кратних k, можна вважати, що (xk, yk) =

(0, 0). Оскiльки ‖vk‖k = 1, то можна також вважати, що знайдеться елемент

v = {vn,m} такий, що vkn,m → vn,m для всiх (n,m) ∈ Z2 (переходячи до пiд-

послiдовностi, якщо потрiбно). Крiм того, очевидно, що v ∈ E, ‖v‖ ≤ 1 i

|v0,0| ≥ δ. Отже, v 6= 0.

Оскiльки uk — k-перiодичний розв’язок системи (7.17), то

Lvkn,m − (ω + l)vkn,m =
g(ukn,m)

‖uk‖k
, (7.35)

де g(t) = f(t)− lt i за умовою (ii7), lim
t→±∞

g(t)
t = 0. Якщо vn,m 6= 0 для деяких

(n,m) ∈ Z2, то |ukn,m| → ∞. Переходячи до границi в рiвностi (7.35) при

k →∞, маємо

Lvn,m − (ω + l)vn,m = 0,

тобто v ∈ E — ненульовий власний вектор оператора L з власним значен-

ням ω + l. Але спектр оператора L в просторi E є абсолютно неперервним.

Знову отримали суперечнiсть. Отже, послiдовнiсть {‖uk‖k} обмежена. Лему

доведено.

Основним результатом цього пункту є наступна теорема.

Теорема 7.7. Нехай виконуються умови (i7)—(iv7), θ = 1, ω < 0 та ω+ l >

0. Тодi система (7.17) має нетривiальний розв’язок u ∈ E. Бiльше того,

якщо функцiя f непарна, то система (7.17) має два нетривiальнi розв’язки

±u ∈ E, один з яких невiд’ємний.

Доведення. Нехай uk ∈ Ek розв’язок системи (7.17). Тодi за лемою 7.12

послiдовнiсть {‖uk‖k} обмежена та {uk} задовольняє одну з двох умов (vi7)

або (vii7). В першому випадку нерiвнiсть (7.34) означає, що ‖uk‖lpk → 0 при

k → ∞ для будь-якого p > 2. За умовою (i7) для кожного ε > 0 знайдеться

таке Cε > 0, що

|f(t)| ≤ ε|t|+ Cε|t|p−1.
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Оскiльки uk — k-перiодичний розв’язок системи (7.17), то

|ω| · ‖uk‖2
k ≤ (Lku

k − ωuk, uk)k =

=
∑

(n,m)∈Qk

f(ukn,m)ukn,m ≤ ε‖uk‖2
k + Cε‖uk‖plpk.

Поклавши ε = |ω|
2 , одержуємо

|ω|
2
‖uk‖2

k ≤ Cε‖uk‖plpk → 0

при k →∞. А це суперечить лемi 7.8 i, отже, виконання умови (vi7) немож-

ливе.

Таким чином, виконується умова (vii7). Переходячи до пiдпослiдовнос-

тi i використовуючи iнварiантнiсть дискретних зсувiв можна вважати, що

|uk0,0| ≥ δ з деяким δ > 0. Переходячи знову до пiдпослiдовностi, ми також

можемо вважати, що iснує послiдовнiсть u = {un,m} така, що ukn,m → un,m

для всiх (n,m) ∈ Z2. Легко бачити, що u ∈ E та u 6= 0. Крiм того, для сис-

теми (7.17) маємо поточкову збiжнiсть i, отже, u ∈ E — його нетривiальний

розв’язок.

Друга частина теореми випливає з теореми 7.6. Теорему доведено.

Доповнимо теорему 7.7 наступним результатом.

Теорема 7.8. За виконання умов теореми 4.5 mk → m. Крiм того, розв’я-

зок u ∈ E, одержаний у цiй теоремi, є розв’язком задачi мiнiмiзацiї (7.28),

тобто J(u) = m.

Доведення. Нехай kj → ∞ послiдовнiсть натуральних чисел та ukj ∈

Ekj розв’язок задачi (7.27) при k = kj. З доведення теореми 7.7 випливає, що,

переходячи до пiдпослiдовностi i роблячи вiдповiднi зсуви, можна вважати,

що ukj → u 6= 0 поточково, де u ∈ E розв’язок системи (7.17).

Нехай (ñ, m̃) ∈ Z2
+, тодi, згiдно зауваження 7.1, маємо

lim inf
j→∞

Jkj(u
kj) = lim inf

j→∞

∑
(n,m)∈Qk

(
1

2
f(ukjn,m)ukjn,m − F (ukjn,m)

)
≥

≥ lim inf
j→∞

ñ∑
n=−ñ

m̃∑
m=−m̃

(
1

2
f(ukjn,m)ukjn,m − F (ukjn,m)

)
=
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=
ñ∑

n=−ñ

m̃∑
m=−m̃

(
1

2
f(un,m)un,m − F (un,m)

)
.

Звiдси, переходячи до границi при ñ→∞ та m̃→∞, одержуємо

lim inf
j→∞

Jkj(u
kj) ≥ J(u) ≥ m.

Тому

lim inf
k→∞

mk ≥ J(u) ≥ m. (7.36)

З iншого боку, для даного ε > 0 нехай елемент w ∈ N такий, що

J(w) =
∑

(n,m)∈Z2

(
1

2
f(wn,m)wn,m − F (wn,m)

)
< m + ε.

Виберемо t1 > 1 достатньо близьке до 1 i таке, що∑
(n,m)∈Z2

(
1

2
f(t1wn,m)t1wn,m − F (t1wn,m)

)
< m + ε.

Зазначимо, що I(t1w) < 0. Оскiльки будь-яка послiдовнiсть зi скiнченним

носiєм щiльна в E, то iснує послiдовнiсть v = {vn,m} зi скiнченним носiєм

достатньо близька до t1w в E i така, що I(v) < 0 та∑
(n,m)∈Z2

(
1

2
f(vn,m)vn,m − F (vn,m)

)
< m + ε.

Тодi знайдеться t2 ∈ (0, 1) таке, що I(t2v) = 0, i за зауваженням 7.1 маємо

J(t2v) =
∑

(n,m)∈Z2

(
1

2
f(t2vn,m)t2vn,m − F (t2vn,m)

)
≤

≤
∑

(n,m)∈Z2

(
1

2
f(vn,m)vn,m − F (vn,m)

)
< m + ε.

Нехай елемент vk ∈ Ek такий, що vkn,m = vn,m при (n,m) ∈ Qk. Тодi для всiх

достатньо великих k

Ik(t2v
k) = I(t2v) = 0

та

Jk(t2v
k) = J(t2v) < m + ε.

Таким чином, маємо

lim inf
k→∞

mk ≤ J(u) ≤ m. (7.37)

Тепер з нерiвностей (7.36) та (7.37) одержуємо необхiдне. Теорему доведено.
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7.2.5. Iснування перiодичних i локалiзованих розв’язкiв: умо-

ва (v7) та розфокусований випадок

У цьому пунктi ми замiнимо умову (iv7) на (v7).

Нехай σk спектр оператора Lk в просторi Ek, який складається з влас-

них значень

4

(
a1 sin2 πj

k
+ a2 sin2 πl

k

)
,

де j, l = 0, 1, ..., k − 1. Легко бачити, що
⋃
k

σk злiченна, щiльна пiдмножина

спектру σ(L) = [0, 4(a1 + a2)] оператора L в E. Тодi σ(L) \
⋃
k

σk щiльна

множина в σ(L).

Далi нам знадобиться наступна лема.

Лема 7.13. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (v7). I нехай θ = 1,

ω < 0, ω + l > 0 та ω + l 6∈ σk. Тодi функцiонал Jk задовольняє умову

Пале–Смейла.

Доведення. Оскiльки простiр Ek скiнченновимiрний, то для доведення

леми достатньо показати, що будь-яка послiдовнiсть Пале–Смейла {uj} ⊂ Ek

обмежена.

Нехай E+
k та E−k спектральнi пiдпростори оператора Lk − ω, що вiд-

повiдають власним значенням λ > l та λ < l вiдповiдно. Оскiльки ω + l не

є власним значенням оператора Lk, то l не є власним значенням операто-

ра Lk − ω i ми маємо ортогональну суму Ek = E+
k ⊕ E−k . Кожен елемент

u ∈ Ek має єдине подання u = u+ +u−, де u± ∈ E±k . Вiдповiдно послiдовнiсть

Пале–Смейла розщеплюється на суму uj = uj+ + uj−. Тодi маємо

〈J ′k(u), v〉 = ((Lk − ω − l)u, v)k −
∑

(n,m)∈Qk

g(un,m)vn,m.

Взявши u = uj i v = uj+, враховуючи ортогональнiсть E+
k та E−k , одержуємо

〈J ′k(uj), uj+〉 =
(
(Lk − ω − l)uj, uj+

)
k
−

∑
(n,m)∈Qk

g(ujn,m)uj+n,m =
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=
(
(Lk − ω − l)uj+, uj+

)
k
−

∑
(n,m)∈Qk

g(ujn,m)uj+n,m.

На E+
k

((Lk − ω − l)v, v)k ≥ α‖v‖2
k,

де α > 0. Оскiльки ‖J ′k(uj)‖ ≤ 1 для всiх достатньо великих j та всi норми

на скiнченновимiрному просторi еквiвалентнi, то умова (v7) означає, що

α‖uj+‖2
k ≤ 〈J ′k(uj, uj+〉+

∣∣∣∣∣∣
∑

(n,m)∈Qk

g(ujn,m)uj+n,m

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖uj+‖k + c‖uj+‖k.

Звiдки випливає, що послiдовнiсть {uj+} обмежена.

Аналогiчно, використовуючи нерiвнiсть

((Lk − ω − l)v, v)k ≤ −α‖v‖2
k, v ∈ E−k ,

де α > 0, отримуємо

α‖uj−‖2
k ≤ ‖uj−‖k + c‖uj+‖k.

Оскiльки {uj+} обмежена, то {uj−} також обмежена. Отже, {uj} обмежена,

i лему доведено.

Використовуючи теорему про гiрський перевал доведемо наступний ана-

лог теореми 7.6.

Теорема 7.9. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (v7). I нехай θ = 1,

ω < 0, ω+ l > 0 та ω+ l 6∈ σk. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система (7.17) має

нетривiальний k-перiодичний розв’язок u ∈ Ek. Бiльше того, якщо функцiя

f непарна, то система (7.17) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek, один

з яких невiд’ємний.

Доведення. Нехай

Γ = {γ ∈ C([0, 1];Ek) : γ(0) = 0, Jk(γ(1)) < 0}

i

bk = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jk(γ(t)).

Як i в доведеннi леми 7.9 маємо, що Jk(u) ≥ α0 > 0 на сферi ‖u‖k = β0 > 0

(тут потрiбна тiльки умова (i7)). З iншого боку, за наслiдком 7.2 iснує елемент
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v ∈ Ek\{0} такий, що Jk(v) < 0. А це означає, що функцiонал Jk задовольняє

геометрiю гiрського перевалу. Крiм того, за лемою 7.13 вiн задовольняє умову

Пале–Смейла. Таким чином, функцiонал Jk задовольняє всi умови теореми

про гiрський перевал (теорема В.1). ). Отже, bk > 0 — критичне значення

функцiоналу Jk та iснує вiдповiдна критична точка uk ∈ Ek \ {0}, тобто

Jk(u
k) = bk. За лемою 7.7 uk — розв’язок системи (7.17), який задовольняє

умову (7.18).

Друга частина теореми доводиться аналогiчно як у доведеннi теоре-

ми 7.6. Теорему доведено.

Наслiдок 7.4. Нехай θ = 1, ω < 0, ω + l > 0 та ω + l 6∈ σk. Тодi сис-

тема (7.17) з нелiнiйнiстю (7.15), де p > 1, або (7.16), де p > 0, має два

нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek, один з яких невiд’ємний.

Наступний результат є аналогом теореми 7.7.

Теорема 7.10. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (v7). I нехай θ = 1,

ω < 0 та ω + l > 0. Тодi система (7.17) має нетривiальний розв’язок

u ∈ E. Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то система (7.17) має два

нетривiальнi розв’язки ±u ∈ E, один з яких невiд’ємний.

Доведення. Для кожного k iснує ωk таке, що ωk → ω та ωk + l 6∈ σk.

Тодi за теоремою 7.9 iснує перiодичний розв’язок uk ∈ Ek iз замiною ω на

ωk. Далi мiркуємо аналогiчно, як у доведеннях леми 7.12 i теореми 7.7 для

одержання обмеженостi ‖uk‖k, i переходимо до границi при k →∞. Теорему

доведено.

У доведеннях, поданих вище, розглянуто тiльки самофокусований ви-

падок (θ = 1). Доведення для розфокусованого випадку (θ = −1) є анало-

гiчними iз замiною функцiоналiв J та Jk на −J та −Jk вiдповiдно. У цьо-

му випадку умови ω < 0 та ω + l > 0 замiнюються на ω > 4(a1 + a2) та

ω − l < 4(a1 + a2) вiдповiдно. Таким чином, мiркуючи абсолютно аналогiч-
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но, як i у самофокусовному випадку, одержуємо аналогiчнi результати для

розфокусованого випадку.

Теорема 7.11. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (iv7) або (v7). I

нехай θ = −1, ω > 4(a1+a2) та ω−l < 4(a1+a2). Крiм того, у випадку умови

(v7) ω− l 6∈ σk. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система (7.17) має нетривiальний

k-перiодичний розв’язок u ∈ Ek. Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то

система (7.17) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek.

Теорема 7.12. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (iv7) або (v7). I

нехай θ = −1, ω > 4(a1 + a2) та ω − l < 4(a1 + a2). Тодi система (7.17) має

нетривiальний розв’язок u ∈ E. Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то

система (7.17) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ E.

З теорем 7.7, 7.10 та 7.12 випливає основний результат пiдроздiлу 7.2.

Теорема 7.13. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (iv7) або (v7). I

нехай ω < 0 та ω + l > 0, якщо θ = 1, або ω > 4(a1 + a2) та ω − l <

4(a1 + a2), якщо θ = −1. Тодi система (7.17) має нетривiальний розв’язок

u ∈ E. Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то система (7.17) має два

нетривiальнi розв’язки ±u ∈ E, один з яких при θ = 1 невiд’ємний.

Наслiдок 7.5. Нехай ω < 0 та ω + l > 0, якщо θ = 1, або ω > 4(a1 + a2)

та ω − l < 4(a1 + a2), якщо θ = −1. Тодi система (7.17) з нелiнiйностями

(7.15) та (7.16) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek, один з яких при

θ = 1 невiд’ємний.

Таким чином, у цьому пiдроздiлi одержано результати про iснування

стоячих хвиль, якi поширюють результати статей [99,139] на випадок двови-

мiрної ґратки. Крiм того, тут розширено клас нелiнiйностей, для яких iсну-

ють стоячi хвилi.

Висновки до роздiлу 7

Сьомий роздiл дисертацiї присвячений питанню iснування стоячих

хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях типу Шредiнгера на двовимiрнiй
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ґратцi. Вiн складається з двох пiдроздiлiв, якi в свою чергу складаються з

чотирьох та трьох пунктiв вiдповiдно.

Розглядаються стоячi хвилi двох типiв: з перiодичною амплiтудою (перi-

одичнi розв’язки) та амплiтудою, яка збiгається до нуля (локалiзованi розв’яз-

ки).

Перший пiдроздiл присвячений питанню iснування нетривiальних стоя-

чих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях типу Шредiнгера на двовимiр-

нiй ґратцi з кубiчною нелiнiйнiстю. В перших двох пунктах цього пiдроздiлу

розглядається формулювання задачi про стоячi хвилi та варiацiйне форму-

лювання задачi, доводяться попереднi леми. Вивчаються стоячi хвилi двох

видiв: з N -перiодичною амплiтудою (перiодичнi розв’язки) та амплiтудою,

яка на нескiнченностi збiгається до нуля (локалiзованi розв’язки). Залежно

вiд типу стоячої хвилi, розглядаються функцiонали Jk та J . Показано, що

критичнi точки цих функцiоналiв є розв’язками вiдповiдних задач. В третьо-

му та четвертому пунктах встановлено iснування нетривiальних перiодичних

та локалiзованих розв’язкiв для самофокусовного випадку. Тут також, як i в

попереднiх роздiлах, використано теорему про зачеплення для перiодичних

розв’язкiв та метод перiодичних апроксимацiй для локалiзованих розв’язкiв.

У п’ятому пунктi наведено аналогiчнi результати до одержаних вище для

розфокусованого випадку, якi одержуються аналогiчними методами.

Другий пiдроздiл присвячений питанню iснування нетривiальних сто-

ячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях типу Шредiнгера на двови-

мiрнiй ґратцi iз насичуваною нелiнiйнiстю. Прикладами таких нелiнiйностей

є f(u) = ν|u|p
1+µ|u|pu, µ > 0, ν > 0, p > 1, та f(u) = χ (1− exp(−a|u|p))u,

χ > 0, a > 0, p > 0. В першому пунктi цього пiдроздiлу розглядається фор-

мулювання задачi та основнi припущення. В другому пунктi наводиться варi-

ацiйне формулювання задачi та означаються вiдповiднi многовиди Нехарi. В

третьому пунктi за допомогою методу критичних точок i многовиду Нехарi

встановлено iснування перiодичних розв’язкiв для самофокусовного випадку.
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Зауважимо, що в даному випадку не можна було використати теорему про

зачеплення, оскiльки в зроблених припущеннях побудований функцiонал Jk

не задовольняє умову Пале–Смейла. Тому для цього було використано ва-

рiацiйний пiдхiд iз використанням многовиду Нехарi. В четвертому пунктi

для самофокусовного випадку доведено iснування локалiзованих розв’язкiв

за допомогою многовиду Нехарi i методу перiодичних апроксимацiй. Однiєю

з умов iснування перiодичних i локалiзованих розв’язкiв є умова (iv7), яку за-

довольняє нелiнiйнiсть f(u) = ν|u|p
1+µ|u|pu при 1 < p ≤ 2. В п’ятому пунктi умову

(iv7) замiнено на (v7), яка дозволяє довести виконання умови Пале–Смейла.

Тому для встановлення iснування перiодичних розв’язкiв використано тео-

рему про гiрський перевал. Тут також за допомогою граничного переходу

одержано результат про iснування локалiзованих розв’язкiв. Зауважимо, що

умову (v7) нелiнiйнiсть f(u) = ν|u|p
1+µ|u|pu задовольняє для для всiх p > 1 (зокре-

ма, при p > 2), а нелiнiйнiсть f(u) = χ (1− exp(−a|u|p))u — для будь-яких

p > 0. Крiм того, в цьому пунктi наведено аналогiчнi результати до одержа-

них вище для розфокусованого випадку.

Результати даного роздiлу опублiковано в працях [15, 151, 156] i додат-

ково висвiтлено в [161,166,172,176].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена побудовi класiв iснування розв’язкiв таких дис-

кретних нескiнченновимiрних гамiльтонових систем як: нескiнченнi системи

нелiнiйних осциляторiв, дискретнi рiвняння типу синус-Ґордона, системи ти-

пу Фермi-Пасти-Улама та дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера на

двовимiрнiй ґратцi. Враховуючи специфiку таких систем, в роботi набули роз-

витку i були застосованi методи функцiонального аналiзу та теорiї критичних

точок гладких функцiоналiв.

Вiдповiдно до поставлених завдань у дисертацiї зроблено огляд вiдомих

результатiв з теми дослiдження та одержано такi новi результати:

1) Встановлено умови iснування та єдиностi локальних i глобальних

розв’язкiв задачi Кошi для рiвнянь, що описують динамiку нескiнченних си-

стем лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Вста-

новлено умови обмеженостi глобального розв’язку. Окремо дослiджено ви-

падок степеневих потенцiалiв, якi у загальному випадку не задовольняють

одержанi умови. Для таких потенцiалiв встановлено умови iснування та не-

iснування глобальних розв’язкiв вiдповiдної задачi Кошi.

2) Дослiджено умови iснування перiодичних за часовою змiнною роз-

в’язкiв у нескiнченних системах лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв

на двовимiрнiй ґратцi. За допомогою методу критичних точок встановлено

iснування нетривiальних перiодичних розв’язкiв. Доведено, що для достат-

ньо великих перiодiв цi розв’язки не сталi. Показано, що у випадку степене-

вих потенцiалiв перiодичнi розв’язки можна побудувати за допомогою методу

умовної мiнiмiзацiї.
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3) Встановлено умови iснування нетривiальних перiодичних i вiдокрем-

лених бiжучих хвиль в нескiнченних системах лiнiйно та нелiнiйно зв’язаних

нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Дослiджено iснування неста-

лих надзвукових i дозвукових бiжучих хвиль.

4) Доведено iснування несталих перiодичних, гомоклiнiчних i гетероклi-

нiчних бiжучих хвиль для дискретних рiвнянь типу синус-Ґордона на двови-

мiрнiй ґратцi з нелiнiйним зв’язком.

5) Знайдено умови iснування несталих перiодичних i вiдокремлених

бiжучих хвиль в системах типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй ґратцi.

Окремо дослiджено iснування бiжучих хвиль з профiлем, похiдна якого є пе-

рiодичною та збiгається до нуля на нескiнченностi. У цьому випадку, зокрема,

встановлено умови iснування монотонних хвиль.

6) Дослiджено iснування стоячих хвиль для дискретних нелiнiйних рiв-

нянь типу Шредiнгера з кубiчною та насичуваною нелiнiйностями на дво-

вимiрнiй ґратцi. Встановлено умови iснування стоячих хвиль з перiодичною

амплiтудою та амплiтудою, яка збiгається до нуля на нескiнченностi. Дослiд-

жено самофокусований та розфокусований випадки рiвняння.

Одержанi в дисертацiї результати є поширенням вже вiдомих для по-

дiбних систем, мають теоретичний характер i можуть бути застосованими в

теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь та у нелiнiйнiй фiзицi.
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ДОДАТКИ

ДОДАТОК А

ДЕЯКI ОЗНАЧЕННЯ ТА ПОЗНАЧЕННЯ

Для p ∈ [1;∞) позначимо через lp = lp
(
Z2;R

)
банахiв простiр усiх p-

сумовних нескiнченних в обидвi сторони послiдовностей u = {un,m}(n,m)∈Z2 з

нормою

‖u‖lp =

 ∑
(n,m)∈Z2

|un,m|p
1/p

.

Простiр l2 = l2
(
Z2;R

)
є гiльбертiв простiр зi скалярним добутком(

u(1), u(2)
)

=
∑

(n,m)∈Z2

u(1)
n,mu

(2)
n,m.

Через l∞ = l∞
(
Z2;R

)
позначається банахiв простiр в обидвi сторони

обмежених послiдовностей з нормою

‖u‖l∞ = sup
(n,m)∈Z2

|un,m|.

При 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ простiр lp1 неперервно вкладений в lp2, lp1 ⊆ lp2,

причому

‖u‖lp2 ≤ ‖u‖lp1 , u ∈ lp1.

Через l0 позначається простiр фiнiтних послiдовностей {un,m} (рiвних

нулю всюди, за винятком скiнченного числа номерiв), тобто таких послiдов-

ностей {un,m}, що множина supp{un,m} := {(n,m) ∈ Z2|un,m 6= 0} скiнченна.

Через C ([a, b]) позначається банахiв простiр усiх неперервних на [a, b]

функцiй f з рiвномiрною нормою

‖f‖C([a,b]) = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.
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Для n ∈ N позначимо через Cn ([a, b]) банахiв простiр усiх n разiв не-

перервно диференцiйовних на [a, b] функцiй f з нормою

‖f‖Cn([a,b]) =
n∑
k=0

‖f (k)‖C([a,b]).

Простiр усiх нескiнченно диференцiйовних на [a, b] функцiй позначимо через

C∞ ([a, b]) =
∞⋂
n=1

Cn ([a, b]) .

Аналогiчно означаються вiдповiднi простори на iнтервалi (a, b).

Нагадаємо, що функцiя f називається фiнiтною на множинi X, якщо

її носiй suppf := {x ∈ X|f(x) 6= 0} компактний.

Через C0
0 ((a, b)) позначається простiр усiх фiнiтних неперервних на

(a, b) функцiй. Простiр усiх фiнiтних на (a, b) функцiй з Cn ((a, b)) будемо

позначати через Cn
0 ((a, b)), а перетин усiх таких просторiв — C∞0 ((a, b)).

Через Cb (R) позначається банахiв простiр усiх обмежених неперервних

на R функцiй f з нормою

‖f‖Cb(R) = sup
x∈R
|f(x)|.

А через C0 (R) — замкнений пiдпростiр Cb (R), що складається з усiх функцiй,

якi збiгаються до нуля на нескiнченностi:

lim
x→∞

f(x) = 0.

Через Lp(a, b), 1 ≤ p ≤ ∞, позначається банахiв простiр вимiрних за

Лебегом p-сумовних функцiй f на iнтервалi (a, b) з нормою

‖f‖Lp(a,b) =

 b∫
a

|f(t)|pdt

1/p

,

а через L∞(a, b) — банахiв простiр усiх iстотно обмежених вимiрних функцiй

з нормою

‖f‖L∞(a,b) = ess sup
x∈(a,b)

|f(x)|,

де ess sup
x∈(a,b)

|f(x)| := inf{c ∈ R : |{x ∈ (a, b) : |f(x)| > c}| = 0} — iстотний

супремум |f(x)|.
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Зауважимо, що простiр L2(a, b) є гiльбертовим зi скалярним добутком

(f, g)L2(a,b) =

b∫
a

f(x)g(x)dx,

а простiр L2 (R) є гiльбертовим зi скалярним добутком

(f, g)L2(R) =

+∞∫
−∞

f(x)g(x)dx.

Через Lploc (R) позначається простiр таких вимiрних функцiй f на R, що

звуження f на будь-який скiнчений iнтервал (a, b) належить Lp(a, b).

Через H1(a, b) позначається простiр усiх функцiй f ∈ L2(a, b) таких, що

слабка похiдна f ′ ∈ L2(a, b). Нагадаємо, що функцiя g називається слабкою

похiдною функцiї f , якщо
b∫

a

f(x)ϕ′(x)dx = −
b∫

a

g(x)ϕ(x)dx

для всiх ϕ ∈ C∞0 ((a, b)). Простiр H1(a, b) є гiльбертовим зi скалярним добут-

ком

(f, g)H1(a,b) = (f, g)L2(a,b) + (f ′, g′)L2(a,b)

та вiдповiдною нормою

‖f‖H1(a,b) =
(
‖f‖2

L2(a,b) + ‖f ′‖2
L2(a,b)

) 1
2

.

Якщо (a, b) ⊂ R — скiнчений iнтервал, тоH1(a, b) збiгається iз замикан-

ням C1 ([a, b]) вiдносноH1-норми. А замикання C∞0 ((a, b)) вiдносноH1-норми

позначається черезH1
0(a, b). Це замкнений лiнiйний пiдпростiрH1(a, b). Якщо

ж (a, b) = R, то H1
0(R) = H1(R).

Через H1
loc(R) позначається простiр таких функцiй f ∈ L2

loc(R), що зву-

ження f на будь-який скiнченний iнтервал (a, b) належить H1(a, b).

Простiр H1 є одним iз представникiв родини просторiв Соболєва. Вiдо-

мо (див. [25,194,197]), що для будь-якого скiнченного iнтервалу (a, b) вкладен-

ня H1(a, b) ⊂ C ([a, b]) неперервне. Тобто для будь-якої функцiї f ∈ H1(a, b)

iснує єдина функцiя f0 ∈ C([a, b]) така, що f(x) = f0(x) майже скрiзь на [a, b],

та iснує стала c > 0, яка не залежить вiд f та f0, що ‖f0‖C([a,b]) ≤ c‖f‖H1(a,b).
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Крiм того, це вкладення ще й компактне, тобто з довiльної обмеженої послi-

довностi {fn} ⊂ H1(a, b) можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть в C([a, b]).

Компактним є також i вкладення H1(a, b) ⊂ Lp(a, b), 1 ≤ p ≤ ∞.

Вкладення H1(R) ⊂ C0(R) та H1(R) ⊂ Lp(R), 2 ≤ p ≤ ∞, також

неперервнi (але не компактнi), причому

lim
x→±∞

f(x) = 0

для будь-якої функцiї f ∈ H1(R).

Нехай E — банахiв простiр i (a, b) ⊂ R— iнтервал. Тодi через Lp(a, b;E),

1 ≤ p ≤ ∞, позначається банахiв простiр вимiрних p-сумовних функцiй f на

(a, b) зi значенням в E з нормою

‖f‖Lp =

 b∫
a

‖f(t)‖pEdt

1/p

.

Якщо E — гiльбертiв простiр, то Lp(a, b;E) також гiльбертiв.

Через L∞(a, b;E) позначається банахiв простiр дiйсних обмежених ви-

мiрних функцiй на (a, b) зi значенням в E з нормою

‖f‖L∞ = ess sup
t∈(a,b)

‖f(t)‖E,

де ess sup
t∈(a,b)

‖f(t)‖E := inf{c ∈ R : |{t ∈ (a, b) : ‖f(t)‖E > c}| = 0} — iстотний

супремум ‖f(t)‖E.

Якщо iнтервал (a, b) скiнченний, то при 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ простiр

Lp2(a, b;E) ⊆ Lp1(a, b;E).

Через Lploc(R;E) позначається простiр таких вимiрних функцiй f на R

зi значеннями в E, що звуження f на будь-який скiнчений iнтервал (a, b)

належить Lp(a, b;E).

Для вiдрiзка [a, b] через C(a, b;E) позначається банахiв простiр усiх

неперервних на [a, b] функцiй зi значеннями в E.

Нехай тепер E — гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·)E та

(a, b) — довiльний iнтервал. Через H1(a, b;E) позначається простiр таких

функцiй u на (a, b) зi значеннями в E, що u ∈ L2(a, b;E) та її слабка по-
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хiдна u′ ∈ L2(a, b;E). Це гiльбертiв простiр зi скалярним добутком

(u, v)H1 =

b∫
a

[(u(t), v(t))E + (u′(t), v′(t))E] dt

та нормою

‖u‖H1 = [(u, u)H1]
1
2 .

Через H1
loc(R;E) позначимо простiр таких функцiй u на R зi значен-

нями в E, що обмеження u на кожний скiнченний iнтервал (a, b) належить

H1(a, b;E). Вiдомо (див. [194]), що H1(a, b;E) ⊂ C(a, b;E) для будь-якого

скiнченного iнтервалу (a, b). Зокрема, функцiї з H1
loc(R;E) неперервнi на R.

Для лiнiйного неперервного функцiоналу f на банаховому просторi че-

рез 〈f, u〉 позначається значення функцiоналу f на елементi u. Нехай Φ функ-

цiонал на банаховому просторi E. Похiдною Гато функцiоналу Φ в точцi

u ∈ E називається такий лiнiйний неперервний функцiонал f на E, що для

будь-якого h ∈ E

lim
λ→0

[
1

λ
(Φ(u+ λh)− Φ(u))− 〈f, h〉

]
= 0.

Похiдна Гато функцiоналу Φ позначається Φ′(u) та є елементом спряженого

простору E∗ (простiр всiх лiнiйних функцiоналiв, визначених на E). Якщо

Φ′(u) iснує для будь-якого u ∈ E i вiдображення Φ′ : E → E∗ неперервне, то

кажуть, що функцiонал Φ належить класу C1.

Означення та основнi властивостi класичних банахових просторiв мож-

на знайти в [180, 186]. Диференцiальне числення для функцiоналiв на ба-

нахових просторах викладено в [183, 204]. Основи теорiї просторiв Соболєва

можна знайти в [197, 199]. Стосовно загальної теорiї просторiв Соболєва зi

значеннями в гiльбертовому просторi див. [194].
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ДОДАТОК Б

ДЕЯКI ТЕОРЕМИ IСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ЗАДАЧI КОШI

Розглянемо в банаховому просторi E нелiнiйне рiвняння
dx

dt
= f(x). (Б.1)

Наступнi двi теореми є наслiдками зi стандартних результатiв про iсну-

вання та єдинiсть локального i глобального розв’язкiв задачi Кошi (див. [185,

с. 391]), теореми 1.1, 1.2).

Теорема Б.1. (Локальна). Нехай для будь-якого R > 0 iснують M1 =

M1(R) > 0 i M2 = M2(R) > 0 такi, що

‖f(x)‖ ≤M1 при ‖x‖ ≤ R

i

‖f(x1)− f(x2)‖ ≤M2‖x1 − x2‖ при ‖x1‖, ‖x2‖ ≤ R.

Тодi для будь-якого x0 ∈ E iснує t0 таке, що рiвняння (Б.1) має один i тiль-

ки один розв’язок x = x(t) в iнтервалi (−t0; t0), який задовольняє початкову

умову x(0) = x0.

Теорема Б.2. (Глобальна). Нехай iснують M0 > 0, M1 > 0 i M2 > 0 такi,

що

‖f(x)‖ ≤M1 +M0‖x‖

i

‖f(x1)− f(x2)‖ ≤M2‖x1 − x2‖.

Тодi для будь-якого x0 ∈ E рiвняння (Б.1) має один i тiльки один розв’язок

x = x(t), визначений при всiх t ∈ R, який задовольняє початкову умову

x(0) = x0.
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ДОДАТОК В

ТЕОРЕМИ ПРО ГIРСЬКИЙ ПЕРЕВАЛ I ЗАЧЕПЛЕННЯ

Однiєю iз найпростiших i найпопулярнiших мiнiмаксних теорем є тео-

рема про гiрський перевал.

Нехай на гiльбертовому просторi H заданий функцiонал I : H → R

класу C1. Кажуть, що I задовольняє умову Пале–Смейла, якщо виконується

наступна умова:

(PS) якщо {un} ⊂ H така послiдовнiсть, що {I(un)} обмежена та I ′(un)→

0, n→∞, то {un} мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть.

Зауважимо, що при перевiрцi цiєї умови можна, без обмеження загаль-

ностi, вважати, що числова послiдовнiсть {I(un)} збiгається, оскiльки з обме-

женої числової послiдовностi можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть.

Послiдовнiсть {un} точок гiльбертового простору H називається послi-

довнiстю Пале-Смейла функцiоналу I на деякому рiвнi b, якщо I(un) → b

та I ′(un)→ 0 при n→∞.

Тодi, враховуючи сказане вище, умову Пале-Смейла можна переформу-

лювати наступним чином:

(PS) будь-яка послiдовнiсть Пале-Смейла {un} ⊂ H мiстить збiжну пiд-

послiдовнiсть.

Зазаначимо, що умову Пале-Смейла часто називають умовою компакт-

ностi Пале-Смейла.

Сформулюємо тепер теорему про гiрський перевал (див. [62, 92,95,104,

108,129].

Теорема В.1. (Про гiрський перевал). Нехай на гiльбертовому просторi

H з нормою ‖ · ‖ заданий функцiонал I : H → R класу C1, який задовольняє



333

умову Пале–Смейла. Припустимо, що iснують e ∈ H i r > 0 такi, що

‖e‖ > r i

β := inf
‖u‖=r

I(u) > I(0) ≥ I(e).

Тодi iснує критична точка u ∈ H функцiоналу I така, що критичне зна-

чення

I(u) = b := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ β,

де Γ := {γ ∈ C([0, 1], H) : γ(0) = 0, γ(1) = e}. При цьому

I(u) ≤ sup
τ≥0

I(τe).

Якщо функцiонал задовольняє всi умови цiєї теореми, крiм умови Пале-

Смейла, то кажуть, що вiн задовольняє геометрiю гiрського перевалу.

Наступну теорему типу теореми про гiрський перевал можна знайти

в [22] (Теорема 10).

Теорема В.2. Нехай виконуються умови теореми про гiрський перевал i

P : H → H таке неперервне вiдображення, що

I(Pu) ≤ I(u)

для всiх u ∈ H, причому P (0) = 0 i P (e) = e. Тодi iснує критична точка

u ∈ PH (замикання PH) функцiоналу I з критичним значенням b = I(u).

Є також версiя теореми про гiрський перевал без умови Пале-Смейла

(див. [95], Теорема С.3).

Теорема В.3. Нехай на гiльбертовому просторi H з нормою ‖ · ‖ заданий

функцiонал I : H → R класу C1 та iснують e ∈ H i r > 0 такi, що ‖e‖ > r

i β := inf
‖u‖=r

I(u) > I(0) ≥ I(e). I нехай

b := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

де Γ := {γ ∈ C([0, 1], H) : γ(0) = 0, γ(1) = e}. Тодi iснує послiдовнiсть

{un} ⊂ H така, що I(un) → b та I ′(un) → 0 при n → ∞, тобто {un}

послiдовнiсть Пале-Смейла рiвня b.
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Ще однiєю популярною мiнiмаксною теоремою є теорема про зачеп-

лення.

Нехай H — гiльбертiв простiр, H = Y ⊕ Z. Нехай також ρ > r > 0 i

z ∈ Z такий елемент, що ‖z‖ = r. Позначимо

M := {u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖ ≤ ρ, λ ≥ 0}

i

M0 := {u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖ = ρ i λ ≥ 0, або ‖u‖ ≤ ρ, λ = 0},

тобто M0 — межа M . Нехай

N := {u ∈ Z : ‖u‖ = r}.

Розглянемо C1-функцiонал I на H i припустимо, що

β := inf
u∈N

I(u) > α := sup
u∈M0

I(u).

В такому випадку кажуть, що функцiонал I задовольняє геометрiю зачеп-

лення.

Сформулюємо тепер теорему про зачеплення (див. [95,104,129]).

Теорема В.4. (Про зачеплення). Нехай на гiльбертовому просторi H

заданий функцiонал I : H → R класу C1, який задовольняє умову Па-

ле–Смейла та геометрiю зачеплення. Тодi iснує критична точка u ∈ H

функцiоналу I така, що критичне значення

I(u) = b := inf
γ∈Γ

max
u∈M

I(γ(u)) ≥ β,

де Γ := {γ ∈ C(M,H) : γ|M0
= id}. При цьому

I(u) ≤ sup
u∈M

I(u).

Зауважимо, що теорема про гiрський перевал є частковим випадком

теореми про зачеплення.
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ДОДАТОК Г

ПРИНЦИП КОНЦЕНТРОВАНОЇ КОМПАКТНОСТI

Потужною технiкою для дослiдження варiацiйних задач є використання

принципу концентрованої компактностi, представленого в [29,77,78].

Лема Г.1. Нехай {fk} така послiдовнiсть невiд’ємних функцiй простору

L1(R), що ‖fk‖L1 = θ > 0. Тодi, пiсля переходу до пiдпослiдовностi, викону-

ється одна з таких трьох можливостей:

(i) (концентрацiя) iснує послiдовнiсть {yk} ⊂ R така, що для будь-якого

ε > 0 iснує r > 0 таке, що
yk+r∫
yk−r

fk(x)dx ≥ θ − ε;

(ii) (розпливання)

lim
k→∞

sup
y∈R

y+r∫
y−r

fk(x)dx = 0

для всiх r > 0;

(iii) (розщеплення) знайдуться α ∈ (0, θ) i послiдовностi невiд’ємних функ-

цiй {f (1)
k }, {f

(2)
k } ⊂ L1(R) з компактними носiями, такi, що

dist
[
supp{f (1)

k }, supp{f (1)
k }
]
→∞, при k →∞,

lim
k→∞
‖fk − (f

(1)
k + f

(2)
k )‖L1 = 0,

lim
k→∞
‖f (1)

k ‖L1 = α

i

lim
k→∞
‖f (2)

k ‖L1 = θ − α.

Зауважимо, що можливiсть (i) часто також називають компактнiстю

(iнодi жорсткiстю).

Наведемо дискретний варiант цього принципу у потрiбному нам виглядi

(див. [101], Лема 1).
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Лема Г.2. Нехай v(j) = {v(j)
n,m} така послiдовнiсть невiд’ємних елементiв

простору l1, що ‖v(j)‖l1 = θ > 0. Тодi iснує така її пiдпослiдовнiсть (як i

ранiше позначається {v(j)}), що виконується одна з таких трьох можли-

востей:

(i) (концентрацiя) iснує (nj,mj) ∈ Z2, що для будь-якого ε > 0 знайдеться

таке r > 0, що ∑
|n−nj |2+|m−mj |2≤r2

v(j)
n,m ≥ θ − ε;

(ii) (розпливання)

lim
j→∞
‖vj‖l∞ = 0;

(iii) (розщеплення) знайдеться α ∈ (0, θ) з наступною властивiстю:

для будь-якого ε > 0 iснують такi двi невiд’ємнi послiдовностi {v(j,1)},

{v(j,2)} ⊂ l0, що

dist
[
supp{v(j,1)}, supp{v(j,2)}

]
→∞, при j →∞,

‖v(j) − (v(j,1) + v(j,2))‖l1 ≤ ε,

|‖v(j,1)‖l1 − α| ≤ ε

i

|‖v(j,2)‖l1 − (θ − α)| ≤ ε

для всiх достатньо великих j.


